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Cum se introduc elementele cu
care se opereaza si cum se citeste
rezultatul operatiei in calculatorul
din imagine?

Grupuri
Legi de compozitie

Pasul decisiv care a marcat trecerea de la aritmetica la algebra a fost Inlocuirea operatiilor cu numere, prin
operatii cu litere (simboluri) reprezentand numere. Ulterior, o treaptad superioard de abstractizare s-a realizat
prin folosirea unor simboluri care reprezentau si alte obiecte matematice: multimi, functii, matrice, polinoame...

Definitia unei legi de compozitie

O operatie algebrica (binard) pe o multime nevida M combina
componentele oricarui cuplu (x, y) de elemente din M si are ca
rezultat un element tot din A, notat, de exemplu, cu x * y.
Un model pentru actiunea unei
operatii este cutia neagra (black X j-

C s « —> X *y
box) cu doua intrari si o singura y
iesire. La cele doua intrari pot fi
introduse, intr-o ordine precizata, doud elemente arbitrare x, y € M
si, de fiecare data, la iesire se obtine un element x * y € M, unic
determinat de cuplul (x, y). Se realizeaza astfel o corespondentd
functionald ¢ : M X M — M, prin care la orice pereche ordonata
(x, y) € M x M se asociaza un element unic determinat
o(x, ¥) € M, notat eventual x * y .

Definitie. Fie M o multime nevida. O aplicatie
Q:MXM—>M(x, ) — o),
se numeste lege de comporzitie (internd) sau operatie algebricd
binard pe multimea M. Elementul ¢(x, y) € M se numeste
compusul lui x cu y prin ¢ (in aceastd ordine!).
M se numeste multimea suport a operatiei @.

Multimea M inzestratd cu operatia ¢ se noteaza (M, o).

in locul notatiei functionale incomode ¢(x, y), de obicei se fo-
loseste fie notatia aditiva x + y, fie notatia multiplicativa x -y sau xy.

In notatia aditivd, elementul x + y se numeste suma lui x cu
y, iar legea de compozitie se numeste adunare. Elementele x, y
se numesc fermenii sumei x + .

Cum actioneazd o operatie?

1) Pentru a, b € N*, notaim cu a v b
c.m.m.d.c. al lui a si b. Pe N* definim
operatia (a, b) > a v b.

a) Calculati 18 v 12, (18 v 12) v 15 si
18 v (12 v 15).
b)Aratatica lva=1siava=a,Vac N".

2) Fie M = N". Daca a, b € M, notam
cua Abcmmm.c. al lui a si b. Pe M se
obtine legea de compozitie (internd)

M <X M— M, (a, b) > anb.

a) Calculati 18 A 12, (18 A 12) A 15,
18 A (12 A 15).

b)Aratatici l Aa=asiarna=a,Vae M.
¢) Verificati ca

(18 v 12)-(18 A 12) = 18- 12.

3) Pentru a, b € Z definim
a+b+|a—b| a+b—|a—b|
_ aobzf.
a) Calculati 405; 504; 3%4; 4%3.

b) Aratati cd a*b=max{a, b} si
aob=min{a, b}.

c) Aratati cd ax*(boc)=(axb)o(ax*c).

axb=

o -



In notatia multiplicativd, elementul xy se numeste produsul
lui x cu y, iar legea de compozitie ¢ se numeste inmultire.
Elementele x, y se numesc factorii produsului xy.

Uneori, obligati de traditie sau din necesitatea de a folosi
simultan mai multe legi de compozitie, utilizam notatii ca:
Xoy,X*¥y, XAy, xvy,x Ly, xTy, x@yetc.

Expresia x * y se citeste ,,x compus cu y* (sau ,,x stea y*) si
reprezinta rezultatul actiunii operatiei ,,*“ asupra cuplului (x, y).

LrEMOLE
2) Adunarea si inmultirea matricelor pdtratice de ordin n

asociaza fiecarei perechi ordonate (4, B) de matrice din ./ (R)
suma 4 + B € .4 (R), respectiv produsul 4B € ./ (R).

3) Compunerea functiilor

Fie A o multime nevida si #(4)={f |/: 4 — A, f functie}.
Daca f, g € F(A), functia fog:A4—> A4, g f
definita prin (f o g)(x) = f(g(x)), se numeste A > A——4

~_ 7

compusa lui f cu g (in aceasta ordine). fog

... de legi de compozitie.

1) Adunarea si inmultirea numerelor naturale
asociaza fiecarei perechi ordonate de numere naturale
(x, ¥) suma lor x + y, respectiv produsul lor xy.

Fie M = {a,, a,, ..., a,} o multime finitd cu n elemente.
Actiunea unei legi de compozitie ¢ pe M poate fi descrisa prin
tabla Cayley a operatiei ¢. Cand n este suficient de mic, tabla
operatiei constituie un instrument eficace de studiu.

Cayley Arthur (1821-1895), matematician englez, profesor
la Cambridge, cercetator in domeniul teoriei matricelor si deter-
minantilor; a introdus calculul simbolic, teoria grupurilor, ecuatii
diferentiale, astronomia sferica ....

Tabla operatiei ¢ (tabla lui Cayley) pe multimea M este un
tabel cu linii si coloane corespunzatoare elementelor multimii M.
La intersectia liniei a, cu coloana a, din tabla lui Cayley se afla
compusul lui g, cu a, prin operatia ¢.

ola a ...a; ..a, In notatie multiplicativd avem:
al : o al e aj cen an
a, : @l aa - oaa; - aa,
77 ERRRERYS (p(ai 5 aj) a,| aa aa; aa,
a” an an al anq ;o an an

e

4) Fie A= {1, 2, 3,4, 5}. Notam cu M
multimea tuturor submultimilor lui 4
(inclusiv cea vidd) M= {X| X < 4}

a) Cate elemente are multimea M?

b) Considerand pe M legile de compozitie
MxM-—>M(X,Y)—>XUY si
MxM—->M (X, Y)>XNY,
calculati XU Y, XN Y, XN (YU 2) si
XNru&nz daca X= {1, 2},
Y=1{2,3,4}si Z= {5, 3}.

c)Aratati cad UX=X, ANX=X,VXE M.

5) Fie .4 = {X | X ¢ 4} multimea
submultimilor lui 4 = {1, 2, 3,4, 5}. Daca
X, Y e M, fie XAY =(X\Y)U(Y'\ X)
(diferenta simetricd a lui X si Y).
Consideram pe M legea de compozitie
MxM—->MX,Y)>XAY
a) Calculati X A Y si X A X, daca
X={1,2,3,5}si Y=1{2,3, 4}.

b) Pentru multimile X si Y definite la
punctul a) calculati (XUY)\(XNY).

¢) Demonstrati ca

VXeEM OAX=XsiXAX=0.

d) Aratati ca VX, Y€ M.
(X\NHUX\X)=(XUY)\(XNY).

6) Construiti tabla legii de compozitie
¢©:MxM—> M, unde M = {a, b, c},
o((a, @) = a; ¢((a, b)) = b, ¢((a, ) = ¢;
@((b, a)) = b; @((b, D)) = c; 9((b, ©)) = a;
o((c, @) = ¢ o((c, b)) = a; ¢((c, ©)) = b.

7) Construiti tabla legii de compozitie
O:MXM—>M, (p(x,y):|x—y , unde
M={0,1,2,3}.

8) Fie M = {J, X, Z, Y} multimea
partilor lui 4 = {1, 2}, unde X = {1},
Y=1{2},Z={1, 2}.

Completati tablele legilor de
compozitie ,,U“, ,,N*“ si ,,A“ (reuniunea,
intersectia si diferenta simetrica).




£ REMPLY

@ 1 2 i n
/ _[f(l) fQ) o fO) . f(n)j'

Evident, f este functie bijectivd daca si numai dacd in a doua
linie apare o singurd datd fiecare dintre numerele 1, 2, ..., n.
Pentru 4 = {1, 2}, multimea 7 (A)={ ¢ | ¢ : 4 — 4}
este formata din elementele:

(12 (12) (12), (12
e_£1 2j’f_[2 1)’g_(1 1]’ _(2 2]'
e

Tabla operatiei de compunere a func-
tiilor din 7 (4) este prezentata alaturat.

De exemplu, foh=g, pentru ca
(fem)=1=g() si (foh)2)=1=g(2).
In tabla, la intersectia liniei lui f cu
coloana lui /4 apare functia g.

Fiene N*si4={1,2, .., n}. O functie f: A — 4 poate
fi descrisa in acest caz printr-un tabel cu doua linii:

Parte stabila. Lege de compozitie indusa.

Definitie. Fie M o multime si ,,*“ o lege de compozitie pe M.
O submultime nevidda H a lui M se numeste parte stabild in
raport cu legea de compozitie ,,** daca:
Vx,ye H= x*xye H.

Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de
compozitie ,,*“, atunci restrictia lui ,,*“ la H X H ia valori 1n
H. Putem defini pe H o lege de compozitie pe care o vom nota
tot cu ,,*“, desi este numai restrictia operatiei ,,*“ de pe G.
Este de dorit sd nu facem confuzia intre operatia ,,** de pe G si
cea de pe H, desi folosim aceeasi notatie.

L rEMpLE

adunare a numerelor intregi.

e

Recunoasterea (identificarea) unor
pdrti stabile in raport cu o lege de
compozitie.

<=5
9) Fie H =
0 b

Aratati ca H este o parte stabila a lui
~A((R) in raport cu operatia de inmultire
a matricelor.

a,beR, abzl}.

10) Fie multimile 4 = {1, 2, 3},
HA)={ ffunctie | f: 4 — A} si
H={fe A4)|f(3)=3}.

Aratati ca H este o parte stabild a lui
J(A) in raport cu operatia de compunere
a functiilor. Cate elemente are H ?

11) Aratati ca intervalul H=[0, 1] este
o parte stabila a lui R in raport cu
operatia de Tnmultire a numerelor reale.

12) Determinati submultimile finite H
ale lui R stabile in raport cu inmultirea
numerelor reale.

13) Aratati ca H= {1, i, -1, —i} este o
parte stabild a lui C in raport cu operatia
de inmultire a numerelor complexe.

1) Multimea 2Z = {2q | ¢ € Z} a numerelor intregi pare este stabild in raport cu operatia de

2)Fied={1,2,..,n}si 7, = {f|f: 4> A}.Fie H= { f€ F(4)|f(n) = n}. Altfel spus, H este
multimea functiilor f': 4 — A4 care fixeazd pe n. Atunci H este o parte stabila a lui 4 (4) in raport cu operatia

de compunere a functiilor.

Intr-adevir, daci f, g € H, atunci £ (n) = n si g(n) = n. Rezulti ca (fog)(n)= f(g(n))=n, deci fogeH.

b
3) Multimea H = {[g J la,b,ce IR} este parte stabild a lui . #(R) fata de adunarea si inmultirea matricelor.
c

Intr-adevar, fie 4, 4'eH , A4 :(g

c 0 ¢

! !

cc

b a b a+d b+l ad ab +bc
LA = ;atunci A+A4 = 0 eH, A4 = 0 eH

c+c

4) Intervalele reale (0, o) si [0, o) sunt parti stabile ale lui R inzestrate cu operatiile de adunare si

. . 1 . s . <
inmultire. Intervalul [E, oo) este stabil la adunare dar nu este stabil la inmultire pentru ca

7

11 1
5'59{5’“’)-



preéLisr @ 1. Pe multimea M= {0, 1, 2, 3, 4} se

—— defineste legea de compozitie
O:MXxXM—> M, (p(x,y):|x—y|.

p ko PNE Alcatuiti tabla operatiei .

def
@ 2. Fie pe R operatia ,,*“, x*y=x+y+xy.

Aratati ca intervalul H = [-1, o) este o parte
stabild a lui R in raport cu legea de compozitie ,,* .

@ 3. Pe N se definesc legile ,,v* si ,,A“ prin
av b=cmm.d.c.{a, b} sia A b=cmmm.c.{a, b},
Y a, be N.

Aridtati cd H= {d € N | d divide 12} este o parte
stabild a lui N in raport cu legile ,,v* si ,,A“ si alcatuiti
tablele operatiilor induse pe H.

@ 4. Ardtati ci multimea2Z + 1= {2g+ 1 | g€ Z}

a numerelor impare este stabild in raport cu operatia
de Tnmultire a numerelor intregi.

@ 5 Fie.ucz)=l*
. rie A, = e 3d

Aritati cd ./ (3Z) este o parte stabild a lui . #(Z)
in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

a, b, c,deZ}.

@ 6. Pe R se defineste legea de compozitie ,,*“
prinx * y=xy—2x-2y+ A, Vx,y€ R, unde A este
un parametru real.

Determinati A astfel incat intervalul H = (2, «) sa
fie parte stabila a lui R in raport cu ,,**.

@ 7.Fie A:R\{g,—@}, F(A)={f|f:A—>4
x+/3

Sfis Sy € T (A, f,@) = 3 S0 =7
x—3
= R.
STy S

Aratati ca H= {f,, f,, /;} este parte stabila in raport
cu operatia de compunere a functiilor. Alcatuiti tabla
operatiei induse pe H.

o a b 2 2
@ 8. Aratati ca H= a,beQ,a -2b =1
2b a

este o parte stabild a lui .#,(Q) in raport cu operatia
de Tnmultire a matricelor.

@ 9. Fie H o multime cu trei numere complexe
distincte si nenule.

Determinati elementele lui A stiind ca aceasta este
o parte stabila a lui C in raport cu inmultirea
numerelor complexe. Generalizare.

@ 10.Fie H={xe N|existia,be Nai x=a*+5}.
Este H o parte stabila a lui N in raport cu inmultirea?

coso.  —sina
@ 11.Fie G={[ J|ocelR}.

sina.  cosa

Aratati c¢d G este parte stabild a lui . #,(R) in raport
cu operatia de Tnmultire a matricelor.

@ 12. Fie multimea cu trei elemente M = {a, b, c}.
a) Cate legi de compozitie se pot defini pe M ?

b) Cate dintre acestea admit ca parte stabild pe

H = {a, b}? Generalizare.

@8 13. Fie 4 o multime si 7(4) = { f|f: 4 — A}.
Aratati ca urmatoarele submultimi ale lui .7 (4) sunt
stabile 1n raport cu operatia de compunere a functiilor.
a)H = {f€ F(A) | finjectiva} ;
b) H,= { f€ F(A) | fsurjectiva} ;
©)H,={f€ F(4)|f bijectiva}.
Cand 4 = {1, 2, 3}, enumerati elementele lui H,
si alcatuiti tabla operatiei induse.

@ 14.FieH={4€ MR)|A"=A4"}.
Aratati cd H este o parte stabild in raport cu
inmultirea matricelor.

@ 15 Fie H= {4 € M(R)|detd = 1}.
Ardtati ca H este o parte stabild a lui ./#(R) in
raport cu operatia de inmultire a matricelor.

@ 16.Fie H={zeC||z=1}.

a) Aratati cd H este o parte stabild a lui C in raport
cu operatia de inmultire a numerelor complexe.

b) Reprezentati intr-un plan % raportat la un reper
cartezian xOy numerele din H.

@ 17. Fie multimea M = (0, +o0)\{1} si legea de
compozitie definita astfel x * y = ™,

Aratati ca M este o parte stabild a lui R in raport
cu legea ,,*”.



Proprietati ale legilor de compozitie

Notiunea de lege de compozitie, asa cum a fost introdusa in paragraful precedent, prezintd un mare grad
de generalitate. In definitia unei legi de compozitie se ignord atat natura elementelor multimii suport, cat si
modul efectiv in care actioneazd operatia. Singura restrictie care s-a pus a fost ca la orice pereche ordonata
(x, v) de elemente sa se asocieze un element si numai unul. Din acest motiv, pe o multime suport se pot
defini foarte multe legi de compozitie, in majoritatea lor neinteresante. Astfel, dacd multimea suport are doar
3 elemente, atunci se pot defini 3° = 19 683 legi de compozitie. Din aceasta cauza, studiul legilor de compozitie
bazat doar pe definitia lor este foarte sarac in rezultate. S-a dovedit utila ideea de a studia legi de compozitie
cu anumite proprietati care, Tn multe cazuri concrete (operatii cu numere, operatii cu matrice etc.), s-au
folosit in efectuarea calculului algebric si in stabilirea unor rezultate remarcabile, importante din punct de

vedere teoretic si practic.

¢ Asociativitate.

Fie M o multime nevid inzestratd cu o lege de compozitie ,,* .
Pentru a compune trei elemente x, y si z, in aceastd ordine, trebuie
sd mai precizam (prin paranteze) ordinea in care se efectueaza
compunerea: (x*y)*z sau x*(y*z).

Prezenta parantezelor in expresia (x*y)*z indica
urmatoarea succesiune de calcule: se afla mai intai compusul
lui x cu y si apoi acesta se compune (la dreapta!) cu z.

x —> X *y
y—>

> (%)) 2

z N
rd

Prezenta parantezelor in expresia x*(y*z) impune si aflam

mai intdi y*ze M si sa-1 compunem apoi (la stanga!) cu x.
X

y—s) y*z x4

z —3

Vom studia in continuare doar legi de compozitie cu
proprietatea ca (x* y)*z=x*(y*z),Vx,y,zeM.
In acest sens, introducem urmatoarea notiune:

Definitie. O lege de compozitie ,, * “ se numeste asociativd daca:
(x*y)kz=x*(y*z),Vx,y,zeM.

LrEMFLE 1) Adunarea si inmultirea numerelor reale sunt legi

de compozitie asociative, pentru caV x, y, z€ R :
(x+y)+tz=x+(+2z)si(x)z=x(2).
2) Adunarea si Inmultirea matricelor patratice cu elemente

reale sunt asociative, pentru ca V 4, B, C € ./ (R):
(A+B)+C=A4A+B+C), (AB)C = A(BC).
3) Compunerea pe multimea 7 (4) a functiilor f: 4 — A este
asociativa, pentru ca Vf, g, heF(A), (fog)oh=fo(goh).

4) Operatia de scadere pe multimea Z nu este asociativa.
Exemplu, 3-7)-1=3-(7-1).

Identificarea unor proprietdti ale
legilor de comporzitie.

1) Pe R se defineste legea de compozitie
H¥Cprinx *k y=xy—x—-y+2,Vx,ye R

Calculati (x * y) * zsix *x (y * z) si
deduceti ca legea de compozitie ,,*“ este
asociativa.

2) Pe C se defineste legea de compozitie
HS¥Cprinu x v=uv+i(u+v)—1-1,
Yuve C.

Calculati (u*v)*w si u*(v+w). Aratati
ca legea de compozitie ,,*“ este asociativa.

3) Pe intervalul M = (0, o) definim
legea de compozitie ,,** prin
X x y=¢™v 7 x y e M, unde e este
baza logaritmilor naturali. Aratati ca
legea de compozitie ,,*“ este asociativa.

4) Fie legile de compozitie asociative
»T¢ si,, 1 definite pe multimile M,
respectiv N. Pe M X N definim legea de
compozitie ,,*“ prin
(x,»)*(x", y") Glif(xTx', y1y"). Aratati ca
legea de compozitie ,,** este asociativa.

5) Pe Z x dIl? definim operatia ,,**,
(x.)* (&', Y) = (x4 2, ).

Aratati cd ,,x“ este asociativa.

6) Pe ./ (R) definim operatia ,,* “ prin
A*BE AB-BA, VA, Be M(R)-

a) Aratati ca ,,*“ nu este asociativa.

b) Ardtatica 4 * 4= 0, si

(A*B)xC + (BxC)*xA4 + (CxA)*xB = O,,
V A4, B, Ce JM(R).
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Aplicatie. Produse si sume iterate. Puteri si multipli.

Sa considerdam o multime M inzestratd cu o lege de compozitie in notatie multiplicativd. Vom da o
semnificatie pentru produsul x x,...x al elementelor x,, x,, ..., x, din M.

Cand n = 2, xx, este compusul lui x, cu x, ; cand n = 3 definim xx,x, = (xx,)x,; cand n = 4, definim
xxx.x, = (xxx)x, = ((xx,)x,)x, s.am.d. )
) ) X, dacan=1
Asadar, x x,...x se defineste recurent prin xx,...x, = 5 .
(x,x,..x, )x, dacd n>1

Pentru n > 2, produsul iterat x x,...x, se obtine in n — 1 pasi, adica prin n — 1 inmultiri.

Se foloseste si notatia x,x,...x, =Hx,. (se citeste ,,produs de x, pentru i de la 1 la n®).
i=1

X daca n=1

B

Cu aceasta notatie avem: X, =< 5 .
Hx,. x, daca n>1

i=1

Teorema. Daca legea de compozitie (notatd multiplicativ) este asociativa, atunci

= * gi
(cxx )X e X, )= XXX, Y mon€ N*¥six,x, .., x

, € M. Cu alte notatii, ﬁx,. H X, |= Hx,. .

i=1 i=m+1 i=1

Demonstratie. Fixam pe m si demonstram prin inductie matematica dupa n.
Pentru n = 1, (xx,..x )x , = xx,..x x , conform definitiei produsului iterat.

m’" m+1 172 m mtl H
Presupunem cd n > 1 si cd afirmatia din enunt este adevarata pentru n — 1. Avem

m+n m+n—1

m m m
[Tx || ITx = TTx || T1 % ] |=| | T
i=l i=l i=l

i=m+1 i=m+1

m+n-1 m+n-1 m+n

IIxi xm+n: IIxi xm+n:||xi..
i=1 i=1

i=m+1

In particular, daca x, = x, = ... = x, = a € M, atunci produsul ga...a se noteazd cu a”" (putere a lui a cu
n —

n factori

exponent natural n > 0). Conform teoremei predecente, avem: | a"a" = a™"| ,¥ m, n € N".

Cei familiarizati cu descrierea algoritmilor in pseudocod pot constata ca produsul iterat p = aa,.a se
n

calculeaza conform organigramei urmatoare, care foloseste structura while—do.

In limbaj aditiv: daci legea de compozitie este notata aditiv, suma

1ot &
X +X,+..tXx, = in (se citeste ,,suma de x, pentru i de la 1 la n*)
i=1
X, dacan=1

|READ a, a,, ..a

n

n
se defineste recurent prin Zx,. =<2 5 .
p Zx,. +x,,daca n>1
i=1

Daca operatia este asociativd, atunci

m+n m+n

mx,+ x=>x |,Vm, neN".
Z i i i
i=1

i=m+1 i=1

In particular, dacd x, =x, = ... =x, = a € M, suma
a+a+..+a se noteazd cu na (multiplu de a) si avem:
—_— ’

n termeni

ma+na=m+n)a| ,V mne N*
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¢ Comutativitate.

Asa cum s-a observat, proprietatea de asociativitate simplifica
calculul algebric. Un plus de suplete este oferit de operatii care
au proprietatea ca rezultatul compunerii oricaror doud elemente
nu depinde de ordinea in care sunt considerate.

Definitie. O lege de compozitie M X M — M, (x, y)F—> x*y
se numeste comutativd daca x*y=y*x,Vx,yeM.

EXEMPEY Adunarea si inmultirea numerelor reale (sau complexe)
@ sunt legi de compozitie comutative:
Vx,ye Rx+y=y+x; Vx,ye C,x+ty=y+x.
Vx,ye Rx-y=y-x; Vx,yeC,x-y=y-x
Daca o operatie este comutativa, . Xeoeens yeenn
atunci tabla operatiei este simetrica in
raport cu diagonala principala; adica
elementul xy de la intersectia liniei lui x
cu coloana lui y trebuie sa fie egal cu : :
elementul yx de la intersectia liniei lui Y [------ )7 »
cu coloana lui x, oricare ar fi x, y € M.
Numeroase legi de compozitie se introduc cu ajutorul altora
deja cunoscute. Aceste operatii pot prelua unele proprietati de
la cele de plecare prin ,,mecanismul* dat chiar de definitia lor.
Astfel, comutativitatea adundrii matricelor din . #,(R) este o con-
secinta a proprietatii de comutativitate a adunarii numerelor reale.

T = = all a12 bll b12
Intr-adevar, dacd 4, B € M (R), A= , B= ,
4 a by

21 22 b
atunci A+B:£all a12j+[bll ble:(all—'—bll a12+b12]:
a21 a22 b21 b22 a21 + b21 a22 + b22
b,+a, b,+a b, b a, a
:£ 11 11 12 12 — 11 12 + 11 12 :B+A )
b21 + a21 b22 + a22 b21 b22 a 21 a22
Sa observdm cd inmultirea matricelor din .#,(R) nu este

comutativa, cu toate cd inmultirea numerelor reale este
comutativa. Pentru a sustine aceastd afirmatie, trebuie sa aratam

ca avem cel putin un (contra)exemplu.
56) (19 22
7 8) (43 50

i 12 56 12
A= ,B: , A-B= .
3 4 7 8 3 4

: 5 6)(1 2 23 34
si B-4A= . = , deci AB#BA.
7 8)\3 4 31 46

Proprietate. Fie ,,x“ operatie pe M si H parte stabila a lui M
in raport cu ,,*“. Operatia ,,*“ induce o operatie pe H. Daca
,» % este asociativa (respectiv comutativd) pe M, atunci ,,*“
este asociativa (respectiv comutativd) pe H.

Demonstratie. Dacd x,y,z€ Hsi Hc M, atuncix, y, z€ M si,
ca urmare, (x*y)*xz=xx*(y* z)
Daca ,,*“ este comutativd pe M, atunci ,,*“ este comutativa
sipe H. m
11

e

7) Verificati daca operatia de com-
punere a functiilor de tipul f:{1, 2} —{1, 2},
este comutativa. Folositi tabla operatiei.

Indicatie.
Functiile de tipul din enunt sunt

AL e )

Tabla operatiei este

1 a
8) Fie matricele 4, = [0 1), ace R

Aratati ca AaAﬂ = AMB, Yo pe R

Deduceti ca multimea M= {4 lae R}
este o parte stabild a lui ///2 (R) in raport
cu inmultirea matricelor.

Aratati ca operatia indusa pe M de
inmultirea matricelor este comutativa.

9) Pe R se defineste legea de
compozitie ,,** prin
x*yd;fxy+2ax+by, Y x, y € R, unde
a, b sunt parametrii reali.

Aratati ca legea de compozitie ,,*“ este
comutativa dacd si numai dacd b = 2a.

10) Pe multimea M este definita o lege
de compozitie asociativa si comutativa.

Aratati ca oricare ar fi X, X, X € M
si oricare ar fi functia bijectiva

c:{l,2,3 —>{l,2,3} avem

X ¥o2)Xoz) = X 1%X2%5 -

11) Fie legile de compozitie
comutative ,,T“ si ,,L“ definite pe
multimile M, respectiv N. Pe M x N
definim legea de compozitie ,,*“ prin
(6, ) (L ) STy L)

Aratati ca legea de compozitie ,,*“

este comutativa.

12) Pe Z x R definim legea de compo-
zitie %< prin (x, »)* (', ) 2 (', y+ ).

Aratati ca legea de compozitie ,,**
este comutativa.

S —



¢ Element neutru. Elemente simetrizabile.

£ REMPLY

i

- 00 1 0
In . #(R), matricele O, :(0 Oj si 1, =(0 J au proprietatile:

0 0 a, a, 0+a,
0,+4= + =
0 0 a, a, 0+a,,

1 0\aq, a a, a
12A=£ J[ ! lzjzAzAlz,vAz( " ‘zje,/l/z(lR).

0 1)\a ay, ay Ay
Asadar, pentru operatiile prezentate mai sus, am reusit sa

precizam cate un element In multimea suport a operatiei care are
efect nul la compunere cu oricare element din multimea suport.

Numarul 0 are proprietatea 0 + x=x+0=x,Vx € R.
Numarul 1 are proprietatea | -x=x-1=x,Vx€ R.

0+a
Pl=4=4+0, ;i
0+a,, ’

Definitie. Un element e € M se numeste element neutru
pentru legea de compozitie ,,**, daca Vxe M e*x=x*e=x.

Teorema. Daca o lege de compozitie admite element neutru,
atunci acesta este unic.

Demonstratie.

Fie e si ¢ doua elemente neutre pentru o lege de compozitie
M X M—> M, (x,y)>x*y.Avem e*e' =¢' pentru ca e este
element neutru. De asemenea, e*e =e pentru ci si e’ este
element neutru. Rezultd cd e=e'. m

Daca o operatie pe M este notata aditiv si admite element
neutru, acesta se numeste elementul zero si se noteaza de regula
cul. AvemO0+x=x+0=x,Vxe M.

Cand operatia se noteazd multiplicativ, elementul neutru,
daca existd, se noteazd de reguld cu 1 si se numeste elementul
unitate. Vom avea 1 -x=x-1=x,Vx& M.

In unele situatii se folosesc notatii specifice pentru elementul
neutru: / pentru inmultirea matricelor patratice de ordin n, 1,
pentru operatia de compunere a functiilor f: A — A etc.

LrEMrLE 1) Fie A o multime nevida. Functia identica a lui 4,

1,:4—> A4, 1,(x) = x este elementul neutru al operatiei
de compunere pe multimea 7 (4) = { f | f: 4 —> A}
pentru cd 1,0 f = fol, =f, VfeF(A4).

1 0
2) Matricea I, = [0 J este elementul neutru al operatiei de

inmultire a matricelor din . #(R) pentru ca A=Al =A,Y A€ M(R).

3) Operatia indusa de inmultirea numerelor intregi pe
submultimea 2Z = {2¢ | ¢ € Z} nu admite element neutru.

12

e

13) Fie urmatoarele legi de compozitie:

ola By de
oalea d Py
PlaPyde
Y10y aepP
0| Bdeya
elyepPadd

Pentru fiecare lege de compozitie specificati
care este elementul neutru.

14) Precizati dacd urmatoarele legi de
compozitie sunt bine definite pe multimile
indicate si, in acest caz, determinati
elementul neutru (daca exista):

_ Xy )
a) x*y_zxy_x_y_,’_l pe (Oa 1)7

b) x * y =xy — 4x — 4y + 20 pe (4, »);

_ 4xy+3 3).
O XY = T Ay+a pe( . Ej’

d)x * y=x* pe R.

Indicatie.
a) Aratam ca operatia este bine definita:
Fie x, y € (0, 1).
Xy Xy

2xy—x—y+1: 1 1), 1°

2(" 2)@ 2)+2

1 1

Avem: 2 x—=|[ y—=

vem ‘2(x 2)( 2)
. 1 1 1

§l 2()(?—5)( —§j+§>0.

Xy
=———>0.
EY 2xy—x—y+1>

Xy

Ca urmare,

In plus, x*y = m <1 pentru

caxy—x—-y+1>0.
Determinarea elementului neutru:
Vxe(0,1), avem:
xe

Xke=x, —— =
> 2xe—x—e+1

2¢ — 1 =x(2e — 1). Rezulta ezée(O, ).

Analog, dacd Vxe(0,1), e * x = x,

atunci obtinem e :% .

I —



Definitie. Fie M o multime nevida inzestratd cu o lege de
compozitie ,,*“ asociativa si cu element neutru e.

Spunem ca un element x € M este simetrizabil in raport cu
legea de compozitie ,,*“ (asociativa si cu element neutru), daca
existd X' € M astfel incat x'* x =x*x"=e. Elementul x’ cu aceasta
proprietate se numeste simetricul (inversul sau opusul) Iui x.

Proprietate. Daca un element este simetrizabil, atunci admite
un unic element simetric.

Demonstratie. Fie x', x" € M care verifica aceeasi proprietate:
x'xx=x*x'=e si x"*x=x%*x"=e. Avem
X'=x"*e=x"#(x*x)=(x"*x)*x'=exx'=x". m

In notatie multiplicativa simetricul lui x, daci existi, se noteaza
x!si se numeste inversul lui x, x'x = xx! = 1; in notatie aditiva
se noteaza —x si se numeste opusul lui x, (—x) + x =x + (—x) = 0.

Observatie. Daca operatia ,,*“ pe multimea M nu este aso-
ciativa atunci este posibil ca sd existe un element x € M, care are
un element simetrizabil la stdnga x’ si alt element simetrizabil x".

In acest caz: (x'*x)*x"=e*x"=x", x'*(x*x")=x"*e=x",
dar (x"*x)*x"#x"*(x*x") operatia ,,*“ nefiind asociativa.

Observatie. Elementul neutru e are simetricul tot e, e*e=e.
In notatie multiplicativa avem 1-' = 1.
In notatie aditivd avem —0 = 0.

EEEMPLY

i

31
Matricea 4= [1 J este simetrizabila (inversabild)

in raport cu operatia de inmultire a matricelor din . /,(R).

11
intr-adevar, det(4) = 2 # 0. Atunci exista 4" = 21 32 e U(R).
sy 3 1oy C 22
Avem A4™' = 2 2 —1,=4"4
1y 13| Lo

2 2

e

15) Fie urmatoarele legi de compozitie
definite cu ajutorul tabelelor:

Pentru fiecare dintre aceste legi de
compozitie, scrieti care este elementul
neutru si apoi scrieti care este simetricul
fiecarui element.

16) Folositi tabla compunerii functiilor

A G el )

pentru a arata ca functiile e si f sunt
simetrizabile.

o

17) Studiati existenta elementelor
simetrizabile pentru urmatoarele legi de
compozitie:

Teorema. Dacd x, y € M sunt simetrizabile in raport cu o
lege de compozitie ,,*“ (asociativa si cu element neutru), atunci
x*y si x' sunt simetrizabile. In plus avem:

o

(D (xxy) =y"*x" |;

a) xxy= 2xy_xy pe (0, 1);

x—y+1

In scriere multiplicativa (1) si (2) devin (xy)' = y'x!,
(x'y! = x, iar in cea aditiva —(x + y) = (-p) + (-x), —(-x) = x .

Demonstratie. Avem: (y' *x")*(x*y)=y *(x"*(x*y))=
=)' *((x'*x)*y)=)'*(e*xy)=)y'*y=e si analog
(x*y)*(y'*x")=e. Rezultd ca x*y este simetrizabil si deci
(x*y) =y"#*x". Din x'*x=x*x"=e, rezultd ca x' este
simetrizabil si (x')'=x.m

13

¢) xty=——TI+3
Y axvdyra?P

b)x * y =xy - dx — 4y + 20 pe (4, ©);
e[ o0, -2,
o 2 b
d)yx * y=x}ypeR;
e) x * y=x" pe (0; o0);
f) x * y = e pe (0; ).
Indicatie.
a) Vxe(0,1), avem: x*x' =e,
xx' 1
2xx' —x—-x"+1 2

Analog, X" * x=¢,x'=1-x¢€ (0, 1).

xX'=1-x¢€ (0, 1).

o -



Exercitii rezolvate. o

1) Pe multimea Z definim legea de compozitie ,,o* prin xoy=x+y—xy, numitd compunerea circulard.
Sa verificam ca legea de compozitie , o este asociativd, comutativa, are element neutru si sd determindm
elementele simetrizabile.

Solutie. Pentrux, y,z€ Z, (xoy)oz=(x+y—xy)oz=x+y—xy+z—(x+y—xy)z=X+y+z—Xy—X2—yz+X)Z
si xo(yoz)=xo(y+z—yz)=x+y+z—yz—x(y+z—yz)=x+y+z—yz—xy—xz+xyz, de unde
(xoy)oz=xo(yoz). De asemenea, xocy=x+y—xy=y+x—yx=yox,Vux,ye€ Z In concluzie, operatia
o  este asociativa si comutativa. Daca e € Z este element neutru pentru ,,0”, atunci x =eox=e+x—ex, VxeZ,
de unde e = ex. Luand x = 0, obtinem e=0. Cum Qox=0+x—-0-x=x= x00,V x € Z, rezultd cd e = 0 este
elementul neutru. Dacd a € Z este simetrizabil, atunci existd x € Z astfel incidt aox =0, ceea ce revine la
(a — 1)x = a. Aceasta ecuatie admite solutie in Z numai pentru ¢ = 0 sau a = 2 si gdsim x = 0, respectiv x = 2.
Conchidem ca elementele simetrizabile in raport cu ,,°” sunt 0 si 2 si avem 0’ = 0, 2’ = 2.

b
2) Fie K = {[z J la, be IR} < M,(R) . S verificam ca:
a

a) multimea K este o parte stabild a lui .#,(R) in raport cu adunarea si inmultirea matricelor ;
b) operatiile induse pe K de adunarea si inmultirea matricelor sunt asociative si comutative.
) ) [a —bj , (a a+d —(b+b')} , (aa'—bb' —(ab'+ba')j
Solutie. a) Fie A= A= AA =
’ b a 4 b+b  a+d ab'+ba'  ad' -bb'
In concluzie, 4 + A’ si A4’ sunt elemente din K.

b) Cum adunarea matricelor din .#(R) este asociativd si comutativa, atunci si adunarea indusd pe K este
asociativa si comutativa. De asemenea, Tnmultirea matricelor din K este asociativd pentru ca inmultirea
matricelor din . #(R) este asociativd. Cu toate cd inmultirea din .#(R) nu este comutativa, operatia indusa

ad —bb' —ab'-bd\ (da-bb -dab-ba 'y
ab' +bd  ad —b¥ j_(a'b+b'a da-bb ]_ ‘

!

o
, j din K. Avem A+A':(
a

de aceasta pe K este comutativa pentru ca AA'=[

a 2b
3) Fie G= {Lb J la, beQ, a* —2b* = 0} . Sd ardtdm cd G este o parte stabild a lui .4 (Q) in raport cu
a

operatia de Tnmultire a matricelor si ca orice matrice 4 € G este inversabild in raport cu operatia indusa.
Lo a 2b c 2d) . ac+2bd 2(bc+ad) u 2v
Solutie. Fie A= , B= din G. Avem AB= = , unde
b a d c bc+ad  ac+2bd vV ou
u=ac+2bde Q,v=>bc+ade Q; u*—-2v*=det(4B) = detd - detB = (a* — 2b*)(c* — 2d°) si a*> — 2b* # 0,

1 0
= 2d* # 0; rezulta ca u?> — 2v* # 0, deci AB € G. Sa observam ca 1, = (O J € G, deci operatia indusa pe

2y

a
G admite pe /, ca element neutru. Mai raméne sa aratam caV 4= {b je G,34 :(
a y X

JEG cu AA=A44'=1,.

. (ax+2by 2(bx+ay) 10 oL . L ax+2by=1 .
Cum A4’ = =1, = , rezultd ca x si y verifica sistemul . Matricea
bx+ay  ax+2by 0 1 bx+ay=0
sistemului este 4 si det(4) = a*> — 2b* # 0. Aplicand regula lui Cramer, gasim x = 2L2b2 €Q, y= 2_—2192 €Q;
2 2 a — a —
cum x> -2y’ = @ =20 _ ! #0,avem A €G . Se constatd ca matricea A" astfel determinatd verifica

(@*=2b*)Y o =20’
si egalitatea A'A=1,, deci A’ este inversa lui 4 (in G).
Remarci. Se putea proceda si astfel: din det4 # 0 rezultd ca A este inversabila in . #,(Q). Calculand 4™
se constatd cd A' € G siatunci 4" = AL
14
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@ 1. Pe R se defineste legea de compo-
zitie , %« (x, y)>x*y=xy+ax+by.

Determinati a, b € R astfel incat opera-
tia ,,*“ sa fie comutativa si asociativa.

2

propviE
@ 2. Fie M = (0, ). Studiati proprietatile legii de
compozitie ,,*“  definita pe M prin:
MxM—>M,(x, y)>xxy=x"".

® 3. Pe ./ (R) se defineste legea de compozitie
,*¥“ prin AxB=AB+BA, VA, Be ,(R).
Studiati proprietatile acestei legi de compozitie.

(13
*
29

@ 4. Pe R se defineste operatia
(x, )P x*xy=xy—x—y—2.
Cercetati existenta elementului neutru.

@ 5. FieM=(-1,1)cR

i) Daci x, y € M, aritati cd =~ e M
+xy
ii) Studiati proprietatile legii de compozitie ,,*“ defi-
. . X+y
kp =
nitd pe M prin MxM — M, (x, y)>x*y Ty

@ 6. Fie M= (0, o) sia, be M. Stabiliti conditiile
pentru ca operatia %, (x, y)>x*y=e" ",
sd fie comutativa si asociativa.
@ 7.Fied=R x R. Pentru orice a € R, fie functia
[, € 7 (A4) definita prin

2
fa(x,y)z(x+ay+%, y+aj, V(x, y)e A=RxR.
FieM={f | ae R}.
i) Aratati ca f, o f, = f,., si demonstrati ca M este o
parte stabild a lui 4 (4) in raport cu compunerea
functiilor.
ii) Aratati ca f° este inversa lui f .
iii) Determinati a € R daca f, o f, = f..

@ 8. Fie M multimea matricelor 4 € ./,(R),
0
A :(0 ZJ ,cua, be R. Aratati ca:

i) VA, BeM = ABe M ;

ii) nu existd £ € M astfel incat EFA=A,V A€ M ;
iii) exista o infinitate de matrice F € M cu AF = A,
VAe M.

@ 9. Pe R se considera legea de compozitie ,*”
definitd prin x*y=xy—7x—-7y+56

a) Sa se verifice ca x*y=(x-7)(y-7)+7, Vx, yeR.
b) Sd se arate ca x*(y*z)=(x*y)*z, Vx, y,zeR.
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c) Sa se rezolve ecuatia 7 *49* =7, xeR.

d) Sa se demonstreze ca multimea G = (7, ) este parte
stabild a lui R in raport cu legea de compozitie .
e) Sa se rezolve inecuatia x*(x—1)*(x-2)<7, xeR.
f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se demon-
streze egalitatea x, *x, *...%x =(x, = 7)x, =7)...(x, =) +7,
VX, X,n X, €R, VneN" .

g) Sa se calculeze 1%2%3% . %2007.

@ 10. Se considera legea de compozitie
xoy=x+y—-4,Vx,yeR.

a) Sa se arate cd (xoy)oz=xo(yoz), Vx,y,zeR.

b) Sa se arate ca e = 4 este elementul neutru 1n raport

E

cu legea de compozitie ,o”.

2

¢) Sa se determine simetricul elementului 5 in raport

2

cu legea de compozitie ,o”.

2

d) Sa se arate cd (-a)ca=—4,VaeR.
e) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se
arate cd xoxoxo..ox=nx—4(n-1),vne N si

%{—/ 5
Vx c IR de n ori
f) Sa se rezolve, iIn multimea numerelor reale, ecua-
tia: xoxo..ox=4.
> %,—/

2007 ori

g) Sa se calculeze

(=2007) o (=2006)c....0 0 c...0 2006 > 2007

@ 11.Fiea, b,ce Z, b # 0. Pe Z definim legea de
compozitie , *“prinx * y=axy+bx+y)+c,Vx,ye Z
a) Aratati ca legea de compozitie ,,*“ este asociativa
daca si numai daca > — b — ac = 0.

b) Cand »* — b — ac = 0, legea de compozitie ,,**
admite element neutru dacd si numai daci b | c.

@ 12. Pe multimea M se defineste legea de com-
pozitie asociativa M xM — M, (x, y) > xy. Aratati:
a) (a")'=d",Yae MsiVm,ne N ;

b) (ab)y'=a'b", Y a, b€ Mcuab =basiV ne N.

@8 13. Pe multimea M avem o lege de compozitie
M x M — M, (x,y) — xy asociativa cu proprietatea
cd existd a € M astfel incat M = {axa | x € M}.

Aratati ca o asemenea lege de compozitie admite
element neutru.

@8 14. Fie M o multime cu trei elemente.
i) Cate legi de compozitie se pot defini pe M ?
ii) Cate dintre acestea sunt comutative ?
iii) Cate admit element neutru ?
Generalizare.



Clase de resturi modulo »n

Tema de sinteza

Fie Z multimea numerelor intregi si n € Z, n > 0.

Conform fteoremei impdrtirii cu rest, pentru orice numar
a € Z exista numerele ¢, r € Z, unic determinate, astfel incat:

a=nq+r,0<r<n.

Numerele g si » din egalitatea precedentd se numesc cdtul,
respectiv restul impartirii lui a prin n. Se mai spune ca r este
redusul modulo n al numarului a € Z si se foloseste notatia
r=a mod n.

LrEmPLE Presupunem ca n = 7
: 1) Daca a = 33, atunci 33 =7 - 4 + 5, deci g = 4 si
r=5. Putem scrie 5 = 33 mod 7.
2) Daca a = -38, atunci -38 = 7 - (-6) + 4, deci
=—-6sir=4=(-38) mod 7.

Resturile posibile la impartirea prinn > 0 sunt 0, 1, 2, ..., n — 1.
Teoria congruentelor elaboratd de Gauss, cunoscuta in zilele
noastre si sub numele de Aritmeticd modulard, reduce calculul
cu numere intregi la calculul cu resturile 0, 1, 2, ..., n — 1 ale
impartirii printr-un numar intreg n > 0 potrivit ales. Preocupari
recente de Aritmeticd modulard au ca obiectiv elaborarea unor
algoritmi eficienti de calcul. In aceastd perspectiva, Aritmetica
modulara este partea unui domeniu modern de matematici aplicate,
cunoscut sub numele de Computer Algebra.

Multimea Z_a claselor de resturi modulo n

Fie n un numar intreg pozitiv. Dacad a € Z folosim notatia a
pentru multimea tuturor numerelor intregi de forma ns + a, cu
s € Z (,,multiplu de n plus a”) numita clasd de resturi modulo n

de reprezentant a. Asadar
def
a={ns+a|lselicZ

in mod explicit, dand lui s succesiv valorile ... -2, -1, 0, 1,
2, ... putem scrie
a={..,-2n+a,—-n+a,a,n+a,2n+a,..}.
L FEmpLE

1) Presupunem ca n = 2. Dacd a = 0, atunci clasa de
resturi modulo 2 este

a=0={s|seZy={..,-4,-2,0,2,4,..}, adici mul-

timea numerelor intregi pare.

Daca a = 1, atunci clasa de resturi modulo 2 este
a=1=0s+1|sezy={..,-3,-1,1,3,5, ...}, adicd multi-

mea numerelor intregi impare.
2) Presupunem ca n = 5. Avem:

3={5s+3|seZ}={.,-7,-2,3,8,13, ...}
b={5s+4|seZy={..,—6,-1,4,9,14, .
={55=T|seZy={..,-17,-12,-7,-2,3, .}
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1) Presupunem cd n = 6. Scrieti
teorema 1mpartirii cu rest pentru urma-
toarele numere intregi:

a) a = 33; d) a = —4;
b) a = 38; e)a=-11;
c)a=17; f) a = -26.

2) Presupunem ca n = 4. Scrieti
teorema Impartirii cu rest pentru urma-
toarele numere intregi:

a) a = 33; d) a = -4;
b) a = 38; e)a=-11;
c)a=17; f) a = -26.

3) Presupunem cd n = 3. Determinati
a, clasa de resturi modulo 3, daca:

a)a=0; d)a=-1;
b)a=1; e) a=-2;
c)a=2. f)a=-3.

4) Presupunem cd n = 4. Determinati
a, clasa de resturi modulo 4, daca:

a)a=0; e)a=-1;
b)a=1; fa=-2;
c)a=2; g)a=-3;
d) a=3; h) a = 4.

5) Presupunem ca n = 5. Determinati
a, clasa de resturi modulo 5, daca:

a)a=0; e)a=4;
b)a=1; fya=-1;
c)a=2; g)a=-7,
d) a = 3; h) a = -3.

6) Aratati ca pentru n = 4:

—~ o~

36;

> DN
S
o> |l

a)
b) ;
c) 2=18.




Teorema 1. Fie n > 0 un numar intreg fixat si a, b € Z.
Avem:

(1) a=b<aebh < n divide pe a — b.

(2) Daca r = a mod n, atunci a=+.

—

(3) Clasele de resturi 0,1,2,...,n—1 sunt distincte.

Demonstratie.

(1) Cum aea, din a=>b rezulta ach.

Reciproc, daca aeB, atunci @ = nt + b cu t € Z. Pentru
xed,x=ns+aavem x=n(s+t)+beb, deci ach. Cum
b=n(-t)+aca, avem si ISQ&, deci a=h.

in fine avem:

acboa=nt+b cute Zsa-b=nt<n|(a-b).

(2) Fiegq, r€ Z astfel incata=nqg +r, 0 < r <n.

Rezulta ca ae#, deci a=7 conform punctului (1)

(3) Daca 7,=# cur,r,€ {0, 1,2, .., n — 1} rezulta ca

n| (r, —r,) si cum |r1—r2 <n,avemr =r,.m
LrEMrLE Presupunem ca n = 5.
@ 1) Avem 27 =12 pentru ca 27 — 12 = 15 se divide prin
n=5. De asemenea —13="7 pentru ca —13 — 7 = -20 se
divide prin n = 5.
2) 27=5 si -32=3 pentru cd 2 =27 mod 5 si
3 =(-32) mod 5.
3)Avem =3 pentrucda 1,3 € {0,1,2,3,4} si1# 3.

Observatie. Dacd a=b, atunci aNb=3 .

intr-adevar daca aNb= si ce aNb, atunci conform
Teoremei 1, punctul (1) avem a=¢ =b.

Dacd n este un numdr intreg pozitiv, notam cu Z multimea
claselor de resturi modulo n,

Z ={alacl}
Cum resturile posibile la Tmpartirea prin » ale numerelor a € Z

sunt 0, 1, 2, ..., n — 1 si cum pentru orice a € Z avem a=r,
unde » = a mod n, rezulta ca

Z =0,1,3, ... n-1}.

Numerele 0, 1, 2, ..., n — 1 sunt numite reprezentantii
canonici ai claselor de resturi modulo n. Conform Teoremei 1,
punctul (3), clasele de resturi 0, 1, 2, ..., n—1 sunt distincte, deci
multimea Z are n elemente.

AAAAA

LEEmpLE

AAAAA

~5=4,23=5,-29=7 pentru ca 4 = (-5) mod 9, 5 =23 mod 9
si 7=(-29) mod 9.
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Aplicatie. Problema determindrii datei
Duminicii Pastelui a preocupat si pe Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

La primul Sinod ecumenic de la
Niceea (in anul 325) s-a convenit ca la
determinarea datei primei zile de Paste
se va tine seama de mai multi factori
astronomici: sd fie prima duminica dupa
Luna plina (fazele Lunii se repetd la 19
ani), sa fie prima duminica dupa
echinoctiul de primavara (situatie ce se
repetd la 28 de ani) si sa indeplineasca si
alte conditii suplimentare.

Pentru a determina data x a primei zile
de Paste intr-un anumit an N dupa
procedeul lui C. Gauss, se calculeaza
resturile unor Tmpartiri astfel:

a =N (mod 19), b = N (mod 4),

c=N (mod 7), d = (19a + 15) mod 30,
e=(2b+4c+ 6d+ 6) mod 7. Data cautata
este suma: x = d + e + 4. Daca x < 30,
aceasta datd se referd la o duminica din
aprilie, iar dacd x > 30 cifra unitatilor
sumei obtinute reprezintd o duminica din
mai.

De exemplu, pentru anul 2007:

a =2007 (mod 19) =12 ;

b =2007 (mod 4) =3 ;

c=2007 (mod 7) =5 ;
d=(19-12+15)mod 30=3;
e=(6+20+18+6)mod 7=50 (mod 7)= 1.

Obtinem x =3 + 1 + 4 = 8. Cum
x < 30, Duminica Pastelui in anul 2007
a fost pe data de 8 aprilie.

Determinati data primei zile de Paste
prin procedeul lui Gauss pentru:

a) anul 2008; b) anul 2009;
¢) anul 2010; d) anul 2020.

7) Enumerati elementele fiecareia din-
tre urmatoarele multimi:

a) Z,; d) Z;
b) Z,; e)Z;
c) Z,; f) Z,.




Operatii cu clase de resturi modulo n

Definitie. Fie Z = {6, 1,2,.., n/—\l} multimea claselor de

resturi modulo 7 si a,be Z,. Definim suma a+b si produsul
A adef Adef
ab astfel a+b=a+b si ab=ab.

Asadar clasa sumd a+b (respectiv clasa produs ab) este
egala cu clasa modulo » a sumei uzuale a + b (respectiv clasa
modulo # a produsului uzual ab).

Reprezentantul canonic pentru clasa sumei n+5 (clasa

produs ab ) se afla Inlocuind pe a + b cu (a + b) mod n (respectiv
pe ab cu (ab) mod n)
Se obtin astfel doud legi de compozitie pe Z ,

ZxZ —Z, @ by—>a+rb=a+bh
Z xZ —1Z,(a,b)—ab=ab

numite adunarea, respectiv inmultirea claselor de resturi modulo #.

BrEMrLE 1) Daca &,562 a=3,b=4, atunci
@ 4+b=3+4=3+4=9=2 pentru cia 2 =12 mod 5 si
ab=3-4=12=2 pentru ¢a 2 = 12 mod 5.

2) In Z, avem 4+6=10=2 si 4.6=24=0 pentru ci
2 =10 mod 8 si 0 =24 mod 8.
Observatie. Fie a,b€Z, , dca si beb.
Avem d'=ns+a,b'=nt+b cus, t€ Z. Cum
a'+b'=n(s+t)+a+bem si
a'b' = n(nst + sb +ta)+ab € ab
rezultd cd @+ b =a+b si ab = ab (vezi Teorema 1).
Pe de altd parte @' =d si /' =b . Asadar, clasa sumai (respectiv
produs) pentru @=& si h=5 nu depinde de reprezentantii a,
b sau a', b' folositi in constructia acesteia. Astfel in Z, avem

— ~

_18¢3 si 27€6, deci —18=3 si 27=6. Calculim
+6=3+6

A
o~ o~

3.6=3-6=18=4

(9%))

Pe de alta parte,
346=—-18+27=(-18)+27=9=17 si
3.6= 1837 = ((18) 27 =486 =4
Cum Z este multime finitd, adunarea (respectiv inmultirea)

claselor de resturi modulo n poate fi descrisa cu ajutorul tablei
Cayley.
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8) Completati tablele adunarii si
inmultirii claselor de resturi modulo 4.

9) Verificati daca tablele urmatoare
reprezintd tablele adunarii si Tnmultirii
modulo 6.

+]012345
010123435
11123450
21234501
31345012
41450123
501501234
<101 2345
0(000000
10123435
20024024
3/030303
41042042
51054321

10) Fien =17, a=-16, b = 32 calculati
suma si produsul claselor de resturi
a=-16 si b=32 din Z,, prin doud
metode.

Metoda 1.

Vom folosi reprezentanti canonici
pentru clase.

-16=7-(-3)+5si32=7-4+4.

Resturile Tmpartirii prin 7 ale lui —16
si 32 sunt 5, respectlv 4. Avem:
Z16+32=5+4=5+4=2 si

“16-32=5-4=5-4=6 pentru ca
9=7-14+2si20=7-2+6.

Metoda 2.

“16+32=—(16)+32=16=2, pentru
cale=7-2+2 si
~16-32=(~16)-32=-512=6,
ca—-512="7"-(-74) + 6.

Pentru n =7, a = 16 si b = -32 cal-
culati produsul claselor de resturi a= 16
si b=-32 din Z..

pentru

R



EFEMFLY Tablele Cayley pentru adunarea si inmultirea claselor

de resturi modulo 5 sunt:

+lo i 5 3 0 i 3 3 i
00 1 2 3 4 0]0 0 0 0 0
[N TS T A U S T T T
212 3 4 0 1 3006 32 4 1 3
303 4 0 01 2 306 3 0 4 3
dla 01 23 46 4 3 3

In continuare prezentim principalele proprietiti ale
operatiilor cu clase de resturi modulo 7.

Ele sunt consecinte ale proprietatilor similare ale adunarii si
inmultirii numerelor intregi.

Teorema 2. Adunarea claselor de resturi modulo n este
asociativd, comutativa, admite ca element pentru ( si orice clasa
aelZ, are ca opusa pe —a. Asadar:

(1) Ya,b,éeZ,, (a+b)+é=a+(b+¢)

(2) Va,bel,,a+b=b+a

() VaeZ, ,a+0=0+a=a

(4) YaeZ, , a+-a=—a+a=0, adicd —G=—q.

Demonstratie.
(1) Folosind definitia adunarii claselor de resturi modulo #,
avem:

(G+b)+é=a+b+é=(a+b)+c=a+btc=a+(b+¢)

(3) Avem a+0=a+0=a si analog 0+da=a.

(4) Avem a+—Aa=a+(—a):6 si analog Za+a=0.

Asadar a are opusi si —a=-a.m

EREMPLY
Folosind tabla adunarii claselor de resturi modulo 5

m se observa cd 0+0=0,1+4=0 si 2+3=0. Rezulta:

~0=0,-1=4="1,-4=1="4,-2=3="2 i -3=3=_3.

e

11) Pentru n = 6, a = 15, b = —16
calculati suma si produsul claselor de
resturi a=-15 si h=_16 din Z.

12) Pentrun=6,a=4,b=20,c=23
calculati:

a) a+b si b+a; ce observati?

b) (Zz + Z») te si a+ (Z» + 2) ; ce observati?
c) a-b si lA)-cAz; ce observati?

d) (212;)2 si 21(2»2); ce observati?

e) 21(2»+2) si ab+aé; ce observati?

13) Pentrun=5,a=-12,b=7,c=-36
calculati:

a) a+b si b+a; ce observati?

b) (Zz + Z») te si a+ (Z» + 2) ; ce observati?
c) a-b si lA)-cAz; ce observati?

d) (212;)2 si 21(2»2); ce observati?

e) 21(2»+2) si ab+aé; ce observati?

14) Calculati urmatorii determinanti:

321
a)ﬁiginzs;
123
210
b1 2 3inz,
4 8 1

15) Calculati 4° daca 4 € M (Z,),

Teorema 3. Inmultirea claselor de resturi modulo n este

asociativd, comutativd, admite pe 1 ca element neutru si este

distributiva fatd de adunare.
Asadar:

(1) Va, b, éeZ,, (ab)é = a(bé)

(2) Va,beZ,,ab=ba

(3) VaeZ,  la=al=a

(4) Va, b, éel,, a(b+¢)=ab+aé.
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A:

D> => B>
—> N> >
> = N>

16) Fie matricea 4 € . M,(Z,),

a) Calculati det 4 in Z..
b) Calculati 4> in Z..

S O
> =

c) Aratati ca 4> -1, :[

J, inZ,.

o -



Demonstratie.
(2) ab=ab=ba=ba

(4) a(b+¢&)=ab+c=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=ab+ac .

Demonstrati afirmatiile (1) si (3) din teorema. m

Clase de resturi inversabile

Definitie. Fie a si b doud numere intregi. Un numar d € Z,
d = 0 se numeste cel/ mai mare divizor comun (pe scurt,
c.m.m.d.c.) al lui a si b daca verifica conditiile:

() d|asid|b

(2) dacd ¢ | a si ¢ | b, atunci ¢ | d.

Daca d' € Z, d = 0 verifica de asemenea (1) si (2) atunci
d|dsid|d,deunded=d.

Asadar c.m.m.d.c. al lui a si b, In caz ca existd, este unic si
folosim notatia d = (a, b).

Observatie. Daca renuntam la conditia 4 > 0, atunci
c.m.m.d.c. este unic determinat, mai putin semnul. Astfel, 2 si
-2 servesc ca c.m.m.d.c. pentru 6 si 10.

Evident, daca a | b, atunci a = (a, b). in particular, cum a | 0,
avem a = (a, 0). De asemenea, 0 = (0, 0).

Fiea,be Z,a # 0saub # 0 si
def
M ={ax+by|x, yelZ}.

Cuma=a-1+b-0sib=a-0+b-1,avema, b€ Msiin
particular M contine numere intregi nenule. Daca z = ax + by € M,
z # 0, atunci —z = a(—x) + b(-y) € M si deci M contine numere
intregi strict pozitive. Fie M "= {z€ M|z >0}

si d € M*, cel mai mic numar din M *astfel incat d = au + bv
cu u, v € Z. Evident d verificd conditia (2) din definitia
c.m.m.d.c. Aratam ca d verifica si conditia (1). Daca d X a , atunci
a=dgtrcugq,re Z,0<r<d Cumr=a—dq=a- (au+ bv)qg=
=a(l — uq) + b(—vq) € M" se contrazice minimalitatea lui d In
M. Raméne adevirat ¢i d | a si analog se aratd ca d | b.

Am demonstrat astfel teorema urmatoare.

e

17) a) Aratati, utilizand tabla operatiei,
ca i, Q, 3, 21, §, 6 sunt simetrizabile in
raport cu inmultirea modulo 7.

b) Aratati cd nu toate elementele
i, Q, _3), 21, 3, 6, 7 sunt simetrizabile in
raport cu inmultirea modulo 8.

Indicatie.

a) Elementul neutru al tTnmultirii modulo 7
pe Z7 = {6, i, Q, 3, 21, 3, 6} este 1.

"=1,2"=4,..

b) in Z8 elementele ﬁ, 4 si 6 nu sunt
simetrizabile 1n raport cu nmultirea.

18) Determinati prin Incercari solu-
tiile din Z, = {6, i, i, é, 21} ale fiecareia
din ecuatiile urmatoare:
a)x+ 3= Q,

b) x-x=4,

19) Folosind tabla inmultirii claselor
de resturi modulo 6, determinati solutiile
din Z, ale fiecareia dintre ecuatiile:

a) Sx=2; b) dx=2; C)ing.

20) Rezolvati in Z, fiecare dintre ecua-
tiile:
a) §x+41=6; b) A +5=0.
21) Aratati ca
a(a+1)a+2)=0,VaelZ,.

22) Determinati aeZ, astfel incat
x =2 sa fie solutie din Z, a ecuatiei
3x*+2x+a=0.

Teorema 4. Pentru orice a, b € Z exista c.m.m.d.c. al lui

a si b. Mai mult, daca d = (a, b), atunci existd u, v € Z astfel
incat d = au + bv.

Fie a, b € Z. Spunem ca a este prim cu b sau cd a si b sunt
relativ prime daca c.m.m.d.c. al lui a si b este egal cu 1, adica
(a,b)=1.m

Acum putem demonstra urmaitoarea teorema.

Teorema 5. Fien>1si aeZ,. Atunci a este inversabild in

raport cu inmultirea claselor de resturi modulo # daca si numai
daca a este prim cu n.
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23) Determinati m € Z, astfel incat

A

ecuatia 2x” +x+m =0 si aiba solutii.
24) Rezolvati sistemele urmatoare:

a) {{+3y:%,x,y€ Z ;

4x—-y=2
x—dy=2
N Ay X, VEL, .
4x -3y =3




Demonstratie. Presupunem cé existda beZ, astfel incat

ab=1.Avem ab=1, deci n divide pe 1 — ab. Exista decige Z
astfel incat 1 — ab = ng. Cum 1 = ab + ngq, orice divizor comun

al lui a si n este divizor al lui 1. Rezulta ca (a, n) = 1.
Reciproc, presupunem ca (a, n) = 1. Existd u, v € Z astfel

incat 1 =au+nv.Cum n=0si l=au+nv=au+nv=au+nv=ai,

- - ~ . 1w . A—]
rezultd cd a este inversabild si a =u. m

L rEMpLE

@

1) Numerele » € {0, 1, 2, 3, 4} prime cu n = 5 sunt

1, 2, 3, 4. Rezulta ca i, Q, 3 si 4 din Z, sunt inversabile
in raport cu inmultirea claselor de resturi modulo 5. Din
tabla inmultirii pentru clasele de resturi din Z,, se

=3,3"=2si 4"
1si 4.4=1.

constatd ci: 1 =1,2" — 4 pentru ca

1.1=1,2-3=
2) Numerele r € {0, 1, 2,3,4, 5, 6,7, 8 prime cu n =9 sunt
1,2,4,5,7si8. Rezultd cd in Z,, clasele de resturi inversabile

sunt: i, Q, 21, §, 7 si 8. Din tabla inmultirii pentru clasele de

resturi din Z9 se constata ca: i-i:i,i §:i 4.7=1 si 8-8=1
deunde 1'=1,2"=5,5"=2,4"=7,7"=4 si 8" =8.

Aplicatii in Aritmetica: calculul restului

a) Daca &:5, a,be Z, atunci d" =b* ,V ke N*.
b) Aflati restul impartirii prin 7 al numarului a = 23%.
¢)In Z, calculati 2°, k=1, 2, 3, ...

Solutii. a) Proprietatea este evidenta pentru k = 1. Presupunem k > 1 si
< =", Inmultind termen cu termen ultima relatie cu G=5b se obtine o' = 5" .
b) Avem 23=2 in Z, si aplicand punctul a) rezultd ca 237 =

b=2"* di acelasi rest prin impartirea cu 7 ca numarul a = 23%2. Dar 2° = 8 si 8=1.

Avem 52=317+1, de unde 2%2 = (23)7-2 = 87 -

e

25) a) Aritati ci ecuatia x” + 1=0 nu
admite solutii in Z..
b) Determinati solutnle din Z, ale ecuatiei
x> +1=0.

26) a) Determinati elementele inver-
sabile ale Iui Z in raport cu inmultirea.
b) Determinati elementele inversabile ale
lui Z, in raport cu inmultirea claselor de
resturi modulo 8.

c) Pe Z x Z, considerdm legea de
compozitie ,,*“ prin
(x, &)* (v, ) = (. ab) .

i) Aratati ca legea de compozitie ,,*“
este asociativd, comutativa si admite ca
element neutru pe (1, 1).

ii)Enumerati elementele lui Z x Z,
simetrizabile in raport cu legea de
compozitie ,,*“

si dati o alta rezolvare pentru b).

2. Din 8=1, rezulta 8" =1,

1012345
0/000000
110123435
2002402 4

55\2 , deci numarul % Q%Q%Q@A
4104 2 0 4 2
5054330

817 2=2. Asadar 25 =2 si numarul a = 23% da restul 2 la impartirea prin 7.

¢) Avem 2 =2.2-=4,2 =5"5-4.5-8-1, 5’5

52 3741 (3)17 A1
=\2

a=232=23 =2"27 2 =17.2=2.

Exercitii rezolvate.
1) Adunarea si inmultirea modulo n.

Fiene N,n>2si7 =1{0,1,2,..,n-1},a,be T, ;

respectiv produsul lor ca numere naturale. Suma modulo n a lui a cu b, notatd a@® b
si produsul modulo n al lui a cu b, notat a® b, sunt prin definitie restul impartirii
prin n al lui a + b, respectiv ab. Cum restul impdrtirii prin » apartine lui 7 , obtinem
doud legi de compozitie pe T, @ si ® numite adunarea modulo n, respectiv

inmultirea modulo n.
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5" =25’521.2=5 etc. Observdm ci 23=2

si deci
Restul Tmpartirii lui a prin 7 este egal cu 2.

@ 0123 4

a + b si ab sunt suma, 0l 012 3 4
112340

2123401

3/3401 2

414 0 123




De exemplu, pentru n =

Calculati elementele simetrizabile din (

simetrizabile din (7, @) sunt 0, 1, 2, 3, 4 iar din (

2) Pe tablele operatiilor de inmultire ale claselor de resturi modulo 5 si modulo 6,
identificati clasele de resturi inversabile si precizati care sunt inversele lor.

Solutie. Din modul cum se completeaza tabla unei legi de compozitie, rezulta ca
o clasd de resturi @ este inversabila daca si numai daca pe linia lui a se afla 1si

atunci @'
Din tablele operatiilor deducem ca:

() 1,2, 3, 4 sunt inversabile in Z, si 1"=1,2"=

(ii) 1 si 5 sunt inversabile in raport cu inmultirea din Z_ si

3) Precizati clasele inversabile din Z ,

PEIBLUAF @ 1. Aratati ca

— A A A A A A A
4da=a+a+a+a=0,Vaecl,.
Mai general, na=0,vVaeZ,.

pRo S E

@ 2. Determinati clasele inversabile
fata de inmultirea din Z, si aflati inversele lor.

® 3. Rezolvati in Z, ecuatia 4x* +4x=0.
@ 4. a) Calculati suma tuturor claselor de resturi
din Z,, apoi din Z..

b) Dacd n este impar, atunci in Z avem

1+24..4n-1=0.

@ 5. Aratati ca 10 — 1 se divide prin 9, V k€ N.
Deduceti cd un numadr natural n # 0 se divide

prin 3 (respectiv 9) daca si numai dacd suma cifrelor
sale se divide prin 3 (respectiv 9).

@ 6. Aflati restul impartirii prin 5 al lui a = 373%.
® 7. Fie 2e Z,, . Calculati succesiv puterile

A2 A3

2,2 ,.. siaratati ca existd s, t € N*, s < ¢ astfel

AS At ~37
incat 2 =2 . Calculati apoi 2
Aratati ca oricare ar fi aeZ , exista s, t € N*,

s < t astfel incat a’ =a’.

5, T, =10, 1, 2, 3, 4}. Restul impartirii prin 5 al lui
3+4="Teste2,iarcel al lui 3 X 4 =12 este 2. Asadar, 34 =2, 3®4 =2; deci suma
modulo 5 a lui 3 cu 4 este egala cu 2 si produsul modulo 5 al Iui 3 cu 4 este egal cu 2.
T, @) sidin (T, ®).

Solutie. Cautam 1in tablele operatiilor de adunare si inmultire ale lui T acele
elemente din care, prin compunere, putem obtine elementul neutru. Elementele

este clasa care serveste de etichetd pentru coloana in care se gaseste 1.
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si inversele lor.
Solutie. Folosind reprezentantii canonici, elementele lui Z ,
Avem (a, 12)=1<a€ {1,5,7, 11}. in tabla inmultirii din Z

® 01 2 3 4

0,00 O0O0O

1101 2 3 4

2102 41 3

31031 42

410 4 3 21
T, ®)sunt 1,2, 3, 4.

101234

0,0 0000

ij]0o1 234

1 21002 41 3

3103142

33123, ik 304321
11=1,5"=5

sunt clasele @ cu 0 < a < 12.
L gasim 17 =1,5"=57"=7si 11 =11

@8 8. Fie a € N care in reprezentarea zecimala
are cifrele ¢, ¢, c,.
Aratati cd a se divide prin 11 daca si numai daca

¢, — ¢, T ¢, se divide prin 11. Generalizare.

@ 9. Fie 7e Z,,. Calculati succesiv puterile
A2 A3

7,7 ,.. siardtati ca exista m € N*, astfel incat

A

7 =1. Calculati apoi %82
Aratati ca daca aeZ, si a este inversabila, exista
meN* astfel incat 4" =1.
@ 10. Fie aeZ,. Spunem ca a este nilpotenta
daca existi m € N* cu 4" =0.
Determinati clasele nilpotente din Z, si Z .
Ardtati cd aeZ, este nilpotentd daca si numai
daca a se divide cu toti divizorii primi ai lui n.
@ 11. Un numar natural p > 1 este prim daca si
numai daca 1nmult1rea din Z are proprietatea:
ab=0=a=0saub=

@ 12. Aritati ca &2 #2,V aeZ,. Demonstrati
cd ecuatia 3x”+2=)* nu are solutii intregi.

@ 13. Determinati valorile posibile pentru &’ cand
aeZ,. Aritati cd 7x’ +2 =y’ nu are solutii intregi.



Grupuri

Algebra moderna are ca obiect studiul structurilor algebrice. O structurd algebricd este formata din una
sau mai multe multimi nevide inzestrate cu legi de compozitie care verifica o lista specificad de proprietati,
numite axiomele structurii. In acest capitol ne vom ocupa de structuri algebrice formate dintr-o multime
nevida G si o lege de compozitie (internd) ,,*“ definita pe G, care este asociativa, are element neutru si toate
elementele din G sunt simetrizabile. O astfel de structura algebrica se numeste grup. Renuntand la cerinta ca
toate elementele Iui G sa fie simetrizabile, se obtine o structura algebricad mai generala, anume structura de

monoid.
Definitia grupului
Notiunea de grup ocupa un loc central printre structurile
algebrice. Teoria grupurilor a aparut ca urmare a studiului
compunerii functiilor bijective (permutdri) ale unei multimi in
ea insdsi.
Definitia explicitd a structurii de grup este urmatoarea:

Definitie.

Un cuplu (G, *), format cu o multime nevida G si cu o lege
de compozitie ,,** pe G, se numeste grup daca sunt verificate
urmatoarele conditii:

G.Vx,»,z€ G, (x*y)*z =x*(y*z).

G,,de€ G, astfel incite *x=x*e =x,Vx€ G.

G.VxE G, IX € Geux' *x=x%*x"=e.

Daca, in plus, este verificata si axioma

G, Vx,y€ G,x*y=y*x,
atunci G se numeste grup comutativ sau grup abelian.

Elementul e din axioma G, se numeste element neutru.

Elementul x’ din G, depinde de x si se numeste simetricul lui x.

Denumirea de grup abelian s-a dat in onoarea matematici-
anului norvegian N.H. Abel (1802-1829) care a studiat grupurile
comutative in legatura cu rezolvarea ecuatiilor algebrice.

Ansamblul de conditii G|, G,, G, se numesc axiomele grupului.

Observatii.

4 Elementul neutru al unui grup este unic.

¢ Elementul x', a cdrui existentd este asiguratd de axioma
G, este unic determinat de x.

Daca operatia grupului este notatd aditiv, atunci elementul
neutru se noteaza cu 0 si se numeste zero; in terminologie multipli-
cativa, elementul neutru se numeste unitate si se noteaza cu 1.

In notatie multiplicativa simetricul elementului x se noteaza
x! si este numit inversul lui x, iar in notatia aditiva simetricul
unui element x se noteazd —x si se numeste opusul lui x.

Remarca. Uneori cuplul (G, *) se noteaza tot cu G, urmand
ca cititorul sa deduca din context la ce se face referire. Daca
pentru legea de compozitie a grupului G se foloseste una dintre
notatiile +, -, o etc., atunci in loc de (G, *) scriem (G, +), (G, *),
(G, o) etc.
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Determinarea si verificarea proprie-
tdtilor unor structuri algebrice.

1) Pe Z se defineste legea de
compozitie ,,*“: x * y=x +y— 2.

Aratati cd (Z, *) este grup abelian.

2) Pe intervalul G = (5, «), definim
x*y=xy—5x-5+30,V x,ye G.
Aratati ca:
a)dacax,ye€ G, atunci x * y€ G ;
b) (G, *) este grup abelian.

3) Fie G multimea matricelor 4 ,a€ R,

1 0 a

unde 4, =|-a 1 —%az e M (R) .
0 0 1

Aratati ca: a) A A, =4 ., Vo, P e R.

b) G este grup abelian in raport cu
inmultirea matricelor.

4) Precizati care este

) x|la b c d
elementul neutru si care

? alc aab
sunt elementele inver- ;. 5 p .
sabile intr-o structurd |45 p ¢ d
algebricd cu urméitoarea d|c ¢ d d

tabla a operatiei:

5) Pe R se defineste legea de compozitie
Xoy=oax+ay, x, y € R. Determinati
parametrul oo € R astfel incat ,,o ““ sa defi-
neasca pe R o structura de grup abelian.

6) Fie (M, *) un monoid si U(M)
multimea elementelor simetrizabile
numite unitdti ale monoidului M.
Aratati ca: a) e € U(M), unde e este
elementul neutru al monoidului M.

o -




N e

O structurd algebricd mai generald decét grupul este b) Dacéd u, v € U(M), atunci u * ve€ U(M)

monoidul. siu' € UM), unde u' este simetricul lui u.
c) (UWM), *) este grup numit grupul
Definitie. Un cuplu (M, *) format cu o multime nevida M si unitdtilor monoidului M.
o lege de compozitie ,,*“ pe M, se numeste monoid daca: d) Determinati grupul unitatilor mono-
M: N x,y,z€ M, (x *y) *x z=x * (y * 2). idului (N, -) si al monoidului (Z, -).
M,:3e € M astfel incite * x=x x e=x,Vx€ M. 7) Fie Z[i] = {a + bi | a, b€ Z} = C.

a) Aratati ca Z[i] este o parte stabild a lui
C in raport cu inmultirea numerelor
complexe si cd (Z[i], ) este monoid.

b) Determinati grupul unitatilor monoi-
dului (Z[i], ) si completati tabla
inmultirii acestui grup.

Evident orice grup este monoid, iar un monoid cu toate
elementele simetrizabile este grup.

Exemple de grupuri — tema de sinteza

¢ Grupul aditiv (Z, +) al numerelor intregi

Adunarea numerelor intregi este asociativd, comutativa, admite pe 0 ca element neutru si orice numar intreg
are opus. Rezultd ca (Z, +) este grup abelian si este cunoscut sub numele de grupul aditiv al numerelor intregi.

Analog se constata ca (Q, +), (R, +), (C, +) sunt grupuri abeliene, cunoscute sub numele de grupul aditiv
al numerelor rationale, respectiv reale, complexe.

¢ Grupurile multiplicative (Q*, -), (R*, -), (C*, -)

Folosim notatiile Q* = Q \ {0}, R* = R\ {0}, C* = C\ {0}. Produsul a doud numere diferite de zero este
diferit de zero si produsul a doud numere rationale (respectiv reale, complexe) este un numar rational (respectiv
real, complex). Deducem cd operatia de inmultire a numerelor actioneazi pe Q* (respectiv R*, C*) ca legi
interne de compozitie, evident asociative, comutative si admitand pe 1 ca element neutru. Cum inversul
unui numar rational (respectiv real, complex) diferit de zero existd si este tot numar rational (respectiv real,
complex) diferit de zero, conchidem ca (Q*, -) (respectiv (R*, -), (C*, -)) este grup abelian, numit grupul
multiplicativ al numerelor rationale (respectiv reale, complexe) diferite de zero.

¢ Grupul aditiv (Z,, +) al claselor de resturi modulo n +10 1 2 3 4
Pe multimea Z, ={6, i, ﬁ, . n/—\l} a claselor de resturi modulo » s-a 0jo 1.2 3 4
definit adunarea prin a+b=a+b. Adunarea claselor de resturi modulo } } % ? i‘ (3
n este asociativd, comutativa, admite pe 0 ca element neutru si orice 212 3 4 0 1
element are opus. Rezultd ci (Z , +) este un grup abelian, numit grupul 313 4 0 1 2
aditiv al claselor de resturi modulo n. ila o 15 3

Sa observam ca pentru orice n € IN* existd cel putin un grup abelian

cu n elemente, de exemplu grupul (Z , +). Tabla adundrii in Z

S

¢ Structura algebricd (Z,, -) este monoid dar nu este grup. Vom vedea ca (Z!, -) este grup daca si
numai daca n este numar prim.

¢ Grupul lui Klein

Fie A = R X R si #(A) multimea functiilor f': A — A. Notam
H=1{1,,u,v,w}  AA), unde 1 este functia identicd a multimii 4, iar u, v, w sunt functiile din J(4) definite pentru
V x=(x,x,) € Rx R prin:

u(x) = (x, —x,), v(x) = (=x,, x,), wx) = (=x,, —x,).
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Se verifica faptul ca prin compunerea a doua functii din .4 se
obtine tot o functie din 4. De exemplu, avem wov=w . Tabla
operatiei induse pe .# de compunerea functiilor din #(4) este
prezentatd alaturat.

Operatia indusa pe .4 este asociativd (deoarece compunerea
functiilor este asociativa) si admite pe 1, € 4 ca element neutru. Din
tabla operatiei induse se observa ca orice element din .4 este
simetrizabil 1n raport cu aceastd operatie si anume:

IL'=1,u'=uv=v,w!=w.

Asadar ./ este grup in raport cu compunerea functiilor si este
cunoscut sub numele de grupul lui Klein. Din tabla operatiei se
deduce ca grupul lui Klein este abelian.

Remarca. Dacd identificim punctele unui plan -, raportat la un
reper cartezian x,Ox,, cu elementele lui 4 = R x R, atunci u este
simetria fatd de axa absciselor, v este simetria fatd de axa ordonatelor,
iar w este simetria fatd de origine. Functiile 1, u, v, w invariaza
(global) orice dreptunghi cu centrul de simetrie in O si cu laturile
paralele cu axele de coordonate.

Exemplele ce urmeaza, sunt propuse cititorului a fi studiate dupa parcurgerea
capitolului ,,Polinoame”.

¢ Grupul rdddcinilor de ordin 3 ale unitdtii

Fie 1,— 14733 e

. . . R TP
—+i—=¢ si ———i—=¢" radacinile complexe ale
iy TE M Ty P

polinomului f=X* — 1 € C[X]. Notam U, = {1, ¢, £?}. Tabla inmultirii
numerelor din U, este prezentata alaturat.

Rezulta ca U, este o parte stabild a lui C in raport cu inmultirea.
Operatia indusa este evident asociativa, comutativa, admite pe 1€ U,
ca element neutru si orice element din U, este simetrizabil in raport
cu aceasta operatie, anume:

I"'=1,¢'=¢, (&) ==s.

Deci U, este grup in raport cu inmultirea numerelor complexe,
numit grupul rdddcinilor de ordin 3 ale unitdtii.

Elementele lui U, se reprezintd in plan ca varfurile unui triunghi
echilateral.

Remarca. Radacinile polinomului f=X"— 1€ C[X], n € N* sunt:

2w . . 2W > 4n . . 4n
1, e=cos=—+isin=—, & =cos—+isin—, ...,
n n n n

€

"1 = cos 2(n = Dm +1isin 2n=Dm .
n n
Se constata cd multimea de numere U, = {1, &, g, .., €} este
stabila in raport cu inmultirea numerelor complexe si formeaza grup
in raport cu operatia indusd, numit grupul rdddcinilor de ordin n ale
unitatii.
Elementele lui U, se reprezinta in plan ca varfurile unui poligon
regulat cu # laturi inscris in cercul de raza 1.
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Tabla grupului Klein

. : S
TO I

W(x) 2 (_xn _xz) M(x) = ('xl’ _xz)

1 ¢ &

111 ¢ ¢
ele &1
&l &1 ¢
e y Tabla grupului U,
2n 3
N3 =&
0 Cd
2/
€
o |1 g & .¢&"
1 |1 & & ..¢&"
e |le € ¢ .1
g |t & &'..¢
8n—l Sn—ll s .. 871—2
2 A .
}\ . Tabla grupului U,
1:8
[0)




Reguli de calcul intr-un grup

A A Au fost stabilite deja cateva reguli de calcul pentru
0 elementele unei multimi Inzestratd cu o lege de compo-
zitie asociativa. In particular, s-au stabilit reguli de
As, e A ’

calcul privind produsele (sau sumele) iterate. Cum

operatia unui grup este asociativa, aceste reguli sunt adevarate
si pentru grupuri.

Calculul algebric intr-un grup beneficiaza de reguli noi care, in

esentd, sunt consecinte ale faptului ca orice element este simetrizabil.

Teorema (Regulile de simplificare).
Fie (G, *) un grup. Pentru orice a, b,ceG avem:

|a*b=a*c:>b=c| si |b*a=c*a:b=c

simplificarea la stinga simplificarea la dreapta

Demonstratie.
Fiea, b,c€ G cu a*b=a*c si a' simetricul lui a; avem:
b=exb=(a"*a)*b=a"*(a*b)=d *(a*c)=(a'*a)*c=e*c=c.

Analog se demonstreaza regula de simplificare la dreapta. m

Teorema. Fie (G, *) grup, a, b € G si @' simetricul lui a.
Ecuatia a*x =5 are in G solutia unica x=a'*b si ecuatia
y*a=>b are in G solutia unicd y=b*d".

Demonstratie. Daca x, x, € G sunt solutii ale ecuatiei
a*x=>b,atunci a*x, =b=ax*x, si, simplificand cu a, obtinem
x, = x,. Asadar ecuatia a*x=> are cel mult o solutie in G.

Fie x=d *b, unde d' este simetricul lui a. Avem:
axx=ax(a*b)y=(a*d)*b=e*b=>b, de unde rezulta ca
x =a'* b este solutie unicd (in G) a ecuatiei a*x=5b.

Analog, ecuatia y*a=>»b admite solutia unicd y=b*da'. m

Daca grupul G este dat in notatie aditiva, atunci rezultatele
din teoremele precedente se transcriu astfel:

atb=a+c=>b=c; bta=cta=b=c;

atx=b=x=(-a)+b; y+ta=b=y=>b+(-a).

Cu notatie multiplicativd avem:

ab=ac=>b=c; ba=ca=b=c;

ax=b=x=a'b; ya=b=y=ba'.

Daca (G, ) este un grup dat in notatie multiplicativa, a € G
si n € N* atunci folosind faptul cd operatia grupului este

e, daca n=0

a, daca n=1
asociativa definim: a" =< 5 .

a"a, daca n>1

(@")", dacd n<0

(am)n :amﬂ

Avem|a”"d" =a si , Vm, neN*.
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8) Fie G o parte stabila a lui C*, in
raport cu inmultirea. Multimea G este for-
matd din patru numere complexe diferite.

Arataticaz*=1,Vze G.

Deduceti ca (G, -) este grup si
G={l,1i, -1, —i}.

9) Fie G = {e, a, b, ¢} un grup cu patru
elemente in care a*> = b si element neutru e.

Completati tabla operatiei grupului G.

Comparati rezultatul cu tabla operatiei
grupului (Z,, +).

10) Fie (G, -) grup si a, b, c € G cu
abc = e. Aratati cd bca = cab = e.

11) Fie (G, -) un grup cu n elemente
siS={(x,y,2)€ Gx GxG|xyz=e}.
Aratati cd multimea S are n’ elemente.

12) Fie (G, ) un grup si a, b € G cu
ab® = b*a si ab* = b*a. Aratati ca ab = ba.

13) Fie (G, ) un grup si a, b€ G
astfel incat (ab)?> = a’b®. Aratati ca
ab = ba.

14) Fie (G, ) un grup si a, b € G
astfel incat aba™' = b-, ke Z.

Aritati ¢d a"ba " =b"",VneN.

15) Fie a in grupul G. Ardtati ca in
transcriere aditiva, V &, k € Z, avem:
ha + ka = (h + k)a, k(ha) = (kh)a,

De exemplu, in scrierea aditiva,
Sa+(3a=a+atatat+a+t+(-a)+
+(a)+ (—a)=ata=2a=(5+(3)a.

Sa indicam exact ordinea operatiilor:

Sa+(-3)a=

=((@+a)+a)+a)+a)+(0) +)+ ()=

=((a+a)+a)+a)+@+ () +() + () =
=((a+a)+a)+a)+(a+ () +(-2)+ ()=

Completati sirul egalitatilor pana
obtineti rezultatul.

I —



Grupuri de matrice

JA ANF
Fie .4/ (R) multimea matricelor patrate de ordinul

. al doilea avand coeficientii reali. Dacd 4 € ./, (R),
FI;--H""- Aq a
A= 40 notam cu |A| determinantul lui 4 si cu

c
a c
A|=ad—cb, 4= .
b d

Observatie. Pentru oricare doua matrice 4, B € .#,(R) avem:

'A transpusa lui A4,

|4B|=|4|-|B|, ‘(4B)=B'A.

) a b a b

Demonstratie. Pentru A= ,B= s
c d ¢ d
ad +bc"  ab'+bd'
cd +dc b +dd )
de unde |AB| =(ad'+ bc")(ch'+dd")—(ca'+dc")(ab'+ bd") =
=(ad —chb)(d'd —c'b) = |A| |B| si
aa'+bc'  ca'+dc' a c\a ¢\ , .,
= =BA4A. m

ab'+bd'" cb' +dd’' b d)\b d

Sa mai observam cd ‘(‘4) = A4, oricare ar fi 4 € ./ (R).

'(4B) =£

Notatie. | GL,(R)={de.#(R)||4 =0}

g Do O matrice 4 € .#/,(R) este inversabild daca si numai
daca |A| #0; rezultd cd GL,(R) este multimea tuturor

s wriay Matricelor inversabile din . /(R).

Teorema. GL,(R) inzestrat cu inmultirea formeaza un grup
numit grupul general liniar de gradul al 2-lea.

Demonstratie. Verificam axiomele grupului.

(i)V 4, B€ GL(R), AB € GL,(R) adica, GL,(R) este o parte
stabila a lui .#(R) in raport cu inmultirea matricelor

(i) I, € GL,(R), adica GL,(R) admite element neutru

(iii) V 4 € GL(R), A" € GL,(R), adica toate elementele lui
GLz(IR) sunt simetrizabile in raport cu inmultirea matricelor.

Daca A| #0 si |B| # 0, atunci |AB| = |A| . |B| # 0 si (i) este astfel
verificatd. Proprietatea (ii) rezultd din |12| =1#0, iar (iii) se
obtine din faptul ¢ 1=| I, |=| 447" |=[ 4]-| 47|, de unde | 47" [# 0.

Operatia indusa pe GL (R) este evident asociativa. In consecint3,
GL,(R) este grup in raport cu inmultirea matricelor. GL,(R) se
numeste grupul general liniar de gradul al 2-lea peste R. m

Remarca. Constructia precedentd poate fi reprodusa pentru
matricele din .4 (R), n € N* si se obtine grupul general liniar
GL (R) de gradul n peste R. Analog, se introduc grupurile
GL (Q) si GL (C) de gradul n peste Q, respectiv C.
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Calcul algebric in grupuri de matrice.

16) Pentru x € R, notam

et 0 0
A =0 1 x|edR).
0 0 1
a)Arataticad A4 =4 ., Vx,ye R

b) Ardtati cd multimea G = {4, |xe R}
este grup in raport cu Inmultirea matricelor.

17) Fiee€ C astfel incat 1 +e+ &> =0

1 ¢
°ide M(C), A= .
o a-{y )
a) Calculati 4° si 4°.
b) Aratati cd multimea G = {I,, 4, A*}
este grup in raport cu inmultirea matricelor.

18) Fie

a+4b  2b
G =
{[ -7b  a- 4bj

Aratati ca G este o parte stabild a lui
A((Q) in raport cu inmultirea matricelor
si ca formeaza grup in raport cu operatia
indusa.

19) Fie 1, J, K € . 4(C),

A RN P ]

a) Ardtati ca I° = = K?*= -1, I/ =K,
JK=1,KI=J,JI=-K, K]=-I, IK = —J.
b) Aratati ca multimea

H = (I, £1, +J, +K} formeaza grup in
raport cu inmultirea matricelor, numit
grupul cuaternionilor.

a,beQ,d’ -2b° =1}

21 s
cos? —sin—
20) Fie A= e A (R)
sinﬁ cos—7T
5 5

a) Calculati 4%, 43, A%, A°.

b) Completati tabla inmultirii matricelor
multimii % = {1, 4, A%, 4°, A*}.

c) Determinati, daca exista, inversa fie-
careia dintre matricele /,, 4, A*, A, A*.
d) Aratati ca multimea

G={I, A4, A*, A, A*} este grup in raport
cu inmultirea matricelor.

o -



Definitie. O submultime G a lui GL (C) se numeste grup de matrice daca verifica urmatoarele conditii:
(i)VA,Be G=> 4B e G. (i)VAe G=>4"e€ G (iii) I € G.

ErEMALY Evident, chiar G = GL,(R) este grup de matrice. Submultimile
SL,(R)={4eGL,R)||4|=1}, O@2)={4eGL,[R)| 4=4"}, SO(2)={4c0(2)||4 =1,
- inzestrate cu Inmultirea matricelor formeaza grupuri de matrice, numite respectiv grupul special liniar
de gradul al 2-lea peste R, grupul ortogonal de gradul al 2-lea si grupul ortogonal special de gradul al 2-lea.

Remarci. Pentru n € N* pot fi definite grupurile SL (Q), SL (R) si SL (C), numite grupul special liniar
de gradul n peste Q, R, respectiv C. De asemenea, pot fi introduse grupurile O(n) si SO(n), numite respectiv
grupul ortogonal de gradul n si grupul ortogonal special de gradul n.

def | . - .
Exerecitii rezolvate. 1) Fie G = (0, o) \ {1}. Operatia x * y = x"™ defineste pe G o structurd de grup abelian.
Solutie. Pentru x, y€ G, avem x#1 si Iny#0. Rezultd x * y = x' € G. Asadar, ,,** este operatie pe G.
Avem (x* y)#z=x"" %z = (x"7)"7 = xIE = (O™ = pa pif = v (y#z), deci operatia ,,*“ este asociativa.

% este comutativa.

ke

Avem xxy=x"" = (")™Y =™ = I = sy, deci legea de compozitie
Dacia e este baza logaritmilor naturali, avem x*e = 2™ =x'=x, deci e este elementul neutru.

X'

- PR . o A~ o e . . In>
Dacd x € G, atunci simetricul siu x’, in caz cid existd, satisface x*x'=e, ceea ce revine la x"* =e¢.
1

Logaritmand obtinem Inx"-Inx=1, deci Inx’ :ﬁ, de unde x'=e" G, pentru ci x > 0, x # 1.
Conchidem ca (G, *) este grup abelian.
2) a) Aratati cad 1n orice linie (coloand) a tablei operatiei unui grup G cu un numar finit de elemente,

fiecare element al lui G apare o datd si numai o singurd data.

b) Aratati ca tabla operatiei unui grup G = {e, a, b} cu trei elemente poate fi completata intr-un singur mod.
Solutie. a) PrAesupunem ca operatia din G este notatd multiplicativ. Fie G= {a, a, .., a },cu a, # a, pentru i # j.
Fie a € G. In linia lui @ din tabla operatiei apar elementele aa, aa,, ..., aa, ..., aa,.

1 n

Daca i # j, atunci aa, # aa,. Rezulta cd aa,, aa,, ..., aa, sunt distincte si, mai putin sle ab
ordinea, coincid cu a, a,, ..., a,. ele a b
Un rationament similar stabileste proprietatea mentionatd si pentru coloanele tablei. al a 2 2
b) Fie e element neutru in G = {e, a, b}. In tabla operatiei lui G vom completa pozitiile ,,? : bl b 2 9
Nu putem avea a®> = a, deoarece a s-ar repeta pe linia a doua. Nu putem avea nici a® = e, ele a b
deoarece in ultima pozitie a liniei lAui a ar aparea b, ceea ce produce o repetitie pe coloana a ol e a b
treia. Ramane adevarat ca a*> = b. In continuare, pentru a evita repetitiile pe linii si coloane, ala b e
vom avea ab = e, ba = e, b* = a.
bl b e a

3) Fie (G, ) un grup abelian cu n elemente. Ardtati cd a" = e, V a € G.
Solutie. Fie a, a,, ..., a elementele lui G si b = a,a,...a. Dacd a € G, atunci multimile {aa,, aa,, ..., aa }
si {a,, a,, ..., a } coincid, mai putin eventual ordinea. Cum G este comutativ avem:

aa,..a, =aa,aa,...ad, = ad...aa,aq,...q, . Asadar b = a"b, adica eb = a"b si, prin simplificare cu b, obtinem e = a".
— n 5 3 5

n ori

Observatie. Cu tehnici mai sofisticate se poate arata ca afirmatia din enuntul exercitiului 3 rimane adevarata
si in grupuri necomutative.

4) Sa stabilim ca O(2) este un grup de matrice.

Solutie. Daca A, B € O(2), atunci (AB) ='B'A=B'4"'=(4B)'si(4")=(4)=4=(4")", de unde
AB € O2) si A" € O(2). De asemenea 'I,=1,=1,", deci I, € O(2). Asadar, conditiile (i), (ii) si (iii) sunt
verificate de O(2), deci O(2) este grup de matrice.
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progliay @ 1. Pe Z definim operatia x* y=x+y—1.
Arétati cad(Z, *) este grup abelian.
@- @ 2. Fie G={a+h2|a,beQ a* -2b*=1}.
propsiE  Aratati cd G este o parte stabild a Iui R in
raport cu inmultirea si (G, -) este grup.
@ 3. Pe R se defineste operatiax* y=3/x’ + )’ .
Aratati cd (R, *) este grup abelian.
@ 4. Pe Rse defineste operatia x* y=ax+ by —1,
a, b € R. Aflati a si b daca (R *) este grup abelian.
5 . Xty
5.a)D ,V€E (-1, 1), at -1,1).
" a) Dacd x, y € ( ), atunci 1+xy€( )
b) Daca G = (-1, 1), aratati ca (G, *) este grup abe-
lian, unde x*y= Xty , oricare ar fi x, y € G.
I+ xy
® 6.FieA=R\ {0} si functiilef : 4 > 4,1 <i<4:
1 1
A0 =x, () =20 A =%, fix)=— .
Aratati ca multimea G = { /|, /., f,, f, } este stabila
in raport cu operatia de compunere si ca (G, o) este
grup abelian.
@ 7. Scrieti tabla operatiei grupului lui Klein.
Daca P este un punct pe perimetrul unui dreptunghi
cu laturile paralele cu axele de coordonate si cu
centrul de simetrie in origine, atunci imaginile lui P
prin functiile 1, u, v, w € A se gasesc tot pe
perimetrul dreptunghiului.
@ 8. Fie G = {e, a, b, ¢} un grup cu elementul
neutru e. Completati tabla operatiei lui G, stiind ca
a* = b* = e si comparati cu tabla grupului Klein.
@ 9. Completati patratele unui careu cu 5 linii si
5 coloane cu numere din multimea {1, 2, 3, 4, 5}
astfel incat suma numerelor din fiecare linie si din
fiecare coloana sa fie 15.

Indicatie. Folositi tabla unui grup cu 5 elemente.
@  10. Determinati radacinile de ordinul al 4-lea ale
unitatii si alcatuiti tabla inmultirii grupului (U,, -).

@ 11.Fied=R\ {0, 1} si functiile f,: 4 — 4,
. 1
1 <i<e, fl(x)zx,fz(x)zm, fi(x)=
1 . X
fi)=1.f()=1-x st fi(x)=—"7"
Aratati cd G = { f,, f,, /,, /,» [5» /) este stabild n
raport cu operatia de compunere si alcatuiti tabla
operatiei induse.
Aratati ca (G, o) este grup necomutativ.

x—1
b
X
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@ 12. Fie (G, -) un grup cu proprietatea
() =x»%, Vx,ye G. Aratati ca (G, -) este abelian.

@ 13. Fie (G, -) un grup cu proprietatea
xX*=e,V x € G. Aratati ca (G, -) este grup abelian.

@ 14. Fie (G, -) un grup comutativ si a € G.
Pe G se defineste operatia x*y = xya.
Aratati ca (G, *) este grup abelian.

@® 15. Pe multimea G este definitd o lege de
compozitie asociativa , *“ cu proprietatile:
a)d e€ G astfel incat exx=x,VxeG;
b)Vxe G, 3x' € G astfel incat x'*x=e.
Aratati ca (G, *) este grup.

@ 16. Fie G o submultime a lui C* formata din 3
numere complexe. Dacd G este stabild in raport cu
inmultirea, atunci G = U, = {Il, ¢, &}, unde

1.3

E=—— i
2 2
@® 17. Fie G o submultime a lui C* formata cu n
numere complexe. Dacd G este stabild in raport cu
inmultirea, atunci G = U, si (G, -) este grup.

si (G, -) este grup.

@8 18. Fie multimea G cu o operatie asociativa ,, -
astfel incat, oricare ar fi a, b € G, ecuatiile ax = b si
ya = b au solutii in G. Aratati ca (G, -) este grup.

@ 19. Fie (G, -) un grup multiplicativ.

a) Daca a € G, atunci d'a* = a"™*, (") =a"™ ,Vh,keZ.
b) Daca a, b € G si ab=ba, atunci (ab)" = a"b", he Z.
@  20. Determinati grupul unitdtilor monoidului
(Z,, -) si al monoidului (Z,,, ).

Completati tabla inmultirii grupului U(Z,) si a
grupului U(Z,), unde U(Z,) si U(Z,,) reprezintd
multimea elementelor simetrizabile (numite unitati)
ale lui Z_ respectiv Z .

) a b
@ 21.Fie G:{[ J
0 ¢

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

) 1 a
@ 22.Fie G={[ J|ae|R}.
0 1

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

a —-b
@ 23. Fie Gz{[ J
b a

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

a, b,ceIR,ac;tO}

a,beR &’ +b ;tO}.



coso. —sino

sino

@ 24.Pentruoricea€ R, fie 4, = (
cosa

a) Aratati ca 4 A=A, Vo, p e R.
b) Daca G = {4, | o € R}, ardtati ci (G, -) este un
grup de matrice.

u
@ 25.Fie G= {[

v

v
_J|u,veC,uﬁ+v17¢0}.
u

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

@  26.Daci A € .U(C), A= [ ! VJ , definim
w  Z

— (u v) . . = (u w
w  z A% z

Aritati cd AB=AB si (AB)* = B*A*,Y/ 4, BE ./(C).

MNp 3 e /(C)
27 \24i 1+i) 2

) 1+i
@ 27.Fie A=

—1i
Calculati: 4*, B*, AB, (AB)* si B*A*.

@ 28.Fie UQQ)={Ade.#,(C)|4* =4"} si
SUQ2)={4eUQ2)||4=1}.

Aratati cd U(2) si SU(2) sunt grupuri de matrice.
(U(2) se numeste grupul unitar de gradul al 2-lea
iar SU(2) grupul unitar special de gradul al 2-lea).
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b
j. @ 29. Fie A:[“ je,///z(lR).
c d

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
()d=A";
Qa+b=c+d=1,ac+bd=0;
Bad+c=b+d*=1,ab+cd=0.

@ 30. Verificati daca SL,(R) este grup de matrice.

@ 31. Verificati daca SO(2) este grup de matrice.

@ 32. Fie A:[” Vje,///z(C).
w  Zz

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
() A=A ;

(i) ur +vw=ww+zz =1, uw+vz =0

(iii) uu +ww=w+zz=1,uv+wz =0

@8 33. Fie 4 € M(R).

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

()4 € SO2) ; )

(ii) o € [0, 2n) astfel incit A :[ _Sm“j.
cosa

@ 34.Fie 4 € M (R).

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

()A€ 02)\ SO2) ;

(2) da € [0, 2m) astfel incat A =[

cosa

sino

sino

—COS OL)

cosa

sino



Grupuri de permutari

Grupurile finite, adica cele cu un numar finit de elemente, au aplicatii spectaculoase in aritmetica si in

combinatoricd. Ele sunt de asemenea folosite in studiul simetriilor unor configuratii geometrice, in clasificarea

grafurilor etc. Intr-un sens care va fi precizat mai tarziu, studiul grupurilor finite este strans legat de studiul

permutarilor unei multimi finite.

Grupul permutarilor unei multimi

Fie A o multime nevida. O functie bijectivd 5:4— 4 se
numeste permutare a multimii 4. Vom nota cu S, multimea tuturor
permutdrilor multimii 4. Cum functia identicd a multimii A4,

l,:4—>4, 1(x)=x

este bijectiva, avem 1, € §.

Functia 1, este numita incd permutarea identicd a multimii
A. Dacd o,me§,, atunci ocor €S, , deoarece compusa a doud
functii bijective este, de asemenea, functie bijectiva,

(com)(x)=o(n(x)), 4—>A4—>4
\/f
Rezulta cd operatia de compunere a permutarilor multimii 4

este o lege de compozitie pe S,, evident asociativa si de ele-
ment neutru 1.

Teorema. Daca A este o multime nevida, atunci (S, o) este
grup, numit grupul permutdrilor multimii A4.

Demonstratie. Cum legea de compozitie ,, o este asociativa,

ke

de element neutru 1, ramane sa aratdm ca orice permutare

A’
o €8, admite inversa in raport cu operatia de compunere.

Dupa cum este cunoscut, dacd c: 4 — A este bijectivd, atunci

1

functia o :4— 4, o '(y)=x<=o(x)=y este bijectiva si

-1 -1
coo =0 oco=1,.1

Grupul §,

In continuare presupunem ci A4 este o multime finita cu n
elemente, n € N*. Cum natura elementelor multimii 4 nu este
importantd pentru studiul nostru, putem presupune ca
A =1{1, 2, ..., n}. Cu aceasta conventie, S, va fi notatd cu S si
elementele lui S vor fi numite permutdri de gradul n.

Vom spune ca S este grupul permutdrilor de gradul n sau
grupul permutdrilor de n obiecte.

O permutare ceS,,0:{1,2,...,n} —>{1,2,..., n} este com-
plet determinatd daca pentru fiecare i € {1, 2, ..., n} este cunos-
cutd imaginea sa o(i) €{l, 2, ..., n}. Din acest motiv o permutare

o €S, se descrie cu un tabel cu doud linii,
31

1) Scrieti permutarile grupurilor
S, S, siS,.

2) Scrieti toate permutarile multimii
A = {23, 81, 121}.

3) Scrieti permutarile din S, care nu
sunt mentionate 1n lista urmatoare:

123y (123)(123)(123
2131 230321)0\231)

4) Scrieti toate permutdrile multimii
{c€ S, |o(2)=3,04) =1}.

5) Care dintre urmatoarele tabele
reprezinta permutdri din S ?

12345\ (12345
21343)°13254)
12345) (12345
21643)13541)
12345\ (12345
54321)0\1 111 1)

6) Consideram permutarile

o (12345, (12345
“21435)"\53214)

a) Calculati o1, 100, T0T, 600,07, .
b) Determinati o ! si sd se verifice daca
6 'loc=0c00c" = l5.

7) Determinati permutarea m daca:

2) 12345075_12345,
21435 \52143)

b)n01234—1234'
4321)4213)

o mon=(1 23
23 1)

Indicatie. c) Se poate face prin incercari.

o -



1 2 i n
o= )
o) o) .. o@) .. on))”’
in prima linie fiind trecute, in ordine naturald, numerele
1,2, ..., i, ..., n, iar in a doua linie fiind inserate imaginile lor
o), o(2),...,0(i),...,o(n) prin o . Cum o este functie bijec-
tiva, in a doua linie apar, intr-o ordine care depinde de o, tot

numerele 1, 2, ..., i, ..., n, fiecare o singurd data.
Se noteaza cu e permutarea identica a multimii 4 = {1, 2, ..., n}.

1 2 .. i . n

Avem e = . si eoo =0cce=0, oricare ar fi
1 2 .. i .. n

ces,.

LrEmrLE

1) Functia bijectiva o:41,2,3,4,5}—>{1,2,3,4,5},
o(1)=3,0(2)=5, 0(3)=2,0(4)=4 si o(5)=1 poate
fi descrisa astfel:

£1
o=
3

1 2
4 1

524 1)

3 4) (1 2 3 4]
ST =

3 2 31 2 4

Cum (com)(i)=0o(n(i)) si (moo)(i)=n(c(i)) oricare ar fi

1 2 3 4 j_
o(n(l)) o(n(2)) o(n(3)) o(n(4)))

(1 2 3 4 (1234
(63 o) 6(2) 6(4)) \34 1 2)

noc_( 1 2 3 4 j_
“m(o(1) m(s(2)) n(o(3) n(c(4))

(1 2 3 4) (1234
@) n() 73 nR)) (432 1)

Se observa cd com#moo

12345
31542

2345)

2) Fie G,?TES4,G=(

i€ {l,2,3, 4}, avem GOTC{

3) Dacd ceS;, c:[ j, atunci 6(1)=3,0(2)=1,

6(3)=5,0(4)=4 si o(5)=2.Cum pentru orice i € {1, 2, 3, 4, 5}

avem o '(j)=i < o(i)=, rezultd ca c'(D=2,07'(2)=5,

T3)=1,0'(4)=4 si c7(5)=3, deci o' =
o 3=lLo 4)=4si0 (5 e

Avem 6-1062606—1:(1 234 sze

12345)
12345

32

e

8) Scrieti toate permutarile multimilor:
a) {ceS,|c(3)=3}
b) {ces,|o(2)=3sic(4)=1}
©) {ces,|o(4)=4}.

9) Cate elemente au fiecare dintre
urmatoarele multimi:
a)d={c €S |c@2)=5};
bAd={c €S, |c@2)=5};
)Ad={c€S|c2)=50c4=1};

f(12345
o a={(43343)

10) Fie permutérile o, teS;,

(12345 (123
21435/ ¥ 234
,o°

a) Calculati con, oo, o, o’

a,bedl,2,3,4, 5}}

45

51)
1 , 7,l:l7 )
b) Determinati o' si 7~ si verificati dacd

1

-1 -1 - -1
O ©°0=0°0 =e,T om=mwonmr =e

11) Determinati o €S, daca

) 1 2345 1 2345
a 00 = .
53 52143

214
1 2345\ (12345
b) oo = .
21453152143

12) Determinati o €S, , daca

1 2 3 4 1 2 3 4
o0 © =
31 2 4 1 3 4 2

(123 4
2 3 4 1)

13) Determinati o €S, daca

1 2 3
Oo0 =
2 3 1)

14) Cate elemente are fiecare dintre
urmatoarele multimi?
a) S,; c) S
b) S.; d) S..




e

15) Aratati cd multimea permutarilor

Teorema. Grupul (S, ) are n! elemente. ) o
unei multimi cu n elemente, n > 4, este

mai numeroasd decat multimea partilor
unei multimi cu »n elemente si mai putin
numeroasd decat multimea tuturor

1 ) j n functiilor de la o multime cu » elemente
c= () nu putem avea numere care in ea insisi
o(n >

o(1) 6(2) ... o(i)

Demonstratie. Pentru a construi o permutare o € §, precizam

succesiv valorile o(1), 6(2), ..., 6(n). Cum 1n linia a doua a lvi o,

s Indicatie. Multimea partilor unei mul-
timi cu n elemente are 2" elemente.
Multimea tuturor functiilor cu domeniul
o multime A si codomeniul tot multimea
A, cand A are n elemente, are n" elemente.

o(l), n — 1 posibilitati de alegere pentru o(2) s.a.m.d.
Concluzionam c@ numarul permutarilor o € S, este
nn-1)n-2)..2-1=n'm

Diagrama unei permutari (facultativ)

Actiunea unei permutiri o € S, asupra numerelor 1, 2, ..., n poate fi ilustrata cu ajutorul unei diagrame.
in acest scop se considerd »n puncte distincte intr-un plan, asociate numerelor
1, 2, ..., n. Dacd o(i)=j, atunci se traseazd o sdgeatd cu originea in punctul asociat lui i si cu extremitatea
in punctul asociat lui j. Configuratia geometricd astfel obtinuta se noteaza cu D_ si se numeste diagrama
permutarii o €S, . Punctele asociate numerelor 1, 2, ..., n se numesc vdrfurile diagramei D_. Cum o este
functie bijectiva, din fiecare varf al diagramei D_ ,pleacd* o singurd siageatd si ,,soseste” o singura sdgeata.

L rEMpLE

@ 1) Fie GeSg,cz(l ;

9

W
WD o0
oo

j. Diagrama D_ este

123456789

Cum o '(j)=i<o(i)=j, diagrama D, a permutirii o'= , se obtine
/ / g ’ P 721386495

schimband sensul sagetilor in diagrama D_ a permutarii o .

12345

2) Daca neSS,n:(3 5419

j atunci diagrama D_ este

1
A=
__“
3 "4

L 26 s
iar diagrama D_, este N
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pRIBLEAE
. 12345
— @ 1. Fie -
— o, neSs;, G [3 215 4}
(12345
pROPSE =y 1 5 0 3)

Calculati om, oo, c’ si .

1234

@® 2. Fie cseS4,c$=(3 149

j . Determinati

-1 . . e . e — —
o' si verificati ci oo '=0'oo=¢.

@ 3. Rezolvati in grupul (S,, o) ecuatiile cox=m
oG 4 —123'7:—123
§1y—,unec_231§1—321.
12345
. Fi S = . i
@® 4. Fie ces;, 0 (1 5139 4j Calculati

2 3 4 .
c°,6°,6" si o¥

‘ 1234, (1234
@ 5.Fie cs,neS4,cs=(3 24 J $1 n—(4 21 3)‘

Calculati gom, oo, 'on, 00,0 ' omoo.

@ 6. Rezolvati in grupul (S, o) ecuatiile cox =,

12345)

0o = 00_1: d =
YoG=T,00X00 Tfauneﬁ[32451

(12345
\13254)
@ 7. Precizati permutarea o €S,, daca admite
2
. \:/ ‘\/3 O O
1 5

7 6

diagrama:

1 2 3 45 6 7
@ 8.Fieo,me s, o=

325416 7)

(1234567
1436 5 2 7/

Ardtati ca o’ = e, ©’ = e.

'
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@ 9. Fie urmatoarele permutari:

(12345
21354
(12345
135142
(12345
53124
L (123456
123456
(123456
“l654321)

a) Determinati suportul fiecarei permutari.
b) Care dintre aceste permutari sunt disjuncte?

12345
53124

Verificati, de asemenea, daca
toy:(l 234 5)
53124
d) Verificati dacd permutarile e si € sunt disjuncte.
e) Calculati T'(4); ¢!(2);

f) Calculati (tom)oo;
g) Verificati daca ece=¢oe.

c¢) Verificati dacd yot= (

@ 10. Aratati cd grupurile (S,, <) si (S,, o) sunt
comutative si ca grupul (S,, o) nu este comutativ.

@ 11. Pentru orice n = 3, grupul (S,, ) nu este

comutativ.

@ 12.Fie o €S, astfel incit 6 o =700, oricare

arfi 7S, . Aratatica o =e.

1234567
13. Fi _ .
@ le ced,0 (5163742)

Figurati diagramele lui o si o~

1
3

@ Il4Fieoc,nes,,c= ( ;
4 6789
5678091

(12
=0 3

lvio,7sin

3
4 . Figurati diagramele

-1




Morfisme de grupuri

Proprietatile algebrice ale elementelor unui grup sunt cele descrise in lista axiomelor grupului sau sunt
consecinte ale axiomelor. Exista grupuri ale caror elemente au proprietati algebrice asemandatoare si putem
identifica printr-o functie acele elemente care se comporta la fel. Aceasta functie va fi numitd morfism
(izomorfism, automorfism etc.). Studiul unui grup poate sd ne furnizeze informatii si asupra unui alt grup
daca intre aceste structuri a fost stabilit un morfism. Cu ajutorul morfismelor putem sa realizam o clasificare

a grupurilor.

Pentru a studia in ce
masurd proprietatile elemen-
telor unui grup pot fi regasite
intr-un alt grup, vom cauta o
corespondenta bijectiva
compatibild cu operatiile
celor doud grupuri.

Definitie. Fie (G, ) si (G', *)doua grupuri. O functie
f: G — G se numeste izomorfism de grupuri daca:

(D) fxey)=f(x)*f(y),Vx,yeG;

(2) f este bijectiva.

Spunem ca grupul G este izomorf cu grupul G’ si scriem G ~G',
daci existd un izomorfism f: G — G'. In caz contrar, spunem
ca grupul G nu este izomorf cu grupul G’ si scriem G 22 G'.

Remarca. Conditia (1) din definitia izomorfismului aratd ca
imaginea compusului a oricaror doud elemente x, y € G este
egala cu compusul imaginilor (in G'); vom spune ca actiunea
bijectiei f este compatibild cu operatiile celor doud grupuri.

Daca operatiile celor doua grupuri sunt notate aditiv, atunci
(1) se scrie astfel: f(x+y)=f(x)+ f(¥), Vx,yeqG.

Daca operatia lui G este notatd aditiv, iar cea a lui G’ este
notatd multiplicativ, avem: f(x + y) =f(x) f (), V x,y € G.

Teorema. Fie (G, o) si (G', *) doud grupuri. Daca f: G —» G’
este izomorfism, atunci ! : G’ — G este izomorfism.

Demonstratie. Fie x', y) € G'. Cum f este functie bijectiva,
existd x, y € G unic determinati astfel incat /' (x) =x" si f(y) =)'.
Conform definitiei functiei inverse /™!, avem f~!(x") = x si
f70/) = . Dar x'#y'= f(x)* f(») = f(xoy), de unde
S =y ) =x0y=fT'(x)x f7(Y); cum £ 1 G' - G este
functie bijectiva, rezultd ca /' este izomorfism. m

Remarci. Intre doud grupuri pot exista mai multe izomorfisme.
Astfel, pentru orice a € R, a >0, a # 1 avem un izomorfism de
la grupul ([Rf, -) la grupul (R, +) (vezi exemplul urmator).
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Identificarea unor grupuri izomorfe.

=

2
0
0

S = O

0
x ||xeR} . 4(R)
1

a) Aratati cd G este grup in raport cu
inmultirea matricelor.

200
b) Functia f:R—> G, f(x)=| 0 1 x
0 01

este izomorfism de grupuri .

2) Fie 4 :[ 0 1) e A, (R) si

10
G={l,, 4, A4, 4’}.
a) Aratati cd G este grup in raport cu
inmultirea matricelor.
b) Comparati tabla inmultirii grupului
(G, *) cu cea a grupului (Z,, +) si
conchideti ca (G, )~(Z,,+).

3) Fie G = (3, «).
a) Daca x, y € G, atunci
kp S xy—3(x+y)+12€G.
b) Aratati ca (G, *) este grup abelian.
¢) Determinati a, b € R astfel incéat
functia f:RY > G, f(x)=ax+b sa fie
izomorfism de la grupul (IRf ,°) la (G, *).

4) Pe G, = (-1, ) se defineste legea
de compozitie x * y =xy + x + y, iar pe
G, = (1, o) se defineste legea de
compozitie xoy=xy—-x—y+2.

Aratati ca G, si G, sunt grupuri
izomorfe.

Indicatie.

Se considerd [ : G, > G,, f(x)=x+2.

o -



Exemple si comentarii legate de izomorfismele de grupuri — tema de sinteza
* ~

DR, )I=(R, +).

Solutie. Fieae R, a>0,a # 1si f:IRf —R, f(x) =logx. Cum f este functie bijectiva si
S (@xy) = log (xy) = log x + log y = f (x) + f (), rezultd ca f este izomorfism de grupuri. Observam ca /' in acest
caz este functia /' :R—>R*, f~'(u) = a*si avem f'(u+v)=a""=a'a" =f"(u)yf'(v).

In legaturd cu exemplul 1) si mai consemnam faptul ca putem, folosind tablele de logaritmi, si inlocuim
calcule mai complicate ca inmultiri, Tmpartiri, exponentieri prin unele mult mai simple in care intervin
adunari, scaderi, inmultiri. Acest fapt justifica incd o data de ce este important sd gasim izomorfisme intre
grupuri: chiar daca doud grupuri izomorfe sunt ,identice* din punct de vedere abstract, calculele pot fi mai

simple sau unele proprietati pot fi descoperite mai usor Intr-unul dintre grupuri, iar rezultatele obtinute pot fi
transferate printr-un izomorfism in celalalt grup.

1
2) G= {[0 TJ laeZ} este grup de matrice si (Z,+)~(G,").

_ 1 a\(1 b) (1 a+b 1 a)' (1 -a .
Solutie. Pentru a, b € Z avem = . De asemenea, = eG si
0 1)l0 1 0 1 0 1 0 1

1
I, € G, deci (G, °) este grup de matrice. Functia f': Z - G, f(a)= 0 Cll este evident bijectiva si cum

1 a+b 1 all b 5 ) ) .
fla+b)= o 1 170 tlo 17 f(a)f(b), rezulta ca f este izomorfism, deci (Z,+) ~ (G, ).
3) (@, +) 22 (QF, ). Grupul aditiv (Q, +) al numerelor rationale nu este izomorf cu grupul multiplicativ
(Q7, ") al numerelor rationale strict pozitive.
Solutie. Presupunem cd existd un izomorfism f:Q— Q’:. Cum f este functie bijectiva, existd » € Q cu

() =2. Cum f(%) eQ si 2=f(r)= f(%%) = f(%) f(g) = f(g, avem /2 € Q, contradictie.

4) (Z,,+)~=U,, ). Grupul aditiv (Z,, +) al claselor de

resturi modulo 4 este izomorf cu grupul multiplicativ (U,, -) al Tabla grupului (Z,, +)

rdddcinilor de ordin 4 ale unitdtii. +1012 3
Solutie. Grupul U, este format cu radacinile (din C) ale 0123
polinomului /= X* — 1. Avem U, = {1, i, -1, —i}. Corespondenta 1230
f:2,-> U, fO)=1,f0=i, fQ)=-1, fB)=-i este 2301 —
bijectiva si tablele celor doud grupuri sunt la fel structurate 3012 rasp u ui ( 4’ .)
relativ la /. Rezulta ca f este izomorfism, deci (Z,,+)~U,, ). 1 | i ! _1 —!
. - —1
Remarcia. Daca doua grupuri (G,o) si (G',*) sunt il i -1 —-i 1
izomorfe si G are un numar finit de elemente, atunci G’ are “Li=1 - 1
acelasi numar de elemente. —il-r bl
Sa presupunem deci, ¢c& G = {a,, a,, ... a,} si A

G'={a], dy, ...d,} sunt grupuri cu n elemente, iar f: G — G’ este — T
ed) e al

o functie bijectivacu f(a,) =a,, I<i<n.Atunci f este izomorfism

daca si numai daca, VI<i, j<n, f(a,0a;)=d *d;, adica in ! f 6-11' :
pozitii corespunzatoare din tabelele celor doud grupuri, se gasesc : I
elementele care corespund prin bijectia f. Spunem ca tablele f’i\ Tt a0a; aj | - a;*a;
acestor doud grupuri sunt la fel structurate (relativ la /). : \f/

an P a’
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Renuntand la conditia de bijectivitate din definitia izomorfis-
mului, obtinem notiunea mai generald de morfism (omomorfism)
de grupuri:

Definitie. Fie grupurile (G, ©) si (G', *). Functia f: G > G
(nu obligatoriu bijectivd) se numeste morfism de grupuri daca:

fxoy)=f(x)*f(y), Vx,yel .

1) Functia f: "> IRT , f(2) =| z| este morfism de
la grupul multiplicativ (C*, ) al numerelor complexe
nenule la grupul multiplicativ (IRT, -) al numerelor reale
pozitive nenule.

LrEmpLE

Solutie. Pentru orice numar complex z = a + bi, avem

|z| = \/; =va’ +b* si|z|>0 dacd z # 0. Daci z, w € C, atunci

[(zw) =|zw| = zwzw = 2wz w = J(z2)(ww) = VZwim =

= |z||w| = f(z) f(w), deci f este morfism de grupuri.

2) Daci n e N¥, atunci f: Z - C*, f(k)= cos2"7"+ isinszn

este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (C*, ).
Solutie. Avem (coso + isina)(cosf + isinf) =
= (cosacosP — sinasinf) + i(sinacosf + cosasinf) =
= cos(a. + B) + isin(a + B), Vo,pe R
Daca h, k€ R, atunci f(h+k)=cos 2(h:;k)7c +isin 2(h;k)n =

_ 2hn . . 2h¢ 2km . . 2km)
—(cos p, +isin p, )(COS p +isin p, )—f(h)f(k).

Vom preciza actiunea unui morfism de grupuri asupra
elementului neutru, precum si faptul ca imaginea unui element
printr-un morfism comutd cu operatia de trecere la invers:

Teorema. Fie grupurile (G, o) si (G, *) avand elementele
neutre e si ¢'. Dacd f: G — G’ este morfism de grupuri, atunci:

(Df(e=¢ @S =f',vxe G

e

5) Pe Z, x Z, definim legea de com-
pozitie (4, b)+(¢,d)=(a+¢, b+d).
a) Cate elemente are multimea Z, x Z,?
b) Aritati ca (Z, X Z,, +) este grup.
¢) Comparati tabla operatiei grupului
(Z, x Z,, +) cu cea a grupului lui Klein
si deduceti ca (Z, X Z,, +) = (A, °).

6) Aratati ca functia
f:Z—>Z,, f(a)=a este morfism de la
grupul (Z, +) la grupul (Z,, +).

Indicatie. ¥ a, b € Z,
fla+by=a+b=a+b=f(a)+ f(b),

7) Aratati ca functia /: GL,(R) — R*,
f(A):|A| este morfism de la grupul
(GL,(R), *) la grupul (R",").

Indicatie. ¥ A, B € GL,(R) avem
f(AB)=|AB|=|4-|B|= f(4)f(B).

8) Fie G:{[a J
¢ d

a) Cate elemente are multimea G ?
b) Aratati cd G este grup in raport cu

) a b (d V) (a+d b+b
operatia: | . [+ . _|=| . ~ .
c d) \c d c+c d+d

c) Aratati ca functia f': .4 (Z) > G,

a b a b
S = . | este morfism surjec-
c d)) \¢ d

tiv de la grupul (.#(Z), +) la grupul (G, +).

S

a,é,@,aeza}.

Demonstratie. Trebuie aratat ca f aplicd elementul neutru e
al lui G peste elementul neutru e’ al lui G’ si cd imaginea
inversului, In G, al oricarui element x € G, este inversul, in G’,
al imaginii f (x) a lui x prin /. Se observa ca

¢'x f(e)=fle)= fleoe)=f(e)* f(e).

Asadar, in grupul G' avem e€'* f(e)= f(e)* f(e) si,
simplificand cu f (e), se obtine f (e) = €.

Pentru orice x € G, avem €' = f(e)= f(xox )= f(x)* f(x)
si, analog, €' = f(x")* f(x). Rezulti ci f (x') este inversul lui

f(x),deunde f(x")=f(x)". =

Daca G este grup, atunci un morfism (izomorfism) f: G > G
se numeste endomorfism (respectiv automorfism) al grupului G.
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9) Functia f:R— GL,(R),

f(oc)=£ .
sino.  cosa

la grupul (R, +) la grupul (GL,(R), -).
a) Determinati multimea de numere
K={aeR|f(a)=1,}.

10
01

coso. —sina

j este morfism de

b) Aratati daca £(0) :(

) este element
neutru in GL(R)

¢) Verificati ca f (-n) = (f(n))!;

d) Aratati ca f(%) = (f(—g)]l.

o -



pRIBLESE 1 0 a
_—

—a 1 —%az laeR}.

pRopsSE 0 0 1
Aratati ca (G, -)este grup de matrice si ca (R, +) ~(G, ).

@ 1.Fie G=

@ 2.Fie G={a+bV2|a,beQ a*-2b" =1}si

ol

Aratati cd G este grup in raport cu inmultirea
numerelor reale, (G, -) este grup de matrice iar

a, beQ, a2—2b2:1}.

a b
functia f: G > G, f(a+b\/§):(2b J este
a
izomorfism de la grupul (G, -) la grupul (G, -).

. a —b 2 2
@ 3.Fie G= |a,be|R,a +b"#0;.
b a
Aratati ca (G, -) este grup de matrice si functia

-b

I Cc">a, fla+bi)= (z j este izomorfism de
a

la grupul (C*, -) la grupul (G, -).

o

" . X+ ST
compozitie ,,*“ prin x* y =1+—y.Arata‘g1 ca (G, %)
Xy

4. Fie G = (-1, 1). Pe G definim legea de

1+x
1-x
este izomorfism de la grupul (G, *)la grupul (R, +).

este grup si cd functia f:G —> R, f(x):%ln

@ 5. Pentru orice a € Rdefinim functia 7 : R > R,
T(x)=x+a.
(i) Aratati ca T o7, =T

L. Va,beR

(ii) Multimea G ={T, laeR} este grup in raport cu
operatia de compunere a functiilor.

(iii) Functia f: R — G, f'(a) = T, este izomorfism de
la grupul (R, +) la grupul (G, o).

@ 6. Fie 4 = R x R. Pentru orice a € R definim
2
F 4> A4, F,(x, y)=[x+ay+%,y+aj.

(i) Aratati ca F,oF, =F

a+b

Va,beR.

(i) Multimea G ={F, |a R} este grup in raport cu
operatia de compunere a functiilor.

(iii) Functia f: R — G, f'(a) = F, este izomorfism de
la grupul (R, +) la grupul (G, o).

@ 7. Aratati ca grupurile (Z, +) si (Q, +) nu sunt
izomorfe.
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@ 8.Fie G= (—%, %) si pentru orice x, y € G
definim x* y = arctg(tg(x) +tg(»)) .

Aratati ca (G, *) este grup si cd (G, *) = (R, +).
coso. —sinal

@ 9. Functia /:R—>GL(R =
unctia f:R—>GL(R). /(0) (Sm ij
este morfism de la grupul (R, +) la grupul (GL,(R), -).
Determinati multimea de numere K = {a.€ R|f(a)= L}.

@ 10. Fie f: G > G’ un morfism surjectiv de la
grupul (G, -) la grupul (G', ). Atunci:

(i) daca G este comutativ, atunci G’ este comutativ;
(ii)daci x¥* =e,Vx€ G, atunci x> =€,V x' € G'.

@ 11.Fie G= {e, a} un grup multi- °le a
plicativ cu doua elemente. ele a
(i) Aratati ca tabla lui G este urmatoarea: ala e

(ii) Aratati cd orice grup G cu doua elemente este
izomorf cu grupul (Z,, +).

@ 12. Fie G = {e, a, b} un grup multiplicativ cu
trei elemente. .

e a b

(i) Aratati ca tabla lui G este urmatoarea: ¢|e g b
(ii) Aratati cd orice grup G cu treiele- 4|g b e
mente este izomorf cu grupul (Z,, +). p|p e a

@ 13. Fie G = {e, a, b, ¢} un grup multiplicativ
cu patru elemente astfel incat x> = e, V x € G.

(i) Completati tabla operatiei lui G.

(ii) Aratati cd G ~ .4 , unde .4 este grupul lui Klein.
(iii) Aratati ca (G, )%= (Z,,+).

@ 14. Aratati ca orice grup cu patru elemente este
izomorf cu grupul lui Klein sau cu grupul (Z,, +).

@8 15. Fie (G, ) un grup cu n elemente. Atunci:
(i) Numarul elementelor @ € G cu @®> # e este par
(eventual zero).

(ii) Daca n este par, atunci existd a € G, a # e,
astfel incat o’ = e.

@8 16. Fie (U, -) grupul radacinilor de ordin n
ale unitatii si o functie /: U — U .

Aratati ca f este endomorfism al lui (U, -), daca
si numai daca exista m € N astfel incat f (x) = x™,
V x € U feste automorfism daca si numai daca m
este prim cu n. Cate automorfisme are grupul U, ?

@® 17. Fie (G, )un grup sia € G.

(i) Functia f: G —> G, f(x) = axa ' este bijectiva.
(ii) Aratati ca f este automorfism al grupului G.
(iii) Examinati cazul cand G este grup abelian.




Subgrup. Ordinul unui element

Definitia subgrupului. Exemple

Fie (G, -) un grup de element neutru e. Suntem interesati sa
caracterizam partile stabile H ale lui G care au structurad de grup
in raport cu operatia indusa pe H de operatia grupului G. Legat
de aceasta problema introducem notiunea de subgrup.

Definitie. Daca (G, -) este un grup, atunci o parte nevida H a
lui G se numeste subgrup al grupului G daca verifica conditiile:

(H)Vx,ye H=>xye H

QVxe H=>x'e H

Observatie. Dacd H este subgrup al grupului (G, -), atunci
H este grup in raport cu operatia indusd pe H de operatia
grupului G. Intr-adevir, operatia indusi pe H este asociativa,
pentru cd operatia grupului G are aceasta proprietate. Cum H # &,
alegem a € H. Cum si a! € H, avem e = aa’! € H. Asadar
orice subgrup al lui G contine elementul neutru e al grupului
G si evident e este element neutru si pentru operatia indusa pe
H. in fine, proprietatea (2) din definitia subgrupului arati ci
orice element x € H are invers in raport cu operatia indusa pe
H de operatia grupului G.

Daca operatia grupului G este datd in notatie aditiva, atunci
o submultime nevida H a lui G este subgrup daca

(HWVx,ye H=>x+ye H

Q) Vxe H= x€ H.

LEEmpLE . def .
1) Dacd G=GL,(R)={4deM,(R)|det4+0} iar

def

H =SL,(R)y={4€G|detA=1}, atunci H este subgrup

al lui G.

Intr-adevar, daci 4 si B € H, atunci det(4B) = detd - detB =
=1-1=1, deci AB € H. De asemenea, daca 4 € H atunci din
I, = AA™" rezultd ca 1 = det/, = det(44™") = detd - detd™' =

1 - detd” = detd!, deci 47! € H.

def

2)Fiene Nsi H=nZ={nq|qeZ}.

Dacd x, y € H, x = nq,, y = nq, cu q,, q, € Z, atunci
x+y=n(q,+q,)enl=H si —x=n(-q)enl=H . Asadar
H = nZ este subgrup al grupului aditiv (Z, +) al numerelor
intregi.

3) Fie neN* si H={c €S, |o(n)=n} este subgrup al
grupului (S, ). Intr-adevar, daci o, 7€ H , atunci o(n)=n
si 7(n)=n.Avem (corm)(n)=oc(r(n))=c(n)=n si n=e(n)=

1

=(c'oo)n)=c"(c(n))=c"'(n),deunde cone H si ' eH
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1) Fie (G,*) un grup de element
neutru e si £ = {e}. Aratati cd F este
subgrup al lui G. E = {e} se numeste
subgrupul unitate al grupului G

Cand G este dat in notatie aditiva,
atunci O = {0} este subgrup al lui G,
numit subgrupul zero.

2) Aratati ca orice grup G este
subgrup al lui G.

3) FieZ= {nq, q € Z} subgrup in (Z, +).
a) Este 5Z N 7Z subgrup al lui (Z, +) ?
b) Aratati ca 6Z N 9Z = 18Z.
Este 6Z N 9Z subgrup al lui (Z, +) ?

4) Aratati ca intersectia a doua subgru-
puri ale unui grup este subgrup.

5) Aratati ca
2Z+3Z={2x+3y|x,ye Z}
este subgrup al lui (Z, +).

6) Fie i = {A €M), 4 =(“ Oj}
a0
Aratati ca H este subgrup al lui (.7, @), +).

7) Aratati cd multimea

B EIEE Y
CHEHEDE

inzestratd cu inmultirea matricelor for-
meazd un subgrup al grupului GL (R).

8) Aratati cd multimea
H ={cosa+isina | ae[0,2n)}
inzestratd cu Tnmultirea este un subgrup
al grupului (C*, -).
Ce reprezintd in plan multimea H ?
Care este inversul elementului
z(a) = cosa + isina, o € [0, 2m) ?

-1
Reprezentati in plan z(gj si (z(g)) .

S —



4) Daca (G, -) este un grup cu elementul unitate e, atunci

not

1={e} si G sunt subgrupuri ale lui G. Primul dintre acestea se

numeste subgrupul unitate al grupului G.
Daca operatia grupului G este notata aditiv, atunci subgrupul
O = {0} se numeste subgrupul zero al grupului G.

Observatie. Subgrupurile grupurilor S, n € N* se numesc
grupuri de permutdri.

Grupurile de matrice, definite anterior in acest manual, sunt
de fapt subgrupuri ale grupului general liniar.

Ordinul unui element

Definitie. Fie (G, -) un grup, de element neutru e si a € G.
Spunem ca a este element de ordin finit al grupului G daca
exista m € N* astfel incat a” = e.

Daca a este element de ordin finit atunci cel mai mic numar
m € N* cu proprietatea a” = e se numeste ordinul lui a si notam
ord a = m.

Daca grupul G este dat in notatie aditiva, elementul @ € G
are ordinul finit daca exista m € N* astfel incat ma = 0, unde 0
este elementul neutru al grupului G si ma=a+a+..+a.

m ori

Un grup (G, ) cu un numar finit de elemente se numeste
grup finit; numarul n € N al elementelor lui G se numeste
ordinul grupului G si notdm ordG = n. Analog se defineste
notiunea de subgrup finit si de ordin al unui subgrup.

LEEmpLE

)

2 2 1
1) Numarul complex &= cosE +isinZ = —= +i Y2 oste
3 3 2 2

element de ordinul al 3-lea al grupului (C*, -) pentru ca:

g 282——4‘177&1

) 4n . 4n 1 3

g =cos—+isin—=———-i—=#1
3 3 2 2

& =cos2m+isin2m=1-

s = < 2n .. 2m
Analog se aratd cd numarul complex &=cos— +isin—,
m m

meN* este element de ordinul m al grupului (C*, -).

2) In grupul aditiv (Z,, +) clasa 6 este element de ordinul al
4-lea pentru ca

1-:6=6%0
2:6=6+6=12=4%0
3.6=6+6+6=18=2%0
4-6=6+6+6+6=24=0"
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9) Fie grupul abelian (Z,,,
nati ordinele elementelor:

a) ib;b) i;c) @;d) 5\5

+). Determi-

10) Calculati ordinul elementului

(?'3jincng)

11) Fie grupul abelian (Z,,
Determinati ordinele elementelor:

a) ib;b) i;c) @;d) 5\5

+).

12) a) Aratati ca (Z,,, ) nu este grup si
ca (ZTI, -) este grup.
b) Determinati ordinele elementelor 2,

N

5si 7 din grupul (Z,,,-).

13) Elementul 3 al grupului (Z,,,+)
are ordinul al 4-lea pentru ca:
1:13=320,2-3=3+3=6=20,
3.3=3+3+3=920 si
4.3=3+3+3+3=12=0.1

Ce alte elemente din grupul (Z,,,+)

mai au ordinul al 4-lea? Ce alte ordine
mai pot avea elementele din (Z,,,+)?

14) Intr-un grup (G, -) avem e' = e,
deci orde = 1, unde e este elementul
neutru. In grupul (R*,-) singurul ele-
ment de ordin finit este 1 pentru ca din

a"=1,cuoa>0sim>0,rezultd o = 1.
in grupul (R*,-) singurele elemente de

ordin finit sunt 1 si —1 si avem ordl = 1,
ord(-1) = 2.

15) Scrieti toate subgrupurile grupului
(Z,,,+).

16) Aratati ca 7Z N 3Z = 21Z.

17) Aratati ca 12Z N 15Z = 60Z.




Teoremai. Daca a este element de ordin m € N* al grupului
(G, *), atunci H = {e, a, @, ..., a"'} este un subgrup de ordin m
al lui G.

Demonstratie. Dacd a’ = &, unde 0 < i <j <m, atunci & = e
cu 0 <j —i<m, ceea ce contrazice minimalitatea lui m. Asadar

e, a, a*, ..., @™ sunt m elemente distincte ale lui G, deci H are
m elemente.
Cuma"=e=aa"' =ad*a"? = .., ,reaulticial =a"' € H,

(@) '=a"?e H,..(a")'=ae H Cumsie! =ee H, rezulta
ca oricare ar fi x € H, avem x' € H.
Fiex,ye Hyx=d,y=d cu0 < i,j<m Existiqg,re Z
astfel incat
itj=mqg+r,cul <r<m.
Avem xy = d'd = a" = (a")'a" = e¢'a" = a" € H.
Rezulta ca H este subgrup de ordinul m al grupului G. m

Observatii.

¢ Daca orda = m si a* = e, k € Z, atunci m divide pe k.

Intr-adevar, scriem k=mg + rcuq, r€ Z, 0 < r < m si atunci
e=d'=am" = (a")a = ela" = a'.

Din e = a” si orda = m rezultd ca r = 0, deci m | k.

Reciproc, dacd a” = e si din a* = e, k € Z rezulta m | k, atunci
orda = m.

¢ Daci (G, -) este un grup finit atunci toate elementele sale
sunt de ordin finit. Intr-adevir, pentru a € G, toti termenii sirului
a,a*, @, ..., d, ... sunt in G. Cum G este multime finita, termenii
sirului precedent nu sunt distincti. Exista i, j € N*, i < astfel
incat @' = @. Rezultd cd @ = e, unde 0 < — i, deci a este de
ordin finit.

¢ Dacaz e C*si |z| >1, atunci z nu este element de ordin
finit al grupului (C*, -).

Intr-adevar, daca pentru m € N* avem z" = 1, atunci:

1:|1| =

m

z m

=|z[", cu |z|>1. Contradictie.

e

18) Consideram grupul de permutari
(S,,0). Cate elemente are S,? Scrieti
toate subgrupurile lui. Verificati ca ordinul
fiecarui subgrup divide ordinul grupului.

19) Fie grupul multiplicativ (C*, ).
a) Dacd z € C* este element de ordin
finit, atunci |z| = 1.
b) Daca z = cos(\/zn) + isin(\/zﬂ:) , atunci
lz2[ = 1 si z¥ 1, oricare ar fi k& N*.
c) Pentru z€ C*, ord z < oo daca si numai
dacd z=cos(rn)+isin(rm), cu r € Q.

20) Fie p un numar prim, p > 2 si

1 a b
G=110 1 ¢|labéez,
0 0 i

a) Aratati ca G este grup de ordin p* in
raport cu inmultirea matricelor.

b) Aratati ca ord 4 = p oricare ar fi 4 € G,
A#1.

21) Fie (G, -) un grup si a € G astfel
incat ord a = m. Avem:
a)ord a! = m.

b) ord(bab™)=m,VbeG .

Teorema lui Lagrange (facultativ)

Principala proprietate de naturd aritmetica a grupurilor finite este:

Teorema (Lagrange). Ordinul oricarui subgrup A al unui grup finit G este divizor al ordinului grupului G.

Demonstratie

Fie (G, -) un grup finit si A un subgrup al sau. Fie n = ordG si m = ordH. Dacid a € G, fie al ={ax | xeH}.
Aplicatia f: H — aH, f(x) = ax este evident surjectiva. Dacd f(x)) = flx,) cu x,, x, € H, atunci ax, = ax, si
inmultind la stdnga cu a', obtinem x, = x,. Rezulta ca f este si aplicatie injectiva. In definitiv f este aplicatie

bijectiva, deci aH contine m elemente.
Avem proprietatea:

(*)be aH = aH N bH = 2.
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In caz contrar existd x, y € H astfel incat ax = by, de unde b = axy™'. Cum H este subgrup, avem xy~' € H,
deci b = axy! € aH. Absurd.

Fie g, r € N astfel incat n =mqg + r,cu 0 < r <m.

Trebuie sd ardatdm cd » = 0. Cum mqg < n si cum aH are m elemente, oricare ar fi a € G, se pot alege

elementele a, a,, ..., a, € G astfel Incat:
a, & aH
a, ¢ aHUaH

a,é aHUaHU ..U aqﬁlH
Conform lui (*), a HU a,H U ... U a H contine mq elemente ale lui G, iar submultimea
M=G\(aHUaHU .. anfD
are r elemente. Dacd >0 si a € M, atuncia HU ... U aH U aH este o submultime a lui G cu m(g + 1) elemente.

Asadarn =2 m(g+ 1)=mqg + m > mq + r = n.
Contradictie. Ramane adevirat ca r = 0, deci m | n.

Corolar. Fie (G, -) un grup finit si » = ordG. Avem:
(1)Va € G, orda | n
2)Vae G, a"=e.

Demonstratie
(1) Cum G este grup finit, toate elementele sale au ordinul finit. Fie a € G si m = orda. Atunci H = {e, a,
@, ..., a"") este subgrup de ordin m al lui G. Aplicand teorema lui Lagrange, rezultd ci m | n.

(2) Fie m = orda si n = mq, ¢ € N*. Avem
a" = (a"y = (e)! = e.

Ordinul unei permutari (facultativ)

Daca n € N, atunci notam cu 4 = {1, 2, ..., n}.

def
Definitie. Fie €S, si 4 ={ic A|c(i)#i}.
Multimea A se numeste suportul permutdrii o . Spunem cd permutarile o, 7 €S, sunt disjuncte daca
A.NA4,=D.

£ REMPLY

1234567 n:(12
3264517) 15

st A (14, =0, deci permutarile o si 7 sunt disjuncte.

34567
Daca G,T[ES7,G=( 3 7 2 6 4 N atunCiAG:{l,3,6},Aﬂ:{2,4,5,7}

Observatii
® Dacd ie 4, ,atunci o(i)e 4, . Intr-adevir fie j=o (/). Avem i # j , deci o(i) #o(j), de unde o(j)# j,
adica jed, .

® Pentru oS, avem 4 = daca si numai dacd o =e.

Teorema. Dacd o, meS, sunt permutari disjuncte, atunci conr=noc.

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca (ocon)(k)=(moo)(k), oricare ar fi k € 4 = {1, 2, ..., n}.
Caz: (ke ). Avem o(k)e 4, , deci (moo)(k)=mn(c(k))=c(k) si (com)(k)=oc(n(k))=c(k).
Analog, cand (k € A ) avem (noo)(k)=n(k)=c(n(k))=(com)(k).
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Cazul (ke A, UA4)
Avem (com)(k)=o(n(k))=c(k)=k si analog (mco)(k)=k,
Asadar (com)(k)=(nco)(k),Vke A, deunde con=mocc. m

Definitie. Fie m € N, m > 2. O permutare oo € S, se numeste ciclu de lungime m sau m-ciclu, daca exista
m numere distincte i, i, ..., i € A= {1, 2, ..., n} astfel incat:
(x(i V=i, 0(iy) =1y, ..,a(i, )=i,,0(, 6 )=isi a(k)=k
oricarearfike A, k#i,i, ...,10 .
1 2 m
Un 2-ciclu se numeste transporzitie.

Un m-ciclu a € S cu actiunea din definitia precedenta, se —_ b

noteaza o = (i,, i,, ..., i ). Suportul lui o este 4, ={i,,7,,...,i,}, i . O
- A . - - °1

iar diagrama lui o este reprezentata in figura aldturata. / 4 :

Evident ciclurile (i,, iy, ..., i, 1)), (i3 iy ooy £, iv I))y e s i k#i,0,y,..,i
@, i, .0 , I )sunt toate egale cu ciclul a = (11, gy s ) \
pentru ca ac‘gloneaza la fel asupra numerelor 1, 2, 3, n. Ly

Teorema.

(1) Dacd a € S, este un m-ciclu, atunci orda. = m
(2) Dacd a, B € S, sunt doua cicluri disjuncte de lungimi p, respectiv ¢, atunci ordinul permutarii o ° f3
este egal cu cel mai mic multiplu comun al numerelor p si g.

Demonstratie. (1) Presupunem ca a = (i
am (i) =i sio(i)=o()=1i.

Analog se aratd cd o(i,) = iy, .. oc’”(im) =i.

Cum oc’”(k) k, oricare ar fi k ;t i reuzultd cd o” = e. Evident a0 # e, o> # e, ..., o' # e, de unde
orda =

o 1) Avem ofi,) = i), o*(i,) = a(oi,)) = a(i,) =

1 2, .

S SR

(2) Cum « si B sunt cicluri disjuncte, avem aoB=Boa de unde (aoP) =o' of*, Vk € N*. Rezulta ca
(aoB) =e daca si numai dacd of = e si Bt = e, adicd p | k si ¢ | k. Acum este evident ci
ord(aceB)=[p, gl=cmm.m.c. (p, q). m

Exercitii rezolvate 4
1 23 456
1 46 352

Solutie. Diagrama lui o este reprezentata in figura alaturata.

1) Fie GES6,G=[ j.Séseaﬂe ordc .

Rezultd ca o este un ciclu de lungime 4, anume c=(2, 4, 3, 6) de unde ordoc =4.

. 1 23 456 7 8
2) Fie ce s, 0=
3257186 4
Sa se determine ordc.
. - A e ey . . . - 7
$olu;ze. D'acaf avem in vedere definitia ordinului trebuie sa 3 f—
gasim cel mai mic numar m € N* astfel incat ¢” = e . Se constata / \ O
ci o #e pentruk=1,2, .., 11si 6> =e, de unde ordo=12. \ 2
La acest rezultat se ajunge mai rapid observand ca diagrama 5
lui o este reprezentatd in figura alaturata.

—
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Diagrama lui ¢ pune in evidenta ciclurile disjuncte a, B € S,, o = (1, 3, 5) si B = (4, 7, 6, 8) si se observa
cd o=aof. Folosind teorema precedenta, avem
ordo =ord(a o B) =[orda, ordB]=[3, 4]=12.
3) Fie ceS,,c#e.

- - PN . . . 2/ . - - .

(1) Daca i, € 4, , atunci in sirul i, o(;), 6°(/), ... primul numar care se repeta este ,.

X » : m /. . * o . . r . 2. ]y .

(2) Daca iy € A; si 6™ (i) =i, cu m € N* minim, atunci m, > 1, o, = (i, o(i,), 6°(i,), ..., 6™ (i,)) este ciclu de
lungime m, si 4, < 4.

< . m, /- . * s : . . my—l - 1

(3) Dacd i, € 4,\ 4, si o™ (i))=i, cum, € N* minim, atunci m, > 1, o, = (i,, a(i,), ...c"™'(i,)) este ciclu
de lungime m,, 4, N4, =D si 4, U4, c4,.

(4) Existd ciclurile o, @, ..., a € S disjuncte doud cate doud astfel incat 4, U4, U..U4, =4, si
C=0,°0,0°..00,

Solutii.

(1) si (2). Sirul i, 6(,), 6°(), ... are toti termenii in A4_; cum A_ este multime finitd, sirul considerat are
repetitii. Fie ¢™(;) cu m € N*, m minim, primul numar care se repeta in sir. Cum i # (i) , avem m, > 1.
Cum fin fiecare varf al diagramei lui o ,soseste o singurd sageatd, avem &™(j)=i . Evident Au. cA4,.

(3) Avem 4, N4, =O pentru ci in fiecare varf al diagramei lui ¢ ,soseste” o singurd sigeata.

(4) Dacd 4, U4, S 4

[e]

se alege €4\ (4, UA4,) s.am.d. Dupd r pasi se gisesc ciclurile a,, O, ..., O,

disjuncte doud cate doud, astfel incat 4, U4, U..U4, =4, pentru cd 4 este multime finitd. Evident

G=0,00,0...00,"

. 1 23 45 6 7 8 9
4) Fie ce§,, 0= .
3517 6 2 9 8 4

Descompuneti ¢ in produs de cicluri disjuncte si sa se afle ordo .
Solutie. Avem 4 ={1,2,3,4,5,6,7,9}.Fie i€ 4_,i,=1. Consideram sirul: 1, o(1) =3, (3)=1, .... Avem

o, =(1,3)si 4, ={1,3}. Fie i, € 4,,i, ¢ 4, . Putem lua i, = 2. Consideram sirul:
2, 6(2)=5, 5(5)=6, 5(6) =2, ...
Avem ,=(2,5,6) si 4, ={2,5,6}. Fie €4,,5¢4, UAlxz . Putem lua i, = 4. Consideram sirul:
4, o4 =7,0(1)=9,0(9) =4, ... Avem a;=(4,7,9) si 4, ={4, 7, 9}. Deci 4, U4, U4, =4,. Rezulta ca

G=0,°0,°0, si ordo este egal cu c.m.m.m.c. al numerelor 2, 3 si 3, deci ordo=6.
La acelasi rezultat se ajunge mai simplu considerdnd diagrama permutarii o

5 7
T ' ' »
VAN ATE

care pune in evidentd ciclurile o, =(1, 3), o, =(2,5,6), a,=(4,7,9) si egalitatea c=0, 00, cq,.
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prosiiag @ 1. Fie U={zeC*||z|=1}. Aratati
—_— ca U este subgrup al grupului (C*, ).
ﬁ @ 2.Fie H={zeC*|TkeN* F =1}.
pRopE Aratati cd H este subgrup al grupului
(C*,-) si HcU ,unde U este subgrupul
de la exerci‘giﬁl 1.
@ 3.FieH={4de€ MU[R)|'4d=4}si

N={4d€ MR)|'4d=-A}.

Ardtati ca H si N sunt subgrupuri ale grupului
(A(R), +) si cd oricare ar fi 4 € 4 (R), existdi B€ H
si C € N unic determinate astfel incat 4 = B + C.

@ 4. Fie (G, -) un grup si H un subgrup al lui G
cu doud elemente, H = {e, a}. Aratati ca a* = e.
Reciproc, dacaa € G, a # esi a® = e, atunci H= {e, a}
este subgrup al Iui G. Determinati subgrupurile cu doua
elemente ale grupului (R*, -) si ale grupului (C*, ).
@ 5. Fie (G, -) un grup si H un subgrup al lui G
cu trei elemente, H = {e, a, b}.

Aratati cd a®> = b, b* = a si a® = b® = e. Determinati
subgrupurile cu trei elemente ale grupului (C*, -).

@® 6. Fie G multimea tuturor sirurilor (x ) _, de
numere reale. Aratati cd G este grup abelian in raport
cu operatia (x) _, + ()., = (x, +») _,si cd multimea
H a sirurilor convergente este un subgrup al lui G.

@ 7. Daca H este un subgrup al grupului (Z, +),
atunci existd n € N unic determinat astfel incat H = nZ.

@ 8. Fie (G, *) un grup, iar H, N doua subgrupuri
ale sale. Aratati ca HNN este subgrup al lui G.
Aratati ca in grupul (Z, +) avem 2ZN3Z=6Z .

@ O9.Fiem,np ge N,

ma nb o

Hz{[ J|a,b,c,deZ}.Arata‘g1 ca H este
pe qd

subgrup al grupului (.#,(Z), +).

@ 10. Fie G un grup, iar H si N doud subgrupuri
ale sale astfel incat H # G, N # G. Aratatica HUN # G.

@ 11. Fie (G, -) un grup si H o parte nevida si
finitd a lui G, stabild in raport cu operatia grupului G.
Aratati ca H este subgrup al lui G.
@ 12.Fie(G, -)ungrup sia e G si
Cla)=ixe G | xa = ax}.
Aratati ca C (a) este subgrup al lui G. Determinati

elementele lui C,(a) in cazul G = GL,(R) i a = ((1’ ‘1) .
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@ 13. Determinati ordinul fiecdrui element al
grupului (S;, o) si toate subgrupurile acestui grup.

@  14. Determinati ordinele elementelor grupurilor
(Z, +) st (Zg, H).

@8 15. Fie (G, ) un grup si a, b € G astfel incat
ab = ba, orda = m, ordb = n si (m, n) = 1.
Aratati ca elementul ¢ = ab are ordinul mn.

@8 16. Fie (G, *) un grup si a € G, orda = m. Aritati

ca pentru orice k € Z avem orda’ = . Demon-

m
~ (k,m)
strati cd ord(a*) = m daca si numai daca (k, m) = 1.
@8 17. Fie H un subgrup de ordinul m al lui (C*, ).
a) Aratati ca H = {1, ¢, €, ..., €™}, unde

€= cosﬁﬂ'sinﬁ .

m m

b) Aratati cd in grupul (C*, -) exista exact ¢(m)
elemente de ordin m.

¢) Determinati elementele de ordinul al 4-lea si cele de
ordinul al 6-lea din grupul (C*, -).
@8 18. Fie grupul (D, -) de ordinul 2n, n > 3 in
care existd doud elemente a si b astfel incat orda = n,
ordb = 2 si ab = ba™!.

Arétati cd D = {e, a, &, .., a"', b, ba, ba?, .., ba"}

R
sica a'b/ =b'd"" .

27 . 2m
cos— —sin=—"—
. n n
d® 19.Fien=>3, 4= ,
. 2@ 27
sin=— cos—
n n

B:(; _OJ.

Ariatati ca 4, B € GL(R), ordd = n, ordB = 2,
AB=BA"'sicaH={l, A, .., A", B, BA, .., BA"}
este un subgrup de ordinul 27 al grupului GL,(R).

Aratati ¢ H~D,, unde D, este grupul de la
exercitiul 18.

@@ 20. Fie (G, *) un grup si (S,,°) grupul
permutdrilor multimii suport a grupului dat.
Dacaa e G, fie 0,:G—>G,0,(x)=ax.

Aratati ca 0,€S5,,0,00,=0,,Va,beqG,
H =1{0,|ae G} este subgrup al grupului (S, ) si
G ~ H (orice grup G este izomorf cu un subgrup al
unui grup de permutari).

@ 21. Fie 3-ciclul o= (i, i), i,) € S
Aratati cd o’(i)) = i,, &’(i)) = i, &’ = e, orda. = 3.




Izometrii intr-un plan (facultativ)

ya
Vs

sA_~¢ 1. Grupul izometriilor planului euclidian (facultativ)

0 Fie .7 un plan inzestrat cu un reper cartezian xOy. Dacad A(x,, y,)
AMPTAT i B(x,, v,) sunt doud puncte din #, distanta de la 4 la B este Vi

d(A, By =J(xy — %, + (75 —y.)* - ’ —>

O Xy Xp X

Teorema. Fie 4, B, C trei puncte necoliniare din planul . Daca distantele de la punctele P si Q la fiecare
dintre punctele 4, B, C sunt egale, atunci P = Q.

Demonstratie. Pin ipoteza d(P, A) = d(Q, A), adica \/(x, —x,)* + (3, = ¥,)* ={(xp —x,) + (3, —»,)’ . deci
(1) x; —xé + Y5 _yé =2x,(xp =%5) =2y, (yp =25) =0 .

Analog, folosind ipotezele d(P, B) = d(Q, B) si d(P, C) = d(Q, (), se obtin egalitatile
(2) x; —xé +y12> _yé = 2x,5(xp =X5) = 2y5(yp —¥5) =0
(3) x; —xé +y12> _yé = 2xc(xp =x5) =2y (yp —¥5) =0

Scazand (2) si (3) din (1) se obtine sistemul omogen in necunoscutele u =x —x, v=y -y,

1 x, y
Xpg=xJu+(y,—y,)v=0 - - A
(S) {( s =X UE (s =) avand determinantul [ * 4 227 2| Xy yu|#0.
(xe =x Ju+(ye—y,)v=0 Xe =Xy Ve V4
I xe e

Rezulta ca sistemul (S) admite numai solutia banald, deci u = v = 0, de unde x, = Xp Vo=V adicaP=0Q. m

Definitie. O functie T : & — # se numeste transformare geometricd a planului /. Vom spune ca T este
izometrie (miscare rigidd) daca conserva distantele dintre puncte: d(7(4), T(B)) = d(4, B), ¥V A, B € #.

wrémrit O verificare imediata stabileste ca urmatoarele transformari geometrice sunt izometrii.

/Ll? ¢ Simetria axiald. A‘\B ¢ Translatia (deplasarea paraleld) de vector v.

Fie d o dreapta in . Daca v este un vector

planul #. Se numeste simetria d// din planul 2, definim B
1‘ B! "

de axd d functia s, : # — & functia ¢,: />,
cu s (A4) = A’, unde d este me- tL(A)=4'"=v= A4, nu-

. . , ! e .
diatoarea segmentului [44']. 1 =s(4) mita translatia de vector v.
¢ Rotatia in jurul unui punct. B’\A,B ¢ Functia identicd a planului 5. BB
Fie O un punct din 2. e‘l Functia £ : # — 7, E(A) = 4 — 1B
Notdm cu R, rotatia de unghi  ;  “¢&xp.4 " este evident o izometrie.
0e[0, ) si de centru O, in ".‘ L0
sens invers acelor ceasornicului.
A4=1(4)
Definitie. O submultime F a unui plan .2 se numeste figurd pland. ™

Fie T: #— & o izometrie a planului .2 Daca 4, B, C sunt trei puncte necoliniare, atunci
dB, C) <d(B, A) + d(4, C). Rezulta ca d(T(B), T(C)) < d(T(B), T(4)) + d(T(4), T(C)), deci 4 B

punctele 7(4), T(B), T(C) sunt, de asemenea, necoliniare.
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Daca A, B€ #, A # B si ke R, atunci locul geometric al punctelor M € # cu proprietatea ca MA> — MB*> = k
este o dreaptd d perpendiculard pe dreapta 4B in punctul M, astfel incat M 4> — M B* = k. Acum putem
demonstra:

Teorema. Orice izometrie 7 : &/ — 7 este functie bijectiva.

Demonstratie. Evident, orice izometrie este functie .

injectivd. Ramane sa aratam ca pentru orice punct /,"\‘Q
0 € #exista un punct P € 7 astfel incat 7(P) = R

Fie in acest scop 4, B, C trei puncte necohmare ale S G
planului #si 4, =T(A), B,=T(B),C,=T(C) .

Fie o= 04’ - OB/ si p=04' - QOC; . 5

Fie u, v, u, v, locurile geometrice al punctelor M € ¥
pentru care avem respectiv MA> — MB* = a, MA> - MC* = B, MA’ — MB’ = o, M4’ — MC’ = . Fie P intersectia
dreptelor u si v. Cum T este izometrie, avem 7T(B)eu, (1v,={Q} de unde T(P) = Q. m

Teorema. S& notam cu /zom(#) multimea tuturor izometriilor planului .2 Daca T si T, sunt izometrii,
atunci si 7,07, este o izometrie. ([zom(7), o) este un grup, numit grupul izometriilor planului .

Demonstratie. Compunerea a doud izometrii este izometrie pentru cad ¥V 4, B € 7, avem
d((T; o T,)(A), (T, o T, )(B)) = d(T,(T,(A)), T,(Ty(B)) = d(Ty(A), T,(B) = d(4, B) .
Compunerea izometriilor este asociativa si admite ca element neutru functia identicd a lui -’ notata cu E.
Sa aratam ca inversa unei izometrii este izometrie, adicd V A', B' € 2, d(T''(4"), T''(B")) = d(4’', B").
Cum T este bijectiva, existd 4, B € # astfel incat T(4) = A’ si T(B) = B’ si atunci T"'(4") = A, T'(B')= B
Folosind faptul ca T este izometrie, avem: d(7°'(4"), T"'(B")) = d(4, B) = d(T(A4)), T(B)) = d(A', B'). m
Corolarul 1. Daca o izometrie 7 invariaza (fixeaza) trei puncte necoliniare 4, B, C, atunci 7= E (E este
functie identica a planului 7).
Demonstratie.
Daca T # E, exista P€ S cu T(P) # P. Fie O = T(P). Avem d(Q, 4) = d(T(P), A) = d(T(P), T(A)) = d(P, A).
Analog se arata ca d(Q, B) = d(P, B), d(Q, C) = d(P, C). Aplicand teorema, rezultd Q = P, contradictie. m

Corolarul 2. Daca izometriile S si 7 coincid pe trei puncte necoliniare 4, B, C, atunci S = T.

Demonstratie. Conform ipotezei, avem S(4) = T(4), S(B) = T(B) si S(C) = T(C). Fie izometria U=85"oT
Avem: U(A)=(S"oT)A)=S"(T(A4)=S"(S(4))=A4 si analog U(B) = B, U(C) = C.

Conform corolarului 1 avem S o7 =E,deunde S=7. m

Corolarul 3. Fie T o izometrie care admite un punct fix O, diferita de functia identicd a planului #. Atunci
T este o rotatie de centru O sau o simetrie axiala fatd de o dreaptd d care trece prin O.

Demonstratie. Fie P # O si r = d(O, P) ; atunci T(P) se afla pe cicumferinta cercului ‘¢(O, r) de centru O
si raza r, pentru ca d(O, T(P)) = d(1T(0), T(P)) = d(O, P) =r.
Cazul I: existd O" # O astfel incdt T(O’) = O".

Fie d dreapta OO’ si punctul P cu P ¢ d. Dacd T(P) = P, atunci T = E, deoarece P
fixeaza punctele necoliniare O, O’ si P. Prin ipoteza T" # E, rezulta ca T(P) # P. m
Fie P’ = T(P). Punctul P’ se afla pe circumferintele cercurilor ‘#O, r) si d

“O0', '), unde r = d(O, P), r' =d(O', P) sicum P # P', avem P'=s,(P).
Cum s (0)= 0 =T(0),s(0") =0 =T(0")sis (P) =P =T(P),avem T = s, P
conform corolarului 2.

Qi
Q
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Cazul 1I: O este singurul punct fix al lui T.
Fie P # O si P' = T(P). Cum T(O) = O, P’ se gaseste pe circumferinta cercului O, r),
unde » = d(O, P). Fie O masura unghiului POP’ si R, rotatia de centru O si unghi 6.

- . - . - e
Fie S =R91 ol . Avem S(O) = O si S(P) = P. Daca S # E din corolarul 2 rezulta ca -
§ =5, unde d este dreapta care trece prin O si P. Din R, oT =s, rezulta T = Ryos,. d
Dar R,os, fixeaza toate punctele bisectoarei @' a unghiului POP’, deci T are aceastd proprietate, contrar
ipotezei cazului pe care il examinim. Rimane adevarat ci S = E, iar din R,' oT =E rezulta T = R, m

2. Grupul de simetrie al unei figuri plane (facultativ)

Definitie.

Fie F o figurd pland si T : # — # o izometrie; notim cu 7(F) = {T(P) | P € F}. Spunem ca T invariazd
(global) pe F daca T(F) = F.

O izometrie T care invariaza pe F se numeste simetrie a figurii F. Notam cu Sym(F) multimea tuturor
simetriilor figurii . Evident £ € Sym(F), deci Sym(F) este o parte nevidd a grupului (lzom(:2), o).

wremret 1) Fie F circumferinta unui cerc de centru O. Orice rotatie R, cu centrul in O apartine lui Sym(F).
2) Fie d' o dreapta perpendiculard pe dreapta d; atunci s, € Sym(d'), s, fiind simetria in raport cu d.
Oricare ar fi un vector v cu suportul paralel cu d', ¢; € Sym(F), ¢, fiind translatia de vector v .

Teorema.
Fie F o figura plana; atunci (Sym(F), o) este un subgrup al grupului (lZzom(#), o), numit grupul de
simetrie al lui F.

Demonstratie. Daca S, T € Sym(F), atunci S(F) = F si T(F)=F. Avem: (S T)F)=S(T(F))=S(F)=F, deci
SoT eSym(F). De asemenea: F =E(F)=(S"oS)F)=S"(S(F))=S8"(F), deci S*' € Sym(F). m

Simetriile posibile ale figurilor plane se clasifica astfel:

¢ Simetrii bilaterale. ¢ Simetrii rotationale.
Sunt simetriile axiale care invariaza o figurd F. Sunt rotatii in jurul unui punct care invariaza o figura F.

29

¢ Simetrii translationale. v_, L
Translatia ¢, care invariazd o figurd pland F,
cum sunt ornamentele unidimensionale sau cele m /}'
bidimensionale.

Se presupune cd ornamentele unidimensionale si cele bidimensionale se intind la infinit pe directiile
dreptelor suport ale vectorilor v, respectiv u si v.
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3. Grupul diedral D (facultativ)

Definitie.
Fien€ N, n > 3 si P poligonul regulat cu » laturi din planul ¥ (P, este format din toate punctele care se
gasesc pe laturile sale). Grupul de simetrie al lui P se noteazd D = Sym(P)) si se numeste grupul diedral.

4

Daca T € D,, atunci, T conservand distantele, se poate arata usor cd aplica AZ‘\ 7
varfuri vecine 1n varfuri vecine si laturi peste laturi. '

Vom determina efectiv grupul D,, deci grupul de simetrie al triunghiului d, |
echilateral.

Alegem un reper cartezian xOy cu originea in centrul de greutate al lui P, si ,
cu unul din varfuri pe semiaxa Ox. A

3
. . . .2 .

Fie R=R,_,, rotatia de centru O si unghi Tn Atunci R®°=RoR=R, ,,R*=R°°R=R,_,,=R,_=E

E,R,R* € D, = Sym(P,). Fie d,, d,, d, dreptele determinate de O si varfurile 4,, 4,, 4,. Evident s, , s, , s, € D;.

AArétém ci D,={E,R, R, Sg s Sa > Sa}-

Intr-adevar, fie '€ D,. Cum doua puncte de pe laturile lui P, sunt la distanta egala cu lungimea unei laturi
dacd si numai daca sunt varfuri, rezulta ca {7(4,), 7(4,), T(4,)} = {4,, 4,, 4,}.

Cazul I:|{T(A4,) = A,.|Sunt posibile subcazurile: (i) T(4,) = 4, si T(4,) = 4, sau (ii) 7(4,) = 4, si T(4,) = 4,

(i) T actioneaza asupra punctelor necoliniare 4,, 4,, 4, la fel ca s, . Aplicind corolarul 2 obtinem 7 = s

(ii) Aplicand corolarul 1 obtinem 7" = E.

Cazul 1I:|T(A,) = A,.| Sunt posibile subcazurile: (j) 7(4,) = 4, si T(4,) = 4, sau (jj) T(4,) = 4, si T(4,) = 4,.

In subcazul (j) actiunea lui T coincide cu cea a lui R pe punctele A, 4,, A, deci T = R.

In subcazul (jj) se obtine 7= R?> sau T =s 4 -

4. Grupul de simetrie al unui dreptunghi (facultativ) A i A,
Fie dreptunghiul 4,4,4,4,, de laturi 4,4, = a, A,A, = b, a > b, raportat N
la reperul cartezian xOy. Fie R rotatia de unghi m si centru O si simetriile p o *
2 A3

s, si s, fata de axa absciselor, respectiv ordonatelor.
Fie G grupul de simetrie al dreptunghiului. Vom ardta ca G = {E, R, s, s }. Evident, £, R, s si s suntin G.
Fie T € G. Cum T invariaza distantele dintre varfuri, avem: {7(4,), T(4,), T(4,), T(4,)} = {4,, 4,, 4,, 4,}.

Cazul I:

Cum d(7(4,), A)) = d(T(4,), T(4,)) = d(A4,, A)) = b, iar A, este unicul varf la distanta b de 4, avem 7(4,) = 4,.

Analog, rezultd ca 7(4,) = 4,. Asadar T actioneaza la fel cu £ pe punctele necoliniare 4, 4,, 4,, de unde 7' = E.

Cazul 1I:|\T(4,) = A,. | Punctul 7(4,) este la distanta b de T(4,) = 4,, deci T(4,) = A4, si T(4,) este la distanta

ade T(4,)) = A,, deci T(4,) = A4,. Rezultd ca T actioneaza ca s_pe punctele necoliniare 4,, 4,, 4,, de unde T =s .

Cazul III:|\T(4,) = A,.| Avem T = R.
Cazul IV:|\T(4,) = A,. | Avem T = S,
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F:LM_*F @ 1. Simetria axiald este o izometrie?
—_—

@ 2. Rotatia este o izometrie?
. . . 0

pooPSE @ 3. Translatia este o izometrie?

@ 4.FieS:#— Soizometrie, O€ #, 0" =5(0), v=0'0 si T=t,0S. Aratati ca T(O) = O si folositi apoi

corolarul 2 pentru a obtine o descriere a lui S prin simetrii axiale, rotatii si translatii.

@ 5.Fie T:#— o izometrie a planului #si 4, B € 7. Arétati cd imaginea segmentului [4AB] prin T este
segmentul [4'B'], unde A" = T(4) si B' = T(B).

@ 6. Determinati grupul de simetrie al unui patrat.
@ 7. Aratatica D,~S,.
@ 8. Grupul de simetrie al unui dreptunghi (care nu este patrat) este izomorf cu grupul lui Klein.

)4
@ 9. Grupul de simetrie translationald al ornamentului unidimensional

@ 10. Aratati cd grupul de simetrie al ornamentului bidimensional
contine un subgrup izomorf cu grupul (Z x Z, +) a carui operatie este:

(a, b) + (¢, d)=(a+ ¢, b+ d). /

@8 11. Un subgrup G al grupului (Zzom(:#), o) se numeste grup de izometrii

ale planului #. Dacd P € 7, atunci multimea Orb (P) = {T(P) | Te G} se A
numeste orbita punctului P relativ la G.

a) Aratati ca pentru orice T'€ G, T(Orb (P)) = Orb (P).

b) Fie .# — & multimea punctelor de pe curba din desenul alaturat si fie

A

F= U Orb;(P), unde G = D,. Desenati figura F si precizati grupul sau
Pe. il
de simetrie.

Teste de evaluare

Testul 1 Testul 2
2 3y oy (2p) 1. Fie multimea M = (1, +o0) \ {2} si operatia:
3 1. Fie M= X, 4" =3y =1 Q). def 1
(p) y ZX yeQ y /é() x*y=1+(x—1)lny1.
Aratati ca multimea M este infinita si stabild in Demonstrati ca , **“ este comutativa.
,,/IZZ(Q) in raport cu Inmultirea matricelor. (3p) 2. Fie multimea M = [k, +x0), k € R si operatia
. . . < def .o
@4p) 2. Fie multimea M = Q \ {-2} inzestratd cu X*y = xy—k(x+y) +k2 +k. Demonstrati ca M
. def 1 L ds A . A s
operatia x*y = x+y +E xy . Aritati ca  *“ este este stabila in R in raport cu operatia . Aratati
0 operatie comutativa, asociativa, admite element cd legea este comutativa si admite element neutru.
neutru si orice element din M este simetrizabil. (4p) 3. Aratati ca multimea
@p) 3. Fie multimea G = (4, +0), a € R, k > 0 si G:{[““y 2 J| xeR*, yeR, x* -2, =.1}
operatia x * y =k(x —a)(y —a)+a. Demonstrati ca —Ty  x—4y
(G, *) este grup abelian izomorf cu (IRi ). cu inmultirea matricelor formeaza grup comutativ.
Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord. Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.
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Testul 3

(2p) 1. Pe R se considera legea de compozitie ,, *
definita prin: x*y =2xy—-2x—-2y+3.
Verificati daca multimea Q \ Z este parte
stabild a multimii R in raport cu legea % .

a 00
2.Fie G=4ec MR)|A=|b a 0|, a=-2}.
c b a

(2p) i) Aratati ciV 4, B€ G, A-B=B " A.

(2p) ii) Aratati ca 4 + 2/, este inversabild, V 4 € G
unde /, este matricea unitate.

(3p) iii) Pe G definim legea , ** prin:
A*B=AB+2(A+B+1,). Aritati caVA4, B€ G,
A*BeG si ca legea
comutativa si are element neutru.

,*“ este asociativa,

b

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.

Testul 4

x 00
1.Fie M={4=|0 y 0||de.Z)}.
0 0 z

(1p) a) Aratati cd M este parte stabild a lui .#,(Z) in
raport cu inmultirea matricelor.

(1p) b) Aratati ca Tnmultirea matricelor definitd pe M
este asociativa, comutativa si are element neutru.

(I1p) ¢) Determinati din multimea M elementele sime-
trizabile, in raport cu Tnmultirea matricelor.

2. Pe multimea numerelor complexe C
definim legea de compozitie , o prin:
2,92y =2+ 2y, =22, Vz,2, €C.
(2p) a) Verificati dacd legea de compozitie ,,o
este asociativa.
(2p) b) Determinati elementul neutru al legii de
compozitie ,,o“.

@2p) ¢) Determinati elementele din C care nu sunt
simetrizabile 1n raport cu legea de compozitie ,, o “.

[13

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.

Test grila

Pentru fiecare dintre exercitiile urmdtoare, incercuiti varianta corectd de rdspuns.

1. Fie pe R operatia x*y=ax+by+c, a, b, c € R. Multimea tripletelor (a, b, c¢) pentru care (R, *)este

grup, are:

a) 0 elemente; b) 1 element; c) 2 elemente; d) 3 elemente; e) o infinitate de elemente.

1

—X
2.Fie M=4A_e. ,R)| 4 = 0
X

1-x

0 x
0 0 |,xeD;.Daca (M, -) este grup cu element neutru E, atunci:
0

1) a) Dle\{%};b)D=IR;c)D=[O, +o0); d) D=R\ {1}; e) D = R*;

1
2)a)E=1;b)E=0,,¢) E= ;d) E=|0
0

SO =
S O O
S O O

00

1
0l;e) E=|0
1 1

oS O O
—_— O =

3. Se considera ecuatia x* + ax*> + bx + ¢ =0, a, b, ¢ € C. Fie A multimea tripletelor (a, b, ¢) pentru care
solutiile ecuatiei date formeaza grup abelian in raport cu operatia de Tnmultire a numerelor complexe. Daca

n este numarul elementelor multimii 4, atunci:
ayn=1; byn=2; c)n=3; dn=4;

e)n=>.

4.Fie (G, *) grup,unde G=(2,+0)si x* y=xy—2(x+y)+6.Atunci f:R; - G, f(x)=ax + b esteizomorfism

dela (R,-) la (G, *) pentru:

aya=1,b=2;b)a=3,b=0;¢c)a=1,b=-1;d)a=0,b=1;e)a=0,b=2.



Inele si corpuri

Inele

Vom studia in acest capitol o alta structura
algebrica — structura de inel. Notiunea de inel
are ca prototip multimea intregilor Z, inzestrata
cu operatiile uzuale de adunare si inmultire.

Pentru conceptul abstract de inel exista

modele de mare interes in Algebra (inele de ki ‘

Cum ‘i‘ntrod‘uce‘gi‘, datele intr-un computer cand aveti
de calculat expresii in care apar mai multe operatii.
Exemplu: 2 +3-5):3-6:5.

matrice, inele de polinoame), in Analiza
matematica (inele de functii), in Logica (inele
booleene) etc.

Definitia inelului

Inelul este un obiect matematic de tipul (R, *, ©), unde R
este 0 multime nevida, iar ,,*” si ,,o " sunt doud legi de compo-
zitie pe R care verificd o lista de axiome. Din axiome rezulta
unele proprietati care se regasesc la operatiile de adunare si in-
multire in cazul numerelor, matricelor, polinoamelor, functiilor etc.

Pentru a defini notiunea de inel vom folosi notiunea de monoid.

A A . el . . 1% RN
g E Definitie. O multime nevida M este monoid in

2

- b raport cu o lege de compozitie internd ,,o ”, daci ,,o

Am.wr 4y | este asociativa si admite element neutru.

Definitie. Un triplet (R, *, o), unde R este o multime nevida
iar ,,*“ si ,,o“ sunt doud legi de compozitie pe R (numite /ege
aditivd respectiv lege multiplicativd), se numeste inel daca:

(G) (R, *) este grup abelian

(M) (R, °) este monoid

(D) ,,o” este distributiva fata de ,,*:

Vx,y,zE R,xo(y *z)=(x0)) * (xoz), (y * z)ox=(yox) * (zoX).

Afirmatia ca (R, *) este grup abelian revine la faptul ca
operatia aditivd a unui inel R verifica axiomele:

(G)Vx,y,zER, (x *y) *z=x * (y * 2).

(G,))de€e R, VXER, exx=x*e=x

(G)VxeERIXxER, x*(x)=(x) *x=e

(G)Vx,yeER, x *xy=y *x.

Afirmatia cd (R, °) este monoid revine la faptul cad legea
multiplicativa a inelului R este asociativa si admite element neutru:

(M) (xey)ez =xeo(yez),Vx,y,z€ R

(M,) Ju € R astfel incat uex = xcu =x,Vx € R.
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1) Fie (R, +, -) un inel. Consideram
pe R legile de compozitie ,,T* si ,, L defi-
nite prin

aTb=a+b-1,

alb=a+b-ab.
Aratati ca (R, T, L) este inel.

02 1
2) Fie Ae. #(Z), A=|0 0 -5
00 0

Aratati ca A* = Osi ([, + A, - A+ A) =L,

) a b
3) Fie R:{[ j|a,beZ}.
0 a

Aratati cd R este o parte stabila a lui
Al(Z) in raport cu adunarea si inmultirea
matricelor si cd formeaza inel in raport
cu operatiile induse. Determinati elemen-
tele inversabile ale inelului R.

4) Fie R = Z x Z. Pe R consideram
legile de compozitie ,,T* si ,,L“ definite
prin

(a, b) T(c,dy=(a+c, b+ d)

(a, b) L (c, d) = (ac, ad + bc).

Aratati ca (R, T, L) este inel si determi-
nati elementele sale inversabile.

e



Notatii si denumiri. Vom spune ca (R, *) este grupul aditiv
al inelului R, iar (R, o) monoidul multiplicativ al inelului R.
Ansamblul de conditii (G) - (G,), (M), (M,), (D) poarta
numele de axiomele inelului. Elementele e si u de la axiomele
(G,), respectiv (M,) sunt unic determinate (pentru cd sunt
elemente neutre) si se numesc elementul zero, respectiv
elementul unitate al inelului R; ele sunt numerele reale 0 si 1,
daca operatia aditiva este adunarea si operatia multiplicativa
este inmultirea pe R, multimea numerelor reale. In general,
natura elementelor neutre este cea a elementelor multimii suport
a inelului R (de exemplu matrice, polinoame, clase de resturi etc.).

Elementele t € R simetrizabile in raport cu inmultirea
(elementele inversabile) se numesc unitdti ale inelului R, printre
ele fiind si elementul unitate u.

Definitie. Spunem ca inelul R nu are divizori ai lui zero, daca
XxX#FeyFe—xy+e,

unde e este elementul neutru al legii aditive, in caz contrar
spunem ca R este inel cu divizori ai lui zero.

Un inel R se numeste comutativ daca verifica si axioma:

(M,) xey=yeox,Vx,y€ R.

Un inel R comutativ, cu cel putin doud elemente si fara

divizori ai lui zero, se numeste domeniu de integritate.

Remarci. In literatura matematica un inel se noteaza de
regula cu R (de la ring in englezd) sau cu 4 (de la anneau in
franceza). Vom folosi prima notatie, rezervand litera 4 pentru
notarea matricelor.

Exemple de inele — Tema de sinteza

¢ Inelul (Z, +, -) al numerelor intregi

e

) a b
5) Fie R:{[ J|a,bel}.
b a

Aratati cd R este o parte stabila a lui
Al(Z) in raport cu adunarea si inmultirea
matricelor si formeaza inel comutativ si
fara divizori ai lui zero in raport cu
operatiile induse.

6) Fieae Z, a=2.
Arataticd @’ =0 si (1+a)(i-a+a*)=1.
7) Fie R un inel si a € R. Daca a” =0

cum € N* atunci 1 — a este inversabil si
Ql-a)y'=1l+a+ad+..+a"!

8) Pe R = Z x Z definim legile de
compozitie ,, T si ,,L*“ prin

(a,b) T(c,d)y=(a+c,b+d

(a, b) L (c, d) = (ac — bd, ad + bc)

Aratati ca (R, T, L) este inel comutativ
si fara divizori ai lui zero.

9) Fie (R, +, *) un inel si a, b € R.
Folosind distributivitatea inmultirii fata
de adunare, calculati in doud moduri
produsul (1 + a)(1 + b) si deduceti ca,
Intr-un inel, comutativitatea adunarii este

consecinta a celorlalte axiome ale inelului.

Adunarea numerelor intregi este asociativa, comutativa, admite numarul 0 ca element neutru si orice

numar intreg are opus. Asadar, (Z, +) este grup abelian.

Inmultirea numerelor intregi este asociativd si admite numarul 1 ca element neutru, deci (Z, -) este monoid.

Cum inmultirea numerelor intregi este comutativa si distributiva fata de adunare, rezultd cid Z este inel
comutativ. Dacd x, ye Z, x # 0, y # 0, atunci xy # 0, deci Z este domeniu de integritate.

Analog se aratd ca (Q, +, *), (R, +, -) si (C, +, *) sunt inele comutative. In aceste inele orice numar x # 0
este inversabil. In inelul (Z, +, -) singurele elemente inversabile sunt 1 si —1, 1" = 1, (=1)"! = —1.

¢ Inelul Z[i] al intregilor lui Gauss

Fie Z[i]= {a + bi | a, b € Z} multimea tuturor intregilor lui Gauss. Numerele complexe a + bi, cua, b € Z
se numesc intregi ai lui Gauss (de exemplu: 2 + 3i, -1 + 2i,4 =4+ 0i, i = 0 + 1 -7 sunt intregi ai lui Gauss).

Daciz, we Z[il,z=a+bi,w=c+di,cua,b,c,de Z, atunciz+ w= (a + ¢) + (b + d)i € Z[i] si
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i € Z[i]. Rezulta ca Z[i] este o parte stabild a lui C 1n raport cu adunarea si inmultirea
numerelor complexe si, evident, operatiile induse pe Z[i] verifica axiomele (G)), (G,), (M), (M,) si (D).

Cum 0 =0+ 0i € Z[i] si 1 =1 + 0i € Z[i], operatiile induse verificd si axiomele (G,) si (M,).

Dacd z € Z[i], z = a + bi, atunci —z = (-a) + (-b)i € Z[i], deci este verificata si axioma (G,).

Rezulta ca Z[i] este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare si inmultire a numerelor complexe
(mai precis, in raport cu operatiile induse de acestea). Sa mai observam ca (Z[i], +, -) este domeniu de integritate.
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¢ Inelul (Z, +, *) al claselor de resturi modulo n.

In capitolul Legi de compozitie am introdus pe multimea Z, = 0,1,2, ..., n/—\l} a claselor de resturi modulo
n operatiile de adunare si de inmultire prin a+b= a+b si a-b= ab, Va,be Z,.

S-a arétat cd (Z,, +) este grup abelian. De asemenea, am stabilit ca Inmultirea claselor de resturi modulo n

este asociativa, comutativa, admite pe 1 ca element neutru si este distributiva in raport cu adunarea,
a(b+c) ab+acé,va, b, cel,.

Rezultd cd (Z, +, ) este 1nel comutativ, numit inelul claselor de resturi modulo n.
Elementul zero al inelului Z este 0, iar 1 este elementul unitate al acestui inel.

& Inelul (Z,, +, *) al claselor de resturi modulo 6. +|/0 1 2 3 4 5 01 2 3 45

In efectuarea calculelor in inelul Z putem apela olo0 1 2 3 4 5 0olo 0 0 0 0 0

la tablele celor“d(?ua operg‘g.l.l. Astfel, daca n = 6, 11 5 3 4 % § 116 1 53 4 3
tablele adunarii si inmultirii modulo 6 sunt cele P O O
< 212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4

prezentate aldturat. N N,
Cum 4¢0,§¢6,iar 4.3=0, rezulta ca inelul % 3A ‘t 5A OA } % % (3 % ? % (3 3A
Z, are divizori ai lui zero. 414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
Ecuatia 4x =2 are in Z, doua solutii, x=2 si 515 01 2 3 4 510 5 4 3 2 1

x= 5 pentru ca in linia lui 4 dela tabla inmultirii
2 apare de douad ori: in coloana lui 2 si in coloana lui 5.
Ecuatia 2x = 3 nu are solutii in Z, pentru ca in linia lui 2 a tablei inmultirii nu apare 3.
Ecuatia 5x+3=0 are solutie unica in Z,, anume x = 3. Intr-adevir, avem Sx =-3=3, jarin linia lui 5 a
tablei Inmultirii modulo 6 se gaseste 30 singura datd, anume in coloana lui 3.
Elementele 1nversablle (unitatile) ale inelului Z sunt clasele care servesc de eticheta pentru liniile (coloanele)

care contin pe 1 in tabla inmultirii modulo #. In inelul Z_ acestea sunt 1 si 5 si avem 1"=1,5"= , dupa
cum se constatd consultand tabla inmultirii modulo 6.

& Inelul (Z,, +, ) al claselor de resturi modulo 2.

Un interes aparte il prezintd inelul Z, datorita aplicatiilor pe care le are in
tehnica (aritmetica calculatoarelor, codificarea informatiei) si in logica.

Tablele operatiilor lui Z, sunt prezentate alaturat:

& Inelul A((R) al matricelor pdtratice de ordinul n
Fie R un inel. Acesta poate fi oricare din inele Z, Z[i], Z , Q, R, C etc. Notim cu . #/,(R) multimea tuturor

. oo . PSNIUTIN a, da
matricelor patratice de ordinul al 2-lea cu coeficienti in R, ./, (R)= {[ " IZJ | a,,a,,a,,a,¢ R}.
22

a21

Fie A:[an aqzj B:(bu bje U(R), A+B= [all-i_bll alz+b12j ABdif[anbn"'alzbzl a11b12+a12b22j
a

1 Gy 1 On a, +b, ay+b, ayb, +anb, @b, +ayb,

numite suma, respectiv produsul lui A cu B. Se obtin doua legi de compozitie pe -#,(R) numite operatiile de
adunare si inmultire ale matricelor patratice de ordinul al 2-lea cu coeficienti in inelul R.

Se observa ca s-au ,,mimat* in acest context regulile de adunare si de inmultire ale matricelor cu coeficienti
numerici, cunoscute din clasa a XI-a.

) 0 0 1 0 -a, —a, ) )
Matricele O = , 1, = , —A= din .#,(R), se numesc matricea zero,
00 0 1 —a,, —a,

matricea unitate respectiv opusa matricei 4.
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Adunarea si inmultirea matricelor din .4 (R) au proprietatile urmatoare: V 4, B, C € 4/(R)

(G)A+B)+C=4+(B+C) (M) (AB)C = A(BC) (D) AB+ C)=A4B + AC

(G)O0+4=4+0=4 (M) LA=AIL =4 (D)(B + C)A=BA+ CA,

(G)A+(A)=(A)+4=0

(G)A+B=B+4

Aceste proprietati au fost stabilite in clasa a XI-a pentru matrice cu coeficienti numerici. Ele sunt valabile
si pentru operatiile unui inel arbitrar R. Din acest motiv, demonstratiile date in cazul numeric se transfera
cuvéant cu cuvant la cazul matricelor cu coeficienti intr-un inel arbitrar. Conchidem ca .#,(R) este inel in
raport cu operatiile de adunare si de inmultire ale matricelor.

0 1

Inelul matricelor pétratice de ordinul 7 cu coeficienti intr-un inel R, .# (R), n € N, n > 2, nu este comutativ
si are divizori ai lui zero.

0 0 1 0
Elementul zero al acestui inel este matricea O = [0 Oj , iar elementul unitate este matricea 1, =[ j .

Vom demonstra ca . #(R) nu este comutativ si are divizori ai lui zero:
0 1

fie A=
00

j, B:[l 0) in A(R) ;avem 4 # O, B # 0, AB= 0O ;tBA:[o 1).
0 0 0 0

¢ Inele de functii reale

Fie / o multime de numere reale si R’ multimea tuturor functiilor f: / — R.

Daci f, g € R/, definim functiile

frg: >R [+ =Ax) +gx)

fg: 1> R, (1)) = fn)g(x)
numite suma, respectiv produsul functiei f cu functia g.
Notam cu 0 si 1 functiile 0 : 7 — R si 1 : / — R definite prin 0(x) = 0, respectiv 1(x) = 1, oricare ar fi x € 1,
numitd functia zero, respectiv functia unitate pe 1.
pEEmpLE

si

1)Fie a, b€ R, a < b si intervalul I = [a, b]. In acest caz R’ = Rl* ] este multimea functiilor reale

/th:? definite pe intervalul / = [a, b].
2) Daca I=Nsi fe€ RN atunci functia f este complet determinata de valorile sale a, E f(n),neN,
Asadar f este sirul de numere reale a, a,, ..., a , ... . Convenim sa scriem f = (a,, a,, ..., a,, ...)
Dacaf, g€ RV, f=(a, a,, .., a,..)sig= (b, b, .., b, ..)atunci f+ g si fg sunt respectiv sirurile
ftg=(a,+b,a +b,.,a +b,..)
fg =(apby, ab, ..,ab, ..)
Asadar, in acest caz regdsim operatiile uzuale de adunare si de inmultire a sirurilor de numere reale.
In cazul sirurilor de numere reale, functiile 0 si 1, date prin valorile lor sunt:
0=(0,0,..0,..),1=(,1,..,1, ..)
Daci f'€ R’ notim cu —f functia —f: I - R, (-f)(x) = —f(x). Functia —f se numeste opusa functiei f si avem
f+ (=) = 0 pentru ca oricare ar fi x € I, (f+ (-f))(x) = fix) + (-H(x) =Ax) + (-f(x)) = 0.

Prin simpla verificare a axiomelor se demonstreaza:

Teoremi. Multimea de functii R’, unde / < R este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare si de
inmultire a functiilor reale, adica oricare ar fi f, g, h € R/ avem:

(G) (o +th=f+(g+h) (M) (fo)h = figh); (D) flg+h)y=fg+jh
(G,) frg=g+f M) 1L-f=f-1=f
(G) O+f=f+0=1 (M,) fg=gf

(G) f+N=N+f=0

In particular, multimea RN a sirurilor de numere reale este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare
si de inmultire a sirurilor.
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pPRIBLEME I~ Y
..--——'—'3":___

1. Fie Z[\N2]={a+b2|a, beZ}.

— ST
Aratati ca:

a) Z [\/5 ] este o parte stabila a lui R in raport

peoPsSE  cy adunarea si inmultirea numerelor reale;

b) Z[\/E] este inel comutativ si fard divi-
zori ai lui zero n raport cu operatiile induse.

b
@ 2 Fie R=1| " "l||la,bez}. Aritati ca R
5b a

este o parte stabild a lui . #(Z) in raport cu adunarea
si inmultirea matricelor si cd formeaza un inel
comutativ si fara divizori ai lui zero in raport cu
operatiile induse.

) a b
® 3.Fie R= la,beZ}.
2b a

Aratati ca R este inel comutativ fara divizori ai
lui zero in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

@ 4.PemultimeaR=Z xZ={(a,b)|a,be Z}
definim operatiile: (a, b) + (¢, d)=(a + ¢, b + d),
(a, b)-(c, d) = (ac + 2bd, ad + bc).

Aratati ca (R, +, -) este inel comutativ fara divizori
ai lui zero.

@ 5. Pe multimea Z a numerelor intregi definim

operatiile: x Ty=x+y+3,x Ly=xy+3x+3y+6.
Aratati ca:

a) (Z, T) este grup abelian;

b) legea L este asociativa si comutativa;

OxLl(yTz)=xLlyTkxlz),Vx yze Z

d) (Z, T, L) este inel comutativ fard divizori ai lui

zero;

e) gasiti elementele inversabile ale acestui inel

@ 6.Pe R=7Z x Z se definesc legile de compozitie:
(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d),(a, b)-(c, d)= (ac, bd).

Aratati cd (R, +, -) este inel comutativ cu divizori ai
lui zero. Gasiti elementele inversabile ale acestui inel.

@ 7.Fie (R, +, ") si (R, +, ) doud inele si
R=R xR, ={(x,x)|x €R,x, €R,} PeRse
introduc operatiile: (x, x,) + (v, »,) = (x, Ty, x, + »,),
(s )0 ) = (s X0).

Aratati ca R = R, X R, are o structurd de inel in
raport cu aceste legi de compozitie (numit produsul
direct al inelului R, cu R).
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@ 8. Fie R=Z, x Z, produsul direct al inelului
Z,, +,)cu(Z, +,°).

a) Alcatuiti tablele adundrii si inmultirii inelului Z ,xXZ ..
b) Verificati, folosind tablele operatiilor, ca
x+x=(0,0) six*=x, Vx=(%,X,)eZ,xZ,.

@ 9. Fie 4 o multime si R={X|Xc4}. Pe R

definim XAY S(X\Y)UY \ X) diferenta simetricd.
Aratati ca (R, A, N) este un inel comutativ.

@ 10. Fie inelul de functii
F=R03={f|f:[1,3] > R}
a) Aratati ca o functie f € 7 este simetrizabild in
raport cu inmultirea functiilor, dacd si numai daca
fix) # 0, Vx e [1, 3]
b) Aratati ca functia /: [1, 3] > R, fix)==x*—4x + 5
este simetrizabila in raport cu inmultirea si determinati
functia g € 7 astfel incat fg = 1, unde 1 este functia
constata 1 : [1, 3] > R, 1(x) = 1.
Trasati graficele lui f'si g pe intervalul [1, 3].

@ 11. in inelul RN se considera sirul = (1, 2, 3,
..y 1, ...). Determinati sirul g = (b, b, b,, ..., b, ...)
astfel incat fg = (1, 1, 1, ..., 1, ...).

@ 12. Fie ¢ multimea functiilor continue
f:la, b] > R.

a)Dacaf,ge ¢ atuncif+ge “sifoe €.

b) ¢ este inel comutativ in raport cu operatiile de
adunare si inmultire a functiilor.

@ 13. Fie ¥ multimea functiilor derivabile
f:la, b] > R.

a)Daca f, g€ ¥, atunci f+ g€ Ysifge Y.

b) ¥ este inel comutativ in raport cu operatiile de
adunare si inmultire a functiilor.

@ 14. Fie .4/ (Z,) inelul matricelor patratice de
ordinul al 2-lea avand coeficientii in Z  si

35 3]
U V, I, X € 1Z), U= >|Vv= .|
: 2(£) [54} [12}

1 0 a b
0 i’X:c J cua,b,c,delﬁ.

a) Calculati U + V'si U- V.

b) Determinati matricea X astfel incat UX = I,.
Deduceti ca U este un element inversabil al inelului
AM(L,).
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Reguli de calcul intr-un inel

Calculul algebric care implica doar operatia de adunare in
inelul R beneficiazd de toate regulile de calcul dintr-un grup
abelian pentru ca (R, +) este grup abelian. Cand este implicata
doar Tnmultirea inelului, sunt valabile toate regulile de calcul
pentru o operatie asociativa si cu element neutru, eventual si
comutativa. in afari de acestea, intr-un inel avem o serie de reguli
de calcul specifice, consecinte ale axiomei care angajeaza cele
doua operatii, si anume distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare.

Definitie. Fie (R, *, o) inel. Operatiay —z =y + (-z2), y,z€ R
se numeste diferentd.

Intr-un inel (R, *, ©) au loc urmatoarele proprietiti:

Proprietatea 1.

Vxe R xce=eox=c inparticular daca (R, *, 0)sie=0
avemV x € R, x0 = 0x = 0.

Demonstram pentru e = 0 si in mod analog se demonstreaza
pentru un element neutru e.

Demonstratie. Fiey=x0€ R ; x0=x(0+ 0) =x0 + x0 ;
y=y+y Ingrupul (R, +): 0=y + () =y +y + () =y = x0.

Analog se aratd ca Ox = 0. m

Proprietatea 2.

Intr-un inel cu cel putin doud elemente avem u # e. In par-
ticular, daca (R, +,-) e=0siu =1 avem [ # 0.

Demonstratie. Dacd 1 =0, atunciVx€ R, x=1x=0x=0;
de unde R = {0}, contradictie. Analog se demonstreaza pentru
usie. m

Proprietatea 3. (Regula semnelor).

VX% yER, ()ey=xo() = oy st (H)e () =xoy.
In particular daca (R, +, ) avem

Vx,y€ R, (X)y=x(y) ==y si (0)()=xw.

Demonstratie. 0 = 0y = ((—x) + x)y = (—x)y + xp = xy + (x)y,
de unde rezultd ca (—x)y este opusul lui xy, deci (—x)y = —xy.
Analog, x(-y) = —xy. In fine, (=x)(—y) = ~(x(3)) = () = xy.
Analog se demonstreaza pentru operatia ,,o”. m

Proprietatea 4. (Distributivitatea inmultirii fatd de scddere).
Intr-un inel (R, +,-) avem V x,y,z€ R, x(y —z) =xy—xz §i
(v —zp =)x - zx.

Demonstratie. Avem: x(y — z) = x(y + (-2)) = xy + x(-z) =
=xy + (—(xz)) =xy — xz, si analog (y —z)x =yx —zx. |

Proprietatea 5.

Intr-un inel (R, +, -) fard divizori ai lui zero putem simplifica
cu elemente diferite de 0; adica
Vx,y,z€ R,x #0,xy =xzsauyx =zx =y = z.

57

1) Rezolvati in inelul (Z, +, -) ecua-
tiile
a) 5x=2,

b) 2x=3, c¢) 2x+4=0.

2) Rezolvati in Z , sistemul de ecuatii:
Sx+dy?
I S

3) Determinati elementele inversa-
bile ale inelului . #(Z,).

4) R={0,1,, A, Bic .#(Z,), unde

00 10} (00) (10
O= . L=, 4=, .| B=|. .
00 01 10 1

a) Aratati cad R este o parte stabild a lui
Al(Z,) in raport cu adunarea si
inmultirea matricelor;

b) Aratati ca R este inel in raport cu
operatiile induse.

c¢) Completati tabla adunarii si tabla
inmultirii inelului R.

5) Fie R = {0, I, 4, B} < . ll(Z,)

00 1oy (o1 (11
O= . L=, .|4= . .B=. .
00 01 11 10

a) Aratati ca R este inel 1n raport cu ope-
ratiile de adunare si inmultire a matricelor.
b) Comparati tabla adunarii si tabla
inmultirii inelului R.

c) Gasiti elementele inversabile in R.

6) Fie R = {0, 1, a, b} un inel cu patru
elemente astfel incat 1 + 1 = 0.
a)Arataticax+x=0,V x € R.

b) Completati tabla adunarii inelului R
si deducetica b =1 + a.

c) Completati tabla inmultirii inelului R
dacd @® = 0.

d) Comparati tablele operatiilor din R cu
cele ale inelului de la ex. 4).

e) Completati tabla Tnmultirii inelului R,
dacia’* =1 +a.

f) Comparati tabla operatiilor din R cu cele
ale inelului de la ex. 5).
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Demonstratie. daca xy = xz, atunci x(y — z) = xy — xz = 0 si
cumx # Orezultd y —z=0,deciy=z. m

Grupul unitatilor unui inel

Definitie. Elementele inversabile ale unui inel R se numesc
unitdti ale lui R. Notam cu U(R) multimea unitatilor inelului R.

Teorema. Fie R un inel. U(R) este grup 1n raport cu operatia
indusd de Tnmultirea lui R, numit grupul unitdtilor inelului R.

Demonstratie.

Fie 1 elementul unitate al lui R. Cum 1 € U(R), rezulta ca
UR) # OD.

Daca u, v € U(R), atunci uv € U(R) pentru ca produsul a
doua elemente inversabile este inversabil.

Daca u € U(R), atunci u! € U(R) pentru ca u! este, de
asemenea, inversabil si (u')! = u.

Asadar U(R) este stabild in R. Operatia indusa pe U(R) de
inmultirea inelului R este asociativd, admite element neutru si
orice element u € U(R) admite pe u! € U(R) ca simetric. m

Subinel (facultativ)

Notiunea de subinel corespunde notiunii de subgrup.

Definitie.

Fie (R, +, -) un inel cu elementul unitate notat 1. O submultime
S a lui R se numeste subinel al lui R daca verifica urmatoarele
conditii:

(HVx,ye S=>x+ye Ssixye §

2QVxe S=>—xe S

3)1e s

N e

7) Aratati ca grupul unitatilor inelului
(Z, +, *) este: UZ) = {1, —1}.

8) Aratati ca grupul unitatilor inelului
Al(R) este grupul general liniar
GL,(R) ={A e . 4,(R)||4] = 0}.

9) Aratati ca grupul unitatilor lui
(Z[i], +, -) este {1, -1, i, —i}.

Indicatie.

Daca u = a + bi € Z[i] este inversabil
in Z[i], exista v = ¢ + di € Z[i] astfel incat
uv = 1. Prin conjugare, obtinem #-v =1.
Asadar, in N avem:
1=1-1=wuv = )W) =(a’ +b° ) +d*).
Rezultd a*> + 6> =1, cu a, b € Z. Avem
b=0saua=0,b=1saua=0,b=-1.
Asadar u € {1, -1, i, —i} ; numerele 1, —1,
i si —i sunt inversabile in Z[i]. in concluzie,
uZi)) = {1, -1, i, —i}.

10) Aratati cad grupul unitatilor
inelului Z, este: U(Z;)=1{1,3,5,7}.

Indicatie.

Din tabla inmultirii modulo 8, se
constatd cd o clasi a€Z; este inversa-

bild dacd si numai daca ae{l,3,5,7}.

-b
J|a,be|R}
a

inzestratd cu adunarea si inmultirea este

11) Aritatici S = {[Z

LEEmmpLE

Aplicatii ale operatiilor cu matrice

1) ///2 (Z) este subinel al lui ///2 (R).
2) Z este subinel al inelului Z[i].

A. Modelul economic al lui Leontif

subinel al inelului ///2 (R).

In 1973, premiul Nobel pentru economie a fost atribuit lui W. Leontief (economist american, originar din
Rusia) care a elaborat o procedurd de modelare matematicd numitd analiza input-output, adecvatd pentru
un sistem economic complex, formata cu un numar mare de sectoare intre care existd interactiuni.

Presupunem cd avem un sistem economic ¢, format cu trei sectoare in care sunt fabricate respectiv
produsele P, P,, P,. O parte din productia sistemului economic ¢ este folosita in interiorul sistemului ca
resurse, iar o altd parte este rezervatd pentru a onora o cerere externa.
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Notam cu a, numdrul unitatilor din produsul P, care sunt folosite pentru realizarea unei unitati din produsul
Pj. Numerele a, cuantifica interactiunile dintre sectoarele S, S,, S..
4 Gp 4
Matricea 4=| a,, @, a, | se numeste matricea tehnologica sau matricea input-output.
@Gy Gy Oy

Daca x; este nivelul productiei lui P, (adica numarul de unitati din produsul P, realizate), atunci vectorul
3-dimensional

X
P=|x .
se numeste vectorul productie.
X3
Gy Gy G5 ) (X% ayyX) + apX) + 43X,
Produsul AP =|a, ay, ay || X |=|a&X +a,X,+ayx; | reprezintd consumul intern pentru ca
&Gy Gy Gy3) \ X 31X+ A3pX, + a33X

a,x, + a,x, + ax, reprezinta partea din productia x, a lui S, consumata in interiorul sistemului ¢ s.a.m.d.

Rezulta ca P — AP este partea de productie disponibila, care poate fi folositd pentru a onora o cerere externa.
Presupunem ca din afara sistemului economic ¢ existd o comanda de ¢; unitati din produsul P,1<j<3si
G
fie C=|c, | numit vectorul-comanda. Problema fundamentald care se pune este de a planifica nivelul
G
productiei P de asa naturd incat P — AP = C, ceea ce se mai scrie (I, — A)P = C.
Dacd matricea I, — A este inversabild, atunci inmultind la stdnga egalitatea (I, - A)P = C cu (I, — A)"' se
obtine P = (I, - 4)'C.

£ farfees X, 0,2 0,2 0,2
Determina vectorul productie P =| x, |, dacad matricea tehnologica este 4=|0,4 0,4 0,2 si
O X, 0,4 04 0,6
H 2 000
vectorul comanda C =|1000

3000

B. Criptarea mesajelor
Inversa unei matrice are aplicatii si in criptografie, disciplind care are ca obiect elaborarea metodelor de
secretizare a mesajelor.
-1 -1 2 2 3 -1
Pentru exemplificare, vom folosi matricea A=| 1 1 —1| siinversasa 4'=|-1 -1 1 |, si
0 1 1 1 1 0
mesajul ,,SOSESC JOI”. Atribuim literelor alfabetului latin cAte un numdr natural pozitiv si blancului [J
numarul 0. De exemplu:
F G ... 0O . S .. J Z
Pl \J \J Vol
6 7 15 19 25 26

o «— O
—_
N —



Mesajul se Tmparte n blocuri de lungimi egale (in cazul nostru 3) luand in considerare si spatiile libere
(blancuri). Se adauga eventual la sfarsitul mesajului cateva blancuri pentru a obtine blocuri de lungimi
egale: SOSEScOIJoIO

Semnele din blocuri sunt inlocuite cu numerele asociate. Se formeazd o matrice numerica M cu trei
coloane si tot atatea linii cate blocuri are mesajul. Se inmulteste M cu 4, MA = C, matricea C fiind mesajul
criptat care se transmite. In cazul nostru:

S 0 S 19 15 19 19 15 19 1 -1 2 -4 15 42
E S C . . s 19 03] '_519311_1:1417—6 '
devine M = si atunci MA=1| o 10 15 10 25 5 |» deci
OJ o 0 10 15 0 1 1
[ OO 9 0 0 9 0 O -9 -9 18
-4 15 42
) ) , 14 17 -6
mesajul criptat va fi C= .
10 25 5
-9 -9 18

La receptie, pentru decriptare se efectueaza produsul CA! si se obtine M, deoarece
CA' = (MA)A™ = M(AA) = MI, = M:

-4 15 42 19 15 19
2 3 -1
L, |14 17 -6 5 19 3
CA = -1 -1 1 |= . . .
10 25 5 0 10 15| . Facandu-se corespondenta dintre numere si literele

1 1 0
-9 -9 18 9 0 O

S O S
E S C

asociate, se obtine mesajul: 07 o adica SOSEScJoIO0.
I OO

Exercitii rezolvate.
1) Fie (R, +, -) inel si a, b € R cu ab = ba. Aratati ca:
(i) (a + b)(a — b) = a*> - P, (ii) (a + b)> = a®> + 2ab + b, (iii) (a — b)* = a* — 2ab + b°.
In particular, daci R este comutativ, atunci V a, b € R, sunt adevirate (i), (ii) si (iii).
Solutie. (i) Folosind distributivitatea inmultirii fatd de adunare si apoi fatd de scadere, avem:
(a+b)a-b)y=ala—-b)+bla-b)=a*>—ab+ ba-b>=a*>—ab+ ab - b*=da* - b
(ii) Folosind definitia puterilor unui element si proprietatea de distributivitate a inmultirii fatd de adunare,
avem: (@ + b =(a+ b)a+b)=(a+b)a+ (a+bb=a*>+ba+ab+b*=a*+ab+ab+ b*=a*+ 2ab + b°.
2) Fie R un inel cu proprietatea (o) 1 + 1 + 1 = 0. Aratati ca:
(i) atata=0,Yae R (i) (a+ by =a+b,Va, be Rcuab=ba.
(iii) inelele Z, si . #(Z,) au proprietatea (o) si demonstrati cd V 4, B € .4 (Z,) cu AB = BA, (A + B = 4* + B°.
Solutie. ) a+a+a=1-a+1-a+1-a=(1+1+1a=0-a=0.
(ii) (a + by’ = (a + b(a + b) = (&* + 2ab + b*)(a + b) = (a® + 2ab + b*)a + (a*> + 2ab + b*)b =
=a’ +2a°b + ab® + a*b + 2ab* + b*= a* + 3a*b + 3ab* + b’
Dar 3a’bh = a’b + a*b + a*b = 0 si, analog, 3ab* = 0, de unde (a + b)* = & + b>.
(i) InZ,, 1+1+1=A+D+i=2+1=2+1=3=0.
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. i 0) (1 0) (1 0) (1+i+1 0+0+0) (0
In inelul A (Z,) avem: I, +1,+1,=| . _|+| . .|+ (=~ ~ ~ ~ ~ .|=]-.
0 1 0 1 0 1 0+0+0 1+1+1 0

Cum AB = BA, calculul puterii (4 + B)* se face ca intr-un inel comutativ.
Avem: (4 + B)* = A* + 34°B + 34AB* + B* = 4* + B® pentru ca 34’°B = O si 348> = O.

<> ©»
N—

3) Sé rezolvam in inelul Z, ecuatiile: (i) Sx+2=4 ; (ii) 3x+4=1 ; (iii) 2x+3=2.

Solutie. (i) Din Sx+2=4 rezultd Sx=4-2 , deci 5x=2. In linia lui 5 in tabla inmultirii modulo 6 se afla
2 numai in coloana lui 4, deci x=4. Se putea obtine solutia observand ci 5 este inversabil in inelul Z, si
51=5. Inmultind egalitatea 5x=2 cu 5'=5 se obtine x = 5.0=10=4.

(ii) Din 3x+4 =1 rezultd cd 3x=1-4=-3=3.

Cu tabla Tnmultirii mod 6 gasim solutiile x, = i,xz =3, X5 =5 (deci o ecuatie de gradul intai in Z poate
avea mai multe solutii!).

(iii) Din dx+3=2 rezults 2x=2-3=-1=5 , deci 2x=5. Consultand linia 2 din tabla inmultirii modulo
6 conchidem ca nu existd x € Z, astfel incat 2x =5, deci ecuatia 2x+3=2 nu admite solutii in Z,.

4) a) Fie aeZ,. Aratati cd a este element inversabil al inelului Z daca si numai dacd a este relativ prim cu n;

b) Determinati elementele inversabile ale inelului Z, si rezolvati in inelul Z, ecuatia Tx+3=2.

A

Solutie. a) Presupunem ¢ a este inversabild in inelul Z . Atunci existd heZ, astfel incat ab=1. Cum
ab=ab=1 avem ab=1, de unde rezultd ci numarul ab — 1 se divide prin n. Existd deci k € Z astfel incat
ab — 1 = nk. Asadar a - b + n(-k) = 1, de unde (a, n) = 1.

Reciproc, dacé (a, n) = 1, exista h, k € Z astfel incat ah + nk = 1.

Cum 1=ah+nk =ah+nk =ah+0=ah rezulti ci @ este element inversabil al inelului Z sia! =h.

b) Elementele inelului Z, sunt 0,1,2,...,8

Dintre numerele 0, 1, 2, ..., 8 sunt relativ prime cu 9 numerele 1, 2, 4, 5, 7 si 8, deci elementele inversabile

ale inelului Z, sunt i, Q, 21, 3, 7 si § . Din tabla inmultirii inelului Z, se pot determina inversele acestor clase.
Prezentdm o altd metoda pe cazul a = 7. Algoritmul lui Euclid pentru 9 si 7 este:

9=7-1+2,

7=2-3+1.

Ultimul rest diferit de zero este 1 si sa-l reprezentdm sub forma 74 + 9k. Din ultima egalitate avem

1=7-2-3

si folosind si prima egalitate rezulta:

1=7-2-3=7-09-7-1):3=7-4+9-(3)

Avem: 1=7-4+9-(=3)=7-4+9.(23)=7-4+0-(-3)=7-4 deci 7' =4 . Ecuatia data se rezolva astfel:
Ix=2+(3)=2+6=8

— o~

=4.8=32=5,

A

. . -16 A
si atunci x=78=4

o>
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pRIBLEAE . s _
— “y 1. 'FlevR un inel in care x> =x, V x € R.
—= Aratati ca:
A x+tx=0,Vx€ER;
prapiE bD)xy=yx,Vx,ye R
@ 2. Fie (R, +, ) un inel si a, b € R astfel incat

ab = ba. Aratati ca

a)a’ + b = (a+ b)(a*>— ab + b,

@ - b= (a—-b)a*+ ab+ b?);

b) (a+b)" =a"+Cla"'b+C2d" b’ +..+b" =

=Y Cia""b", oricare ar fi n € N*.
k=0
@ 3.Fie (R, +, )uninel si p € N, p > 1, astfel
incat 1+1+...+1=0. Aratati ca:
L

pori
a)Vx€ R, px=0,unde px=x+x+..+x.
%/‘—/
p ori
b) daca p primsia,b€ Rcuab=ba, (a+by=a + P.
1 ab
¢ |»pprim, p>2.

A

1
Indicatie. Dacad p este prim, atunci p divide
coeficientii binomiali C},V k=1,2, .,p— L.

@ 4. Rezolvati in inelul (Z,, +, -) sistemele de ecua-
tii liniare:

c) A= Ip’ VAe '///3(Zp)’ A=

> O =
O = Q>

® 5. Fie(Z, +, ) inelul claselor de resturi modulo 2.
a) Cate elemente are inelul ./ (Z,)?

b) Aratatica U+ U =0, YU €. U(Z,).

¢) Care sunt matricele inversabile ale inelului
(ML) +, -)?

d) Determinati inversele matricelor inversabile ale
inelului (A (Z,) +, ).
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0 a b
@ 6.FieUec MR, U={0 0 c|,abceR.
0 0 O

a) Pentru ce numere reale a, b, ¢ avem U? = 0?
b) Dacd U? = 0, atunci /, — U este inversabild si
L-U'=1+U.

b
@ 7.Fie(R,+, ) inel comutativ, A:(“ dje.//{(R)
C

si u =det(4) = ad — bc.
a) Daca u este inversabil in R, atunci matricea

A= (—dc _ab) €M, (R) verifica A4'=A'A=1,, adica

A = A"

b) Aratati ca A € .4/ (Z,) este inversabild in ./ (Z,),
daca si numai dacd detA4 e{i, i, 21, §, 7, {3} .
c)Aratatica A= S ; si B= {% gj din .4/(Z,) sunt
inversabile in .#/,(Z,) si determinati inversele lor.
@8 3. Fie R inel comutativ si 4= (2’ 3) e M(R).
a) Ardtati cd 4 are inversa in inelul ./#(R) daca si
numai dacd detd este inversabil in inelul R.

b) Aratati ca o matrice 4 € .#/(Z) este inversabila in
inelul . #,(Z) daca si numai daca det4 = +I.

c) Ardtati ca o matrice 4 € ./ (Q) este inversabila in
inelul .#(Q) daca si numai daca det4 # 0.

@ 9. Rezolvati in inelul (Z,, +, *) ecuatiile:

a) 7x+3=0; b)2x+4=0; c¢) 4x+5=0.
@® 10. Fie R = {0, 1, a, b} un inel. Aratati ca:
a) functia f: R —> R, f(x) = 1 + x este bijectiva;

b) > f(x)=l+a+bsil+1+1+1=0.

XeR

@8 11. Fie R inel in care x®=x, V x € R. Aratati ca
X*=x,Vx€R.

@8 12. Fie R inel cu 8 elemente avand proprietatea
cal+1=0.Aratati ca
X+1=x+DHXFP+x2+DHXP+x+1),Vxe R



Corpuri

Un cadru ideal pentru efectuarea calculului algebric este
oferit de inelele in care orice element nenul este inversabil in
raport cu inmultirea. Un astfel de inel este ...

Corpul. Proprietati, exemple

Defintie.

Un inel K se numeste corp daca e # u si orice element nenul
din K este simetrizabil in raport cu Tnmultirea. Daca inmultirea
este comutativa, K se numeste corp comutativ.

Observatie.
e # u inseamnd cd elementul neutru fata de legea aditiva
este diferit de elementul neutru fata de legea multiplicativa.

Proprietatea 1.

Un corp nu are divizori ai lui zero.

Demonstratie. Fie (K, +, )uncorpsia, b€ K,a # 0, b # 0,
ab=0. Avem b =1-b = (ata)b = a(ab) = a'-0 =0,
contradictie. m

Proprietatea 2.

Elementele nenule ale unui corp formeazd grup cu inmultirea.

Demonstratie. Fie (K, +, ) un corp, K* = K \ {0}. Daca
a, b € K*, atunci ab # 0 pentru ca un corp nu are divizori ai lui
zero, deci K* este o parte stabild a lui K 1n raport cu Inmultirea.
Cum intr-un corp 1 # 0, rezultd cd 1 € K*. Deducem ca operatia
indusd pe K* de inmultirea lui K este asociativa si admite pe 1
ca element neutru. Dacd x € K*, atunci x # 0 si fie x! inversul
lui x in raport cu inmultirea lui K. Cum x'x = 1 # 0, rezultd ca
x ! # 0 si atunci x' € K*. Evident, x! este inversul lui x si in
raport cu operatia indusd pe K* de inmultirea lui K. Atunci (K*, )
este grup, numit grupul multiplicativ al corpului K. m

Proprietatea 3.
Orice domeniu de integritate finit este corp.

Demonstratie. Fie (R, +, -) un domeniu de integritate. Avem
1 # 0 si din ax = ay, a # 0 rezultd x = y.

Fiea € R, a # 0. Functia f: R — R, f(x) = ax este injectiva
pentru ca, daca f (x) = f (y), atunci ax = ay, deci x = y. Cum
multimea R este finitd, rezultd ca f este si functie surjectiva.

In aceste conditii, pentru 1 € R existd a’ € R astfel incét
f(a") =1, adica aa’ = 1. Analog se arata ca existd a"" € R astfel
incat a''a = 1. Cum inmultirea este asociativa, avem a' = a”.
Rezulta ca a este inversabil si a' =d'. m
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Caracterizarea structurii algebrice de
corp prin intermediul proprietdtilor
operatiilor

1) Fie (K, +, -) un corp si a, b € K,
a # 0. Aratati ca ecuatia liniara ax + b =0
are solutie unicd in K, anume x = —a'b.

2) Rezolvati in corpul Z ecuatia
3x+1=0.

3) Fie K un corp comutativ,
b
A= [a dj e M(K) siD=detd € K.
c

a) Daca D # 0 si a, B € K, atunci siste-

.. Jax+by=a .
mul liniar are solutie unica
ex+dy =8

R bl ., a of

in K, anume x= D y= D
d c B

(Regula lui Cramer). A oA A
2x+3y=1

b) Rezolvati in Z, sistemul 1, .= ..
2x+4y=3

4) Fie Q multimea numerelor ratio-
nale. Se definesc legile de compozitie.
x*xy=x+y-1,Vx,ye Q
xoy=x+y—-xy, Vx,yeQ.

a) Aratati ca legile ,,*“ si ,,o “ sunt bine
definite.

b) Determinati elementul neutru fata de
legea .

¢) Determinati elementul neutru fata de
legea o”.

d) Aratati cd xo(y*z)=(xoy)*(xcz),
Vx, y,z€ Q.

e) Demonstrati ca (Q, *, o) este corp.
f) Calculati inversul lui 2.

g) Calculati 3%47'%(-2)027", unde prin
4-!si 2°1 am notat inversul lui 4, respectiv

E

2, fatd de legea ,,0 .

5) Care dintre urmatoarele inele sunt

corpuri: Z,,+,), z,,+,"),
(Z79+7 ')a (Zg9+s')a (Zlos"_s')a
“Z,.+,), (Z,,+,)? Justificati.

S —



Exemple de corpuri — tema de sinteza
1) Inelele (Q, +, -), (R, +, -) si (C, +, -) sunt corpuri comutative, numite respectiv corpul numerelor
rationale, corpul numerelor reale si corpul numerelor complexe.
Demonstratie. Pentru (Q, +, -) si (R, +, -) axiomele corpului se verificd cu usurinta.
Pentru (C, +, -) sa verificdm numai existenta elementului invers. Fiez=a + bi€ C,z # 0, a, b € R. Atunci
b

a # 0sau b # 0, deci a® + b* # 0. Deoarece (a+bi)( 2a = 2i):l,avem ' = 2a > = 2b 1.
a+b" a +b a+b” a+b

2) Multimea (D(\/E )={a+ b2 | a, beQ} este corp in raport cu adunarea si inmultirea numerelor reale.

Demonstratie.

Fie u,veQ(2),u=a+bJ2, v=c+dJ2, a,b,c,decQ. Avem u+v=(a+c)+(b+d)N2ecQH2),
uv = (ac +2bd) + (ad + be)\2 € Q(2), deci Q(2) este stabild in raport adunarea si inmultirea. Se verifica
usor ca (D(\/E ) este inel in raport cu operatiile induse. Elementul zero este 0 =0+ 0~/2 , iar unitatea este 1 =1+ 0+/2 .

Dacid ue€Q(2), u=a+bJ2 siu # 0, atunci a # 0 sau b # 0. Rezultd ca a®> — 20> # 0 (pentru ca din

2
a*—2b*=0si b=0 deducem a = 0, iar din a> — 26> =0 si b # 0 deducem ca 2=(£) cu %e@, ambele

b
variante fiind contradictorii), deci numarul u'= a____ b V2 e Q(\/E) si avem uu'=1. Asadar u

at =20 o’ -2b°
este inversabil in (D(\/E) siu' =u'.

3) Inelele (Z, +, ) si (Z
Demonstratie.
Ecuatia 2x = 1 nu are solutii in Z (2 # 0 nu este inversabil in Z). in inelul (Z,, + -)avem 4#0,6=0 si

4.6=24=0. Cum un corp nu are divizori ai lui zero, rezulta ca (Z

1» +, 7) nu sunt corpuri.

» T, ) nu este corp.

4) Inelul (Zp, +, *), p > 1 este corp dacd si numai daca p este numar prim.
Demonstratie.
Reamintim ¢i un numdr intreg p > 1 este prim daca din p | ab, cu a, b € Z, rezulti p | a sau p | b.
Sa observam ca din p > 1 rezulta 1#0. Daci p este prim si ab=0 in inelul Zp, atunci ab =0 , deci p | ab, de
unde p | a sau p | b, adicd a=0 sau h=0.
Asadar, daca p este prim, atunci Zp este domeniu de integritate finit si deci corp conform proprietatii 3.
Daca p nu este prim, existd a, b € Z astfel incat p | ab, p ){ a, p ){ b, ceea ce revine la ab = 0,a#0 si

b#0 . Deci Zp are divizori ai lui zero dacd p nu este prim si atunci nu poate fi corp.

Astfel, inelele (Zz, +, ), (Z3, +, ), (ZS, +, ), (Z7, +, -) etc. sunt corpuri. Faptul ca o1 2 3 4
orice clasa aeZ,, a #0 este inversabila se poate observa si pe tabla inmultirii lui Z.: ()_ 0000 0
1"=1,2"=3,3"=2,4"=4. 1101234

Grupul multiplicativ (Z:, ) al corpului Z, are 4 elemente, zZ: = {i, 2,3, 21} si tabla ? (:) ? {l Ai %
inmultirii acestui grup este cuprinsa in tabla inmultiri lui Z.. 310 31 4 2

41043 21
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Morfisme de inele si corpuri

Ca si in cazul grupurilor, notiunea de izomorfism de inele
(corpuri) permite sd recunoastem inele (corpuri) care au aceleasi
proprietati algebrice. O notiune mai generala este cea de
morfism de inele (corpuri).

Definitie.
Fie inelele (R, +, *) si (R, @, ©®). O functie f: R —> R’ se
numeste morfism de inele daca, ¥V x, y € R:
M f@+n)=@ef0);
@) f -y =f@of);
(3)f(1)=1', unde 1 este unitatea inelului R si 1’ unitatea lui R'.
Un morfism de inele bijectiv se numeste izomorfism. Vom
spune ca inelul R este izomorf cu inelul R’', si scriem R = R',

daca exista cel putin un izomorfism /: R - R'.

Remarca. Fie f: R — R’ un morfism de inele.
¢ /(0) =0, 0 fiind elementul nul din R si cu 0 cel din R'.
®/f(x)=-(x),Vx€ER.
¢ Daca x € R este inversabil in inelul R, atunci f (x) este
element inversabil al inelului R’ si f (x!) = f (x)".
Demonstratie.
Functia f este morfism de la grupul (R, +) la grupul (R', @ ).
Rezulta prima si a treia afirmatie.
I'=f(1)=f@-x")=f()® f("). Obtinem
f(x) © f(x)=1"; rezultd ca f (x) este inversabil si f(x)! =f(x"). m
Evident, orice corp este inel.

Definitie.

O functie f: K — K' de la un corp K la un corp K’ se numeste
morfism (izomorfism) de corpuri daca este morfism (izomorfism)
de la K la K' considerate ca inele.

Un izomorfism (morfism) f: R — R de la inelul (R, +, -) in el
insusi se numeste automorfism (respectiv endomorfism) al
inelului R. Aceeasi terminologie se foloseste si pentru corpuri.

Remarca. Orice morfism de corpuri f: K— K’ este injectiv.
Demonstratie. Fie x|, x, € K astfel incat f(x ) = f (x,). Aratam
cd x, = x,. Fie x = x, — x,. Avem
SO =70+ () =f(x) +(20) =)+ (F () =) + () =0
Pentrux # 0, I'= f()= fx ™) = f(X) f(xH)=0F(x")=0",

ceea ce este absurd cici intr-un corp 1" # 0'.

ErEMPLY Functia f: Z > Z, f(a)=a este morfism surjectiv
de la inelul (Z, +, *) lainelul (Z , +, -) pentru cd ¥V a, b € Z,
fla+by=a+b=a+b=f(a)+ f(b),

flaby=ab=ab=f(a)f(b).si f()=1.
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6) Aratati cd functia f:Z— ./, (Z),

0
f(a) 2[8 a) este morfism injectiv de
inele de la (Z, +, -) la (M (Z), +, *).
Indicatie.

f(a+b)=(a+b 0

0 a+b)=f(a)+f(b),

b_ab 0 B b) si
f(a)—(O abj_f(a)f()sl

)= Lo =1
f()—(o J— .

7) Pentru orice z€ C, z=a + bi cu
a,be R, notam cu z =a—bi conjugatul
lui z. Aratati ca functia f: C —> C,
f(z) =z este automorfism al corpului C.

Indicatie. Oricare ar fi z, w € C, avem
fE+w)=z+w=Z+W=f(2)+f(W) ,
few)=zw=f@) /(W) si fO)=T=1.

Cum z=z=f(z),V z € C, rezulta
ca f este surjectiv, deci bijectiv, pentru
ca orice morfism de corpuri este injectiv.

8) Pentru orice zeQW2), z=a+h2
cua be C, notdim Z=a—-b/2 conju-

gatul lui z. Functia /:Q(2) - QH2),
f(z)=2,VzeQH/2) este automorfism
al corpului Q(/2).

Indicatie.

Se aratd cd VzweQH2) avem
fe+w)=fz)+fiw)si fzw) = f(2)f (W) .

feste surjectiva: z=(z)= f(z) siorice
morfism de corpuri este injectiv.




Exercitii rezolvate. A oA A oA P A
] 0 0 1 0 1 1 . 0 1
1) Fie K ={0,1, a, b} c . 4,(Z,),unde O=| ., [, 1=|, | a=|. .|sib=l+a=|_ . _|.
0 0 0 1 10 11
a) Aratati cad multimea K este o parte stabild a lui ,///2(Z2) in raport cu adunarea si inmultirea matricelor si

alcatuiti tablele operatiilor induse.
b) K are o structura de corp comutativ in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

Solutie. a) Din tablele operatiilor rezulta cd multimea K este parte +01ab -|01a6b
stabila a lui .#/,(Z,) in raport cu adunarea si inmultirea matricelor. 0l0 1 a b 0l0 0 0 0
b) Operatiile induse pe K verifica axiomele inelului comutativ. Din 111 0 b a 1101 a b
tabla inmultirii se constatd ca toate elementele diferite de 0 din K sunt ala b 01 al0 a b1
inversabilein K: 1'=1,a!=b, b"' = a. blb a1 0 bl0 b 1 a

b
2) Fie K :{[z J|a, beIR}c M(R).
a

a) Aratati ca multimea K este o parte stabild a lui .#(R) in raport cu adunarea si inmultirea si K formeaza
corp comutativ in raport cu operatiile induse.

b) Aratati ca C = K.

i ) a —b c —d a —-b c —d a+c —(b+d)
Solutie. a) Fie A, B€ K, A= ,B= .Avem A+B= + = ek
b a d c b a d c b+d a+c

) a -b)(c —-d ac—bd —(ad+ bc) 0 0 1 0 . -a b
si AB= . = eK; O= ek, I,= eK si —A= ek.
b a)l\d c ad+bc  ac—bd 0 0 0 1 b -a

a
Evident, operatiile induse verifica axiomele inelului comutativ. Fie 4 € K, 4 # O, 4 :[ j, rezultd a#0

a

b
sau b#0, deci @’ +b*#0. Fie A :z;bz[ ab jeK. Avem AA'=A'A=1,, deci A este inversabila si 4 =4’
a + - a

b) Definim f: C - K prin f(z) = Z ,VzeC,z=a+bi,cua, be R. Evident feste functie bijectiva.
a

Fiez=a + bi,w=c+didin C. Avem z + w= (a + ¢) + (b + d)i, zw = (ac — bd) + (ad + bc)i, de unde

(a+e ~b+d)| (a -b) (c ) (ac—bd ~ad+be)) (a -b)(c —d|
f(Z+W)_(b+d a+e Hb a]+[d c]_f(z)+f(w)’ T avve  ac—ba )b a)la )T/
sif(1)=1.

Rezulta ca f este izomorfism de corpuri, deci C = K.

A

1
J . Aratati:

A

1

—_— O

Ne————
1N}
Il
VR
— =
OS> =

0 0
3) Fie K =1{0, 1, a, b}  .#(Z,) , unde o:[A AJ,l:(
0 0

J si b=1+a= [
aA)x+x=0si(x+y)P=x>+)’,Vx, ye K.
b) Functia /': K — K, f{x) = x* este unicul automorfism al lui K diferit de 1.
Solutie. a) Cum 1+1=0 in Z,, avem A + A= 0 oricare ar fi A4 €./, (Z,) siin particular x + x = 0 oricare ar
fi x € K. Cum K este corp comutativ avem (x + y)*> = x2 + 2xy + )? = x2 + ).
b) in grupul K* = {1, a, b} avem b = a* si a = b Evident f este automorfism si daci g : K — K este
automorfism avem g(0) = 0, g(1) = 1. Daca g = 1, avem g(a) = b = a* si g(b) = a = b?, deci g = f.
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P_.,."ﬁm-*E @ 1. Pe multimea K = R X R definim
— legile de compozitie:
(a,b) + (c,d)=(a+c, b+d),
propiiE  (a, b)-(c, d) = (ac — bd, ad + bc).

a) Aratati ca (K, +, *) este corp comutativ.
b) Functia /: C — K, f(z) = (a, b) pentru orice z € C,
z = a + bi, este izomorfism de corpuri.

@ 2. Peintervalul K = (0, ) < R definim legile
de compozitie ,, T si ,,L“ (truc si antitruc):
xTy=xy,Vx,ye K si
xly=x"Vx ye K.
a) Aratati ca tripletul (K, T, 1) este corp comutativ.
b) Functia /: K > R, f'(x) = Inx este izomorfism de
la corpul (K, T, L) la corpul (R, +, -).

@ 3.Pemultimea R=Z X Z se definesc operatiile:
(a,b) + (c,d)y=(a+c, b+ d);

(a, b)-(c, d) = (ac - bd, ad + bc),Va, b, ¢, d e Z.
(i) Aratati cd R are o structurd de inel comutativ in
raport cu aceste operatii.

(ii) Determinati elementele inversabile ale inelului R.
(iii) Aratati ca R = Z[i] (inelul intregilor lui Gauss).

ISP

@ 4.Fie K ={ b] la, 13623}@//4(23).
b a
Aratati ca:
a) & +b° 20,Va,beZ, cu a#0 sau h#0.
b) K este stabila in raport cu adunarea si inmultirea
matricelor;
¢) (K, +, -) formeaza un corp comutativ cu 9 elemente.

@ 5. Pentru orice 4 :(z v‘;)e A,(C) notdm
A= (g f_v) , unde % este conjugatul lui u etc.

Ardtati ca functia f: A (C) — AM(C), f(A)= A
este automorfism al inelului .#(C).

b
@ 6. Fie K={[a J|a,be©}c.%(@).
2b a

Aratati ca:

a) multimea K este o parte stabild a lui .#(Q) in
raport cu operatiile de adunare si Tnmultire;

b) (K, +) este grup comutativ;

¢) (K, +, -) este corp in raport cu operatiile induse
d) Aritati ci K ~Q(2).

67

@ 7.Fiea, b, ce R. Pe R definim legile de com-
pozitie ,,T* si ,,L*“ prin
xTy=ax+by-2,Vx,ye Rsi
xLly=xy-2x-2y+c¢,Vx,ye R

a) Determinati a, b, ¢ astfel incat (R, T, L) sa fie corp.
b) Determinati a, € R astfel incat functia f: R > R,
f(x)=oax + B sa fie izomorfism de la corpul (R, +, -)
la corpul (R, T, 1).

z
@ 8. Fie Kz{[ —

w

-w Zz

Jz, wec}c,//g(@.
Aratati ca:

a) multimea K este o parte stabild a lui ./4,(C) in
raport cu adunarea si inmultirea matricelor;

b) K formeaza corp necomutativ in raport cu

operatiile induse. (Corpul cuaternionilor reali al lui
W.R. Hamilton)

@ 9. Functia /:. /@) — UZ), /&“ bJH“ bj
c d o d

este morfism surjectiv de la inelul . #(Z) la .4((Z).

@ 10. a) Daca f': Z — C este morfism de inele,
atunci f (k) =k, V ke Z.
b) Daca f: Q — C este morfism de corpuri, atunci

frn=r,Vre Q.

@ 11. a) Functia f:Q(2)—>Q(2),
f(a+ 2 )=a- b2 este automorfism al
corpului K =Q(2)={a+b/2]a, bcQ}.

b) Dacid g:Q(+/2) > Q(+/2) este morfism de
corpuri si g#1,, atunci g = f.

@ 12. Fie K= {0, 1, a, b} corpul de la exercitiul
rezolvat 1.

a)Ardtaticax tx=0si(x +y)’=x>+)", Vx,y€ K.
b) Functia /: K — K, f(x) = x* este automorfism al
corpului K'si f'# 1,.

c) Daca g : K — K este automorfism al corpului X,
atunci g = 1, sau g = f.

@ 13. Fie corpul K de la exercitiul 4.
a)Aratatica 4 + A+ A=0si (4 + B} = 4>+ B,
oricare ar fi 4, B € K.

b) Functia f': K — K, f'(4) = 4 este automorfism al
lui Ksif#1,.

¢) Dacd g : K — K este automorfism al lui K, atunci
g=l,saug=f



@8 14. Fie K un inel cu patru elemente. @® 15. Dacd /: R - R este morfism de corpuri,

Aratati ca sunt echivalente urmatoarele afirmatii: atunci f'= 1.
i) K este corp; Indicatie: Dacax€ R, x>0, avem x=)*cuye R.
ii) 3a € K astfel incat > =1 + a. Cum f(x) + f(*) = f(y)* > 0, rezulta ca f este functie

crescatoare. Pentru orice ¢ > 0, exista r,, r, € Q
astfel incat x — ¢ <r <x <r, <x+ & Aplicand f,
rezultd ci [f{x) — x| < &. Rezultd ci flx) = x.

Teste de evaluare

Testul 1 Testul 2
(2p) 1. Pe multimea 4 = Z se definesc operatiile: @p)  1.Se considerd inelele (R, +, ), (R,, +, -), unde:
x*y=x+y-2, xly=xy—-2(x+y)+6.
Aratati ca (Z, *, 1) este inel izomorf cu inelul R ={x+ W5 | x, ez, R, ={(5x g: ) | x, yeZ}
(Z,+,),undef: Z — Z este de forma f(x) = ax + b. Y

si .+ si ,,* sunt operatiile de adunare si inmultire
(2p) 2. Se consideri inelele (R, +, ), (R,, +, ), unde: uzuale. Demonstrati ca cele doud inele sunt izomorfe.

_ . _J(x By (2p) 2. Pe multimea Z se definesc operatiile:
Rl—{x+y\/§ l|x7yE(D}’ RZ_{(y X ) ‘ X,yEQ} x@y=x+y—a,an;

2
si .+ si,,“ sunt operatiile de adunare si inmultire xOy=xy—a(x+y)+a +a
uzuale. xy:x+y+b,beZ;x[lyzyg/+b(x+y)+b2—b.
Demonstrati cd cele doud inele sunt izomorfe. Demonstratica f: Z - Z, f(x) =x+a + b este

) ) B un izomorfism de inele, (Z, [+, [[])~(Z, ®, ©®).
3. Fie multimea K = (0, +o) cu operatiile

xTy leng/; . x L y=xy. Aritati ci: 3. Fie mul‘gimliz_K = (-0, 1) si aplicatiile:
xTy=1-(1=-x)"™ x| y=x+y—xy.

(3p) a) Demonstrati ca tripletul (K, L, T) este corp
comutativ.

(2p) b) Aratati ca functia: f: K —> R, f(x) = In(1 — x)
este un izomorfism de corpuri (K, L, T) = (R, +, -).

(3p) a) tripletul (K, L, T) este corp comutativ.
(2p) b) intre corpurile (R, +, *) si (K, L, T) existd un
izomorfism de forma: f: R - K, f(x) = e™ +

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord. Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.
Test grila

Pentru fiecare dintre exercitiile urmdtoare, incercuiti varianta corectd de rdspuns.

1. Multimea . #/,(Z,) a matricelor cu elemente din Z, are numarul de elemente: a) 1; b) 4; ¢) 16; d) 32; e) 64.
Numirul elementelor inversabile ale inelului .#(Z,)) este: a)0; b)1; ¢)2; d)6; e)l6.

x 0 x
2. Fie inelul ({/0 0 0 ||xeZ},+, -) si £ elementul unitate Tn raport cu Inmultirea; atunci:
x 0 x
0 0 1 00 0,5 0 0,5 1 01 -1 0 -1
a) E={0 0 O;b)E 0 10|;¢c) E={ 0 0 0 |;d E={0O0O0f;e) E=/0 0 O
000 001 0,5 0 0,5 1 01 -1 0 -1

3. In inelul Z,, multimea elementelor inversabile este:
a) {1, 2, 7}; b) {1, 3, 11}; ¢) {1, 5, 8}; d) {1, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23}; e) {1, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}.

4.Fiede M(Z)siX€ AM(R),cu 4- X = %X Atunci: ) X=1;b)X=0;¢c) X=4;d) X=4+ [; e) Xnu exista.
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Traiectoria sﬁgeﬁi poate fi exprimata :
ie de timp. Ceforma are traiectoria sagetii pAna

-casul, cind ti mai
i sigeata dea

e

Polinoame

Polinoame avand coeficienti intr-un corp comutativ

Definitia polinoamelor

Fie X un simbol numit nedeterminatd si K un corp comutativ.
Corpul K poate fi corpul Q al numerelor rationale, corpul R al
numerelor reale, corpul C al numerelor complexe sau un corp
Zp de clase de resturi, p numar prim.

Daca a, a,, ..., a,, ... este un sir de elemente din corpul K,
sir avand proprietatea ca doar un numar finit de elemente sunt
diferite de zero, atunci expresia formala f,

f=a,taX+aX+ . +aX+ .
se numeste polinom in nedeterminata X avand coeficientii in K;
elementul a,, kK € N se numeste coeficientul de rang k al
polinomului f, iar a X* se numeste termenul de rang k al lui f.

Vom nota cu K[X] multimea tuturor polinoamelor avand
coeficientii in corpul K.

Cum Q c R c C, avem Q[X] < R[X] < C[X].

Daca f€ K[X], f=a,+aX+ ..+ aX + .. atunci termenii
a X* se omit cand g, = 0. Cand a,_ = 1, termenul 1 - X* se scrie
mai simplu X*.

Astfel in R[X] scriem:

f=34+2X+0X+5X +0X+ ... =3+2X+5X°

g=0+3X+0X+1 - X¥+0X*+..=3X+X.

Polinomul din K[X] cu toti coeficientii egali cu zero se
numeste polinomul zero sau polinom nul si se noteaza cu 0.
Asadar 0=0+0-X+0-X>+..+0 - Xt+ ..

Definitie. Fie f, g € K[X], f=a, +a X+ ...+ a X"+ i
g=b,+bX+ .. +bX+ ..

Spunem ca polinomul f este egal cu polinomul g si scriem
f= g, dacd a, = b, oricare ar fi k€ N.

Asadar, doud polinoame f si g din K[X] sunt egale daca
pentru orice k € N coeficientul de rang k al lui f coincide cu
coeficientul de rang k al Iui g.
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1) Determinati corpul K pentru fiecare
dintre urmatoarele polinoame:

1 1 1.,
——+—X+-X7, feK[X]:
a) f 53X feK[X];

b) f=—1+X+X2—%X3,feK[X];

¢ f=X*'-1,feK[X];

d) f=X’-7X+1, feK[X];
& f=X"-1X', [ KX

f) f=aX?+bX +1,a,b€Q, f €K[X];
g) f=V2+X, feK[X];

h) f=1+X+X>+X° -\3X, feK[X];
i) f=-3+2V2X"%, feK[X];

D f=X"-X"+ X" - X*+47, f €K[X];
K) f=aX*+bX +1,a,beR, fcK[X];
) f=i+X?* feK[X];

m) f=1+iX-X? feK[X];

n) =X +iX*+iX+1, feK[X];

0) f=mX*-1,meC, feK[X];

o -



EREMPLY

i

Fief, g€ R[X],f=c—-1+4X+ 2a - b)X?,
g=0Ba-2b)X+ X +dX? unde a, b, ¢, d € R.
Sa determindm numerele a, b, ¢, d € R astfel incat

/=g
Conform definitiei egalitatii polinoamelor avem f = g daca
c—1=0
) . 3a-2b=4
si numai daca , de unde a = -2, b = -5,
’ 2a-b=1
d=0

c=1sid=0.
Fief€ K[X],f#0,f=a,taX+ .. +aX + .
Cum f # 0, cel putin un coeficient al lui f este diferit de zero.

Numarul coeficientilor lui f diferiti de zero fiind finit, existd un
cel mai mare numar natural » astfel incat a, # 0.

Definitie. Fie f€ K[X], f# 0, f=a,ta X+ ...+ a X'+ ..
Cel mai mare numar natural n cu proprietatea a, # 0 se
numeste gradul polinomului f si se noteazd cu grad f.

Un polinom de forma aX" cua € K, a # 0 si n € N se
numeste monom, gradul acestuia fiind egal cu n.

Dacife K[X],f#0,f=a,ta X+ .. +aX+ . sigradf=n,
atunci putem scrie:

f=a,taX+aX +..+aX,undea #0.

Monomul @ X" se numeste termenul principal al lui f, iar a,
se numeste coeficientul dominant al lui f. Dacd a, = 1 spunem
ca f este polinom unitar sau polinom monic.

Coeficientul a; se numeste fermenul liber al polinomului f.
Polinoamele de grad zero si polinomul zero (al carui grad nu se
defineste) se numesc polinoame constante.

Daca un polinom f e K[X], f#0 este scris f =a, +aX +
+..+a,X", atunci spunem cd f este reprezentat sub forma
canonicd, in ordinea cresciatoare a puterilor nedeterminatei.
Daca scriem f=a X" + ... + a X + a,, atunci spunem ca f este
reprezentat sub forma canonicd, in ordinea descrescatoare a
puterilor nedeterminatei.

Exercitii rezolvate.

N e

pP) f=aX’+bX +1,a,beC, fcK[X];
qQ f=a,aeQ, feK[X];
r) f=a,aeR, feK[X];
s) f=a,a€eC, feK[X].

2) Care dintre urmatoarele polinoame
sunt egale?

[=X2+X+1;
g=1+X+X7%
h=1-X+X2

3) Determinati, in fiecare caz in parte,
numerele reale m si n astfel incat
polinoamele f si g sa fie egale:

a) =X+ X tmg=nX"+X"+1;
b) f=X+2ng=mX+2;

¢ f=X>+m,g=mX*—n;

d) f=/5X>+m-n,g=-5X7;

e) f=X3+n,g=nX3+m\/§.

4) Scrieti urmatoarele polinoame in
forma canonicd in ordinea descres-
catoare a puterilor nedeterminatei X:

a) f=X>+X"+1;

b) f=3X"+X-2X>+7X;
©) f=X"-4X+5X+X°;

d) f=X"2X*+X+5X"-2;
e) f=iX’—iX?+2X*-1;

f) f=2X-8X>+3X°-8iX?;
g) f=6X-4X+3X-5X.

1) Fie fe RX],f=1+ (o — DX+ (o — 4a + 3)X° + (o® — 3o + 2)X°, o € R. Precizeaza gradul lui f.

Discutie in functie de valorile reale ale Iui a.

Solutie. Se observa ca pentru a € {1; 2} se anuleazad coeficientul lui X?, cel al lui X? se anuleaza pentru
o€ {1; 3}, iar cel al lui X pentru oo € {—1; 1}. Rezultd ca pentru orice oo € R\ {1; 2}, grad f'= 3, pentru oo = 2,

grad f=2sipentrua=1, grad /=0 .

2) Determinati gradul polinomului f =(m* +1)X +1 daci:
Solutie. a) Daca me R, atunci m* +1#0 si gradf =1.

a) melR;

b) meC.

b) Din m? +1=0, meC obtinem me{—i,i}. Daci me{—i, i}, atunci grad ' =0; dacd meC\{i,i},

atunci grad f =1.
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Operatii cu polinoame

Fie K un corp comutativ si K[X] multimea polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii in K. Pe multimea K[.X]
introducem doua operatii algebrice, adunarea si inmultirea
polinoamelor si vom arata cd in raport cu acestea K[X] are o
structura de inel comutativ.

¢ Adunarea polinoamelor

Fie /, g € KLY],

f=a,taX+ . . +taX+ .., g=b+bX+. . +bX+ .
Definim suma polinomului f cu polinomul g, notata cu f+ g, prin

g = (ay +by)+(a+b)X + .ot (a, +b) X  + ...
Sa observam ca f+ g € K[X], adica suma a doud polinoame

este tot un polinom. Aceastd afirmatie este evidenta cand /= 0
sau g = 0. Astfel, daca f=0= 0+ 0X + ... + 0X* + ..., atunci
0+g=0+b)+O0+b)X +..+(0+b )X +..=b, +b X +..+
+h X' +..=g.

Putem deci presupune ca /' # 0 si g # 0. Daca n = gradf,
m=gradgsin < m,atunci f+g=a,+a X+ ..+aX" +0X" +
+..+b,+b X+ . +b X"+ 0X" + . =(a,+b)+ (a +b)X+
+..+(a +b)X' +b X'+ . +b X+ 0X + .

Rezulta ca f+ g are un numar finit de coeficienti diferiti de 0,
deci f+ g€ K[X].

Din calculul efectuat mai sus rezulta:

grad(f + g) = max{grad f, grad g}, daca m # n si
grad(f+ g) < max{grad f, grad g}, dacam =nsif+g # 0

Daca f€ K[X], f=a,+aX+ ..+ aX + .., atunci polinomul
(-a,) + (a)X + ...+ (-a )X* + ... se noteazd cu — f'si se numeste
opusul lui f.

Avem [+ (-f) = (f) + f= 0. intr-adevar
[T =(a,+ (=a)) +(a, + (—a)X+ .. +(a+(a)X+ .. =
=0+0X+..+0X+..=0sianalog se arata ca (—f) + /= 0.

Principalele proprietati ale operatiei de adunare a
polinoamelor sunt mentionate Tn urmatorul enunt.

e

5) Calculati /' + g + h, stiind ca poli-
noamele f; g, h € C[X] si
a) =X’ +X+1, g=X"-X—15i
h=-2X72%
b)f=X"-iX°, g=iX"—iX sih=iX-1;
¢) f=X"+iX+1-i, g=—-X"+i s
h=—-iX—-1.

In fiecare caz in parte determinati
gradul polinomului f+ g + A.

6) Calculati f'+ g + h, daca f€ Z,[X],
g€ L [X]sihe Z[X].
a) =X +X2+X, g=X"+X+1si
h=2X’+X>+2X+2;
b) f=X*+1, g=2X"+1si h=1.

In fiecare caz in parte determinati
gradul polinomului f+ g + A.

7) Pentru fiecare dintre polinoamele
urmatoare f, g € C[X] calculati:

i) f+ g, ii) —g si iii) f— g stiind ca:
a)f=X3-2X*+X-1,g=-X2+1;
b)f=X*-X2+2,g=-X*+X?-2;
) f=3X-X%g=3X2-X,
df=X"+X+X5, g=X*+X3+X7
e) =X -5X+2, g=X"-5X+2;
f) f=(1+i)+(1-)X+iX*—iX°,

g=—i+iX+(1-DX*+(1+)X°.

Teorema 1. Fie K un corp comutativ si K[X] multimea
polinoamelor 1n nedeterminanta X avand coeficientii in K.
Avem:

(D) (f+g +h=f+(g+ h),Vf, g he K[X] (asociativitate)
2)f +g=g+ 1, Vf, g € K[X] (comutativitate)

(3) 0+ f=f+0=f,VYfe K[X] (polinomul 0 este element neutru)
@ f+ () =(f)+f=0,¥Yfe K[X] (orice polinom are opus)

Altfel spus, K[X] este grup abelian in raport cu operatia de
adunare a polinoamelor.

8) Calculati f+ g, —f, —g si f— g daca
J g€ Z[X]si
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a) f=X>+2, g=X>+3X+2;

b) f=3X+1, g=X*+X+3;

O f=X +X* 43X +3X2+3X +1,
g=3X 43X '+ XP+ X*+ X +3.

9) Determinati numerele complexe a
sibstindcaf=X*+aX+i,g=-X-iX+
+hsif+g=0, fge CX].

o -



Demonstratie. (2) Dacd a, si b, sunt coeficientii de rang k ai
lui f, respectiv g, atunci a, + b, este coeficientul de rang & al lui
f+g, iarcelal lui g+ feste b +a,. Cuma, + b = b, + a,, oricare
ar fi k (adunarea corpului K este comutativad) rezulta ca f+ g =
=gt/

Proprietatea (1) se verifica analog, iar proprietatile (3) si (4) au
fost deja demonstrate 1n aliniatele care preced enuntul teoremei. m

Pe K[X] se poate defini si operatia de scadere a polinoamelor
prin: ot

f-g=/+(=¢),Vf,geK[X].

Conform acestei definitii putem simplifica scrierea
polinoamelor. Astfel polinomul 3 + 2X + (-5)X? poate fi scris
3 + 2X - 5X?, iar polinomul (-3) + (-4)X + 2X° poate fi scris
-3 —4X+2X.

et ) Dacaf, g€ QIX], f=2-5X+4X°,g=1+2X—

A 3
@ — 3X?, atunci:

+g=(2 1] +(5+2)X +(0-I)X2 +(@+0)X° =2 —3X —3X> +4X°,
713 3

—g=—1-2X+3X"si
f—g:(%—l)+(—5—2)X+(0+3)X2+(4—0)X3:—%—7X+3X2+4X3.
2)Dacdf, g€ Z, [X], f=3+2X+X",g=1+3X+2X" atunci
f+g=G+D+Q+)X +(1+2)X*=4+0X +3X* =4+3x7,
g =(-D+ DX + (D)X =4+2x +3x2.
f-g=f+(2)=G+H+2+)X +((+3)X* =2+4X +4X".
¢ Inmultirea polinoamelor
Sa definim acum operatia de inmultire a polinoamelor.
Fief,g€ K[X], f=a,+a X+ ... +aX+ ..,
g=b,+bX+ . +bX+ .

Definim produsul lui f cu g, notat fg, prin
fg=c,tcX+ .. +cX+ .., unde

CO - aObO
cl - aObl + albO
cZ = aObZ + albl + a2b0

¢ =ah, +ab,_ +..+aby= Y ab, .
i+j=k

Evident, daca f'= 0 sau g = 0, atunci fg = 0. Presupunem ca
f# 0sig+#0. Fien=grad fsi m=grad g. Cand k> n + m si
i+j=kavemi>nsauj>m,deciai=Osaubj=0§iatunci
6= 2 ab,=0.
i+j=k
Cand k = n + m toate produsele a,-b,- sunt egale cu 0 mai putin
cel corespunzator lui i = n si j = m care este egal cu a b # 0.
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10) Determinati 4, b € Z, stiind cd
f=X+a, g=bX’+1si f+g=0,
/> g € L,[X].

A

11) Determinati a € Z, astfel incat
gradul polinomului f sa fie egal cu 3 in
fiecare din cazurile urmatoare:

a) f=aX*+2X +1;
b) f=@+)X>+2.
In fiecare caz in parte scrieti toate

polinoamele /'€ Z.[X] care indeplinesc
conditia data.

12) Calculati f - g daca:
a) f=X-1,g=X*+X+1si
/.g eR[X];
b) f=X+1,g=X>-X+1si
/.g eR[X];
) f=X-lg=X+X*+X+1si
/.g eR[X];
d f=X+1,g=X"-X*+X-1,
/.g eR[X];
&) f=X'+X’+ X +X+1g=X-1,
/.g eR[X];
f) f=X'- X+ X - X+l g=X+],
/.g eR[X];
g f=X"-X+1lg=X+2si
/.g eR[X];

h) f=1+i+(1-i)X +iX>,
g=1-D+1+)X—-iX?, f,geR[X];
) f=l+X+X*, g=1-X+X"si
/.g eR[X];
D =X +X*+X,g=X"-X*+1,
/.g eRIX].

In fiecare caz in parte determinati

grad f, grad g si grad (fg).




Concluzionam ca produsul fg al polinoamelor f si g este tot
un polinom, iar dacd f # 0 si g # 0 atunci termenul (respectiv
coeficientul) principal al produsului fg este egal cu produsul
termenilor (respectiv coeficientilor) principali ai lui f si g.

Mai mult, dacd f'# 0 si g # 0, atunci fg # 0 si

grad fg = grad f + grad g,
adicd gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

Cand f# 0, g # 0, iar grad = n si grad g = m, atunci produsul
fg poate fi precizat dupd cum urmeaza:

fe =ayb, +(ab +ab)X +(ab, +ab, +ab) X + +( > al.bijk +

i+j=k
+ ..+(a_b +ab X" +ab X"

n-m

Principalele proprietdti ale operatiei de inmultire a
polinoamelor sunt enumerate in enuntul urmator:

Teorema 2. Fie K un corp comutativ si K[X] multimea
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii in K.
Avem:
(1) (fe)h = figh), ¥f, g, h € K[X] (asociativitate)
(2) fg = gf, Vf, g € K[X] (comutativitate)
(3)1-f=f1=f,¥fe K[X] (polinomul 1 este element neutru)
@) fig + h)=fg + fh, Y, g, h € K[X] (distributivitatea iInmultirii
in raport cu adunarea)

Demonstratie
(1) Fie a, b, c,, i € N coeficientii de rang i respectiv ai
polinoamelor f, g si h. Fie u, si v, k € N coeficientii lui fg,
respectiv (fg)h. Pentru orice p € N avem:
v, = D UG = ( > aibjj G= 2 (aibj)ck.
s+k=p s+k=p \i+j=s (i+))+k
< . . .
Analog, daca v este coeficientul de rang p al polinomului

flgh), atunci: '
vV, = i+(JZ+k)ai(bjCk) )

Cum inmultirea corpului K este asociativd avem
(a.b))c, = a/(b;c,), oricare ar fi i, j, k € N. Rezultd cd v, =V,
oricare ar fi p € N, de unde (fg)h = flgh).

Demonstratiile pentru afirmatiile (2), (3) si (4) sunt mai usoare
si le propunem ca exercitiu. m

Din teoremele 1 si 2 rezulta:

e

13) Daca f =X —i, f € C[ X] calculati:
a)f% b)) ftfh d)f-f
14) Fie polinoamele
f=X+1)P2-X-1)Ysi
g=WX+1y-X-1)f g€ RX]
a) Calculati /2.
b) Calculati g.
¢) Calculati /2 — g%
d) Calculati '+ g.
e) Calculati /- g.
f) Calculati (f + 2)(f — g).

15) Fie polinoamele /= (X + 1 — (X— 1
sig=(X+if - (X—iP [ g€ CLX].
a) Calculati /2.
b) Calculati g.
¢) Calculati /2 — g%
d) Calculati '+ g.
e) Calculati /- g.
f) Calculati (f + 2)(f — g).

16) Se dau polinoamele f, f, € C[X]
fi=A+D)+ (1 -DX+iX?—iXsi
fi=—i+tiX+ (1 -DX2+ (1 +0)X°.

Determinati polinomul f; € C[X]
stiind ca f, + 1, + f, = 0.

17) Calculati fg stiind ca f, g€ Z,[X] si
a) f=X"+2,

g=X>+3X+2;
b) f=3X+1,

Corolar. Multimea K[X] a polinoamelor in nedeterminata X
cu coeficienti in corpul comutativ K este inel comutativ in raport
cu adunarea si inmultirea polinoamelor.

In cele ce urmeaza K[X] este numit inelul polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii in corpul K.
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g=X>+X+3;
O f=X+X* 43X +3X2+3X +1,
g=3X 43X '+ XP+ X*+ X +3.

In fiecare caz in parte determinati
grad f, grad g si grad (fg).




In particular, Q[X] (respectiv R[X], C[.X]) este numit inelul
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii rationali
(respectiv reali, complecsi).

Daca p este un numar prim, atunci ZP[X] este numit inelul
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii in corpul
claselor de resturi modulo p.

De asemenea, vom nota cu Z[X] multimea polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii intregi. Avem evident
Z[X] < Q[X], iar dacad f, g € Z[X], atunci f + g € Z[X] si
fg € Z[X]. Rezulta ca Z[X] este inel in raport cu operatiile de
adunare si de inmultire induse de adunarea si de Inmultirea
polinoamelor din Q[X]. Deci Z[X] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii intregi.

Observatie. Intr-un inel de polinoame K[X], unde K este
corp comutativ, sunt adevarate regulile de calcul dintr-un inel
comutativ. Asadar, daca f, g, h € K[X] si n € N*, atunci:

(1) fi—g) = (-f)g = —fg (regula semnelor)
(2) flg — h) = fg — fh (distributivitatea iInmultirii In raport cu scaderea)
O f+ai-g9=/"-¢
Bf-g=(-( +/g+e)
fre=+roif?—fe+e)
®) (f+8)=2C/f""g".
k=0

Exercitii rezolvate.

N e

18) Verificati proprietatile (1)-(5) din
observatie pentru urmatoarele polinoa-
me:

a) f=X"-1 g=X"+],
/g elX];
b) f=X2+1, g=X2+2,
frgelfX].

19) Sa se determine f'€ R[X],
f=aX’ + bX* + cX + d stiind ca -1) = 0

si f[H;/gJ:O.

1) Fie polinoamele 1, g€ R[X], f =2X° — X* + 3X + 1, g = 5X* — 2X + 3. Calculati produsul fg.
Solutie. Metoda I (pe baza definitiei produsului). Produsul fg este polinom de gradul 3 + 2 = 5, deci

fg=cX+tc Xt ++c X +c X +cX+c,cuc,e R, i=0,5.

Notand cu a, coeficientii lui f'si cu bj pe cei ai lui g si folosind definitia produsului, avem:

c,=ab,=1-3=3

c,=ab +tab,=1-(-2)+3-3=7

c,=ab,+ab +ab,=1-5+3-(2)+(-1)-3=-+4
c,=ab,+ab +ab, =3 -5+(-1)-(2)+2-3=23
=ab,tab =(-1)-5+2-(2)=-9
c;=ab,=2-5=10

Asadar fg = 10X° — 9X* + 23X° —4X* + 7X + 3

o
I

Metoda a Il-a (folosind distributivitatea inmultirii fatd de adunare)

Inmultim succesiv pe f cu monoamele lui g si adunim apoi monoamele de acelasi grad (adici reducem
termenii asemenea). Calculele pot fi organizate ca la Tnmultirea numerelor naturale scrise in baza 10 (fara sa
mai avem corespondent pentru transfer de unitate cand suma cifrelor este mai mare sau egala decat 10).

f=2X-X+3X+1-
g=5X2-2X+3

6X -3X2+9X+3

AX*+2XP - 6X2-2X
10X° — 5X* + 15X + 5X2.

fe=10X° —9X* + 23X° —4X* + 7X + 3
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2)Fief,g€ Z[X], f=3X"+2X+3,g=2X"+3X +4. Calculati fg.
Solutie. Avem: F=3X*+2x+3
g=2X*+3X+4
5X°+X+5
2XP+6X2+2X
6X*'+4X° +6X°
g=6X*+6X>+3X*+3X +5

¢ Inmultirea polinoamelor cu scalari

Fie K un corp comutativ. Elementele corpului K sunt numite 20) Dacé{ =@+ 1).2 2+ (X — 1) si
si scalari. Considerate ca elemente ale inelului K[X] acestea g=X+i+X-i0) [ ge Cl]

sunt numite polinoame constante. calculati:
Daci a € Ksi f€ K[X], f=a,+aX+ ..+ aX, atunci a) 2f;
produsul af al polinomului constant a cu polinomul f este, con- b) 3g;
form regulii de inmultire a polinoamelor, urmatorul polinom:
af = aa, + (aa )X + ... + (aa )X" ) 2f-3g;
Polinomul af se numeste produsul polinomului f cu scalarul a. d) 12

Din Teorema 2 rezultd ca inmultirea polinoamelor cu scalari

are proprietatile: ¢) &
(1) (a + b)f=af + bf Q) a(f + g) = af + ag f)/? - g%
(3) a(bf) = (ab)f @1 f=f o) 5+ 9)

oricare ar fi a, b € K, f, g€ K[X].
De asemenea, o verificare imediata arata ca

(5) (af )g = f (ag) = a(fe), Va € K, Vf, g € K[X].

Exerecitii rezolvate.
1) Determinati toate polinoamele f'de grad neN* care verifica relatia:
A+ X+ ... +X)f(X)=fD)+ f(X)+ ... +f(X") (daca f=a,+aX+ .. +a,X"eC[X]si geC[X],
def
atunci f(g) = a, +a,g+ ... +a,g").

Solutie. Observam ca daca grad f=n si grad g=m atunci grad f(g)=nm.

Deci grad (f()+ f(X)+ ... +f(X")=n* iar grad (1+ X+ ... +X")f(X)=2n. Deducem ci n’ =2n,
deci n = 2. Asadar polinomul este de forma f =aX* +bX +c, a,b,ceC,a#=0. Relatia datd devine:
I+ X+ X)) aX? +bX +c)=(a+b+c)+(aX* +bX +¢)+(aX* +bX* +¢).

Obtinem: aX* +(a+b) X’ +(a+b+c)X* +(b+c)X +c=aX* +(a+b)X> +bX +a+b+3c .

Doua polinoame sunt egale daca au acelasi grad si coeficientii egali.

Deci a+b=0, a+b+c=a+b, b+c=b si c=a+b+3c. Deci c=0, b=—-a si fzaX2 —aX, aeC*.

2) Sa se determine a, b € R si f'e R[X] astfel incat aX * + bX 3 + 1 = (X — 1)’AX).

Solutie. Evident grad f'= 2 si coeficientul dominant al lui f este egal cu a. Asadar f{X) = aX* + cX + d,
unde ¢, d € R. Rezulta ca aX* + bX* + 1 = (X — 1)? (aX? + cX + d).

Identificand coeficientii, dupa ce se efectueaza produsul din membrul drept al egalitatii precedente, se

c—2a=b>b
a-2c+d=0

obtine sistemul: |¢c—2d=0 .Seobtina=3,b=-4,c=2sid=1. In particular f=3X* + 2X + 1.
d=1
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@ 1. Determinati gradele polinoamelor
a)f=m—1+m*-3m+2)X+ (m-2)X%
me R, fe RX].

E bg=22+1+{1+D)X+ @+ +)X,
ze C, ge C[X].

"
z e C . Determinati z astfel incat /= g.
@ 3. Fief=3+aX+(a-2)Xg=1-2X+

+ o(a — 3)X 2, a € R. Calculati grad(f + g) si
grad fg. Discutie in functie de valorile reale ale Iui a.

2. Fie f=1+zZX"+X’,g=2+2X"+X",

@ 4. Determinati grad f daca fe R [X],
f=m*-3m+2)X°+ (m>—4m + 3)X>+ (m* - HX + 1,
me R.

@ 5.Calculati f+ g, f— g si 2f+ 3g daca
a)f=1+X+X, g=1-X>+X7%
b)f=(+i+(1-iPX g=2i+3-)X

@ 6. Calculati fg daca:
aA)f=1+tXg=1-X+X>-X+ X%
b)f=2i+(1+DX+iX2,g=1+i+(1-iX

@ 7.Fief, g€ Z,[X],

=X +4X7 43X +1, g =3X" +2X + X +2.
Calculati: a) f+ g; b) f— g; ¢) fe; d) 37 +2g.

@ 8. Fie polinoamele f,, f,, f; € Z[X]. Determinati
f=fi-f,f, daca:

a) fi=X"+X+1, f,=X"-X+1, f,=X"-1;
b) fi=X" X" 41 f,=x" x4,
f3=X2n71+X2H+1,neN,n>2-

@ 9. Fie polinoamele f,, f, € Z[X]. Determinati
f =1 -/, daca

n—1
a) = (=X f=(X =1
k=0
2n—1
b) fi= Y (D' @n-k)X* | f, = (X +1)%.
k=0
@ 10. Demonstrati relatia
(X +2X°+ .. +nX")(1-X)* =
=nX"? —(n+ D)X+ X, VneN*

@ 11. Determinati un polinom fde gradul al doilea
si un polinom g de gradul intai astfel incat sa avem:
X-Df+(X*+D)g=-2X-2.
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@ 12. Determinati f eRX], f =X" +X° +X* +aX+b
stiind ca este patratul unui polinom g e R[X].

@ 13. Se dau polinoamele f=aX + bsi g=AX+ B.
Aratati ca daca f(g(X))=g(f(X)), atunci
(a—1)(B-b)=b(A-a).

grad f=grad g=1si
XP+2X+2)f + (X2 +3X+3)g=1.

14. Determinati f, g € Q[X] astfel incat

@ 15. Aratati ca:
a)f+/+f=0,Vf€ Z[X];
b)(f+e’=f+g,Vf ge Z[X];
¢) Calculati 2X%+ X +1)°.

@8 16. Fie a, b, c trei numere reale distincte si
polinoamele f= (X - b) (X —¢),g= X - a)X - ¢) si
h= (X - a)X - b). Daca af + Bg + yh = 0, unde
o, B,vye R atuncia=p=y=0.

@@ 17. Fie f, g, h € R[X] astfel incat grad /= 3,
grad g =2si grad h = 1.

Daca af + g + vh = 0, unde a, B, y € R, atunci
oa=B=y=0.
@ 18. Determinati a, b, ¢, d € R astfel incat
X3-3X2-2X+ 1l =aX -2 +b(X -2 +c(X-2) +
+d.

@ 19. Aratati ca:
A X' -1=X-DX""+X2+..+X+1),ne N
b)X"+1=X+1)X""'-X"2+..-X+ 1), nimpar.

@D 20. Aratati ca:
(f+e) =f"+Cf g+ . +Cf g +. +g".neN

@ 21. Determinati polinomul f € R[X], f # 0,
fX)=aX +a X'+ .. +aX+ a,astfel incat
SO =fX+1),unde f(X+1)=a X+ 1)+
ta X+1)'+. . +aX+1)+a,

@ 22. Determinati f, g € Q[X] daca

grad f=gradg=1, A(X) + 2X)=X*>+ 1 si
f(2)g(2) = 2.

@ 23.Fiefe R[X], f=2X -5X>+3X-4.
Determinati a, b, ¢, d € R astfel incat
f=aX-2P+bX-2)+c(X-2)+d.

@ 24. Determinati a, b € R stiind ca existd un
polinom g € R[X] astfel incat
X4+ X3+ X2+ aX+b=gX).



Impartirea cu rest a polinoamelor

Teorema impartirii cu rest pentru polinoame

Inelul K[X], unde K este corp comutativ, are proprietati de
naturd aritmeticd asemandtoare cu cele ale inelului Z, al
numerelor intregi. Proprietatile aritmetice ale inelului Z au ca
suport teorema impdrtirii cu rest sau a impdrtirii euclidiene.
Amintim aceasta teoremd in formularea urmatoare: dacd b este
un numdr intreg, b > 0, atunci oricare ar fi a € Z existd q,r € Z
unic determinate astfel incat:

a=bg+rcul<r<b

Numerele g si » se numesc cdtul, respectiv restul Tmpartirii
euclidiene a lui a prin b.

LAt ) Dacia=37sib=5, atuncig="7sir=2
lelj? 2) Daca a =-25si b =17, atunci ¢ =4 si r = 3.
3)Dacaa=195si b =15, atunci g = 13 si r = 0.
Teorema impartirii cu rest pentru numere intregi este

adevaratd si in inelul K[X], unde K este corp comutativ, in
formularea urmatoare.

Teorema 1. Fie g un polinom din K[X], g # 0. Oricare ar fi
polinomul /€ K[X], existd polinoamele ¢, » € K[X] unic deter-
minate astfel Tncat:

f=gq+rcugrad r < grad g, daca r # 0.

Demonstratia cuprinde doua etape: existenta polinoamelor
g si r si unicitatea lor.

Existenta. Daca f = 0, atunci putem lua g = 0 si » = 0.

Dacdf# Ofien=gradfsim=gradg,f=a X"+ .. +taX+a,
g=b X"+ .. +bX+b,

Daca n < m afirmatia din enunt este adevarata daca luam g = 0
sir=f.

Presupunem n = m si ca afirmatia din enunt este adevarata
pentru polinomul f, € K[X], f,# 0 cu grad f, < n. Fie f, € K[X]
definit prin

W |[f=r-gxe|

aVl
unde cu 7~ se noteaza elementul ab'ek.
. : . a
Termenul principal al polinomului b—”
a n—m m n : " : an n—m
b—"X b, X" =a X". Asadar polinoamele f si b_X g au
acelasi termen principal, deci grad f, < grad f'= n cand f, # 0.
Conform ipotezei de inductie existda doud polinoame
q,» r, € K[X] astfel incét

(2) f, = gq, + r, cu grad r < grad g, daca r, # 0. Folosind

X""g este

b

m

(1) si (2) se obtine f = g[q1 + 9 x ”’”) +1; sirezultatul din enunt

este adevarat daca punem ¢ =g, +7=X sir=r

m
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1) Scrieti teorema impartirii cu rest
(impartirii euclidiene) pentru fiecare
dintre exemplele urmatoare:

a) 375
ﬂ%
=2

b) 25|7
ﬂ%
=4

o) 257
2814
=3

d) 195#
15 13
=45
45

2) Determinati catul si restul impartirii
polinomului f la g in cazurile:

a) [=X"-3X°+2X+1, g=X"+X,
/. g€ QAT ;

b) f=3X2+5X+1, g=3X+1,
/g€ RAL.

) f=3X"+5X+1, g=3X+1,
frg€ L[X]. R R
d =X +X+X+1, g=X"+1,

frg€ Z[X];

3) Fie polinoamele din Z[X]
=X -X - X'+ X’ -2X*+5X -4
si g=X"-2X+3.

In acest caz catul si restul impartirii
lui fla g sunt X*+X°-2X°>-6X -8,
respectiv. 7.X + 20.




Unicitatea. Daca f=gq +r=gq' +r' cugq, q', r, ¥ € K[X],
grad r < grad g, grad ' < grad g atunci g(g — ¢') = ' — r. Daca
r # r, atunci ¢ # ¢’ si avem m > grad (+' — r) = grad g +
+ grad (¢ — q¢') = m, deci m > m. Contradictie. Asadar r = #', deci
glg—q")=0sicum g # 0, obtinem g — ¢’ =0, de unde ¢ = ¢'.m

Observatie. Demonstratia teoremei precedente oferd si un
algoritm de calcul, adicd o procedurd de determinare efectiva a
catului ¢ si restului » prin executia de un numar finit (mai mic
sau egal decat n — m + 1) de ori a pasului de la (1). Intr-adevar

a n—m
dacdaf = 0sauf, # 0 cugrad f, <m, atunci r = f, si q:b_nX .

Daca grad f, = n, = m si aflll) este coeficientul dominant al lui f,,

1

atunci se aplica (1) lui /= f, si definim polinomul f,
P

f2 :fl_ bl X" g.

m

aV

a n—-m n n—m A - A
Avem f=g b—”X +b—‘X1 + f, s.am.d. pana cand se

gaseste un prim polinom f = 0 sau f, # 0 si grad f, < m.
o (k)

a . ~ ~
Vom avea q=b—”X" m+bi)("l ’”+...+b"—kX"k "sir=f.

m m m
Aceastd procedurd de determinare a catului ¢ si restului r
este cunoscutd sub numele de algoritmul impdrtirii euclidiene
pentru polinoame avand coeficientii intr-un corp comutativ K.

Lremrtt ) Fief, g€ QX], f=2X° + 9X* + 2X° — 17X2 + 3X + 8,
g =x*+ 2x — 3. Sad determinam catul si restul impartirii

fl_lfj euclidiene a lui f prin g.

Solutie:

Avem n =5 si m = 2. Folosind pasul (1) determindm succesiv
polinoamele f,, f,, ... pand cand se obtine primul pglinom /, astfel
incét f, = 0 sau f, # 0 si grad f, <m = 2. Avem r = f,. In cazul nostru:

f :f—%XS’zg:5X4+8X3—17X2+3X—8
£ :ﬁ—%X4’2g:—2X3—2X2+3X—8
fi =jg—(_—12)X3*2g=2X2—3X—8
_ 2 22
fi= h=2X"g=-1X -2

Ca si in cazul impartirii euclidiene a numerelor intregi,
calculele precedente pot fi prezentate astfel:
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4) Determinati catul si restul impartirii
polinomului f la polinomul g iar apoi
scrieti teorema impartirii cu rest, in
fiecare dintre cazurile:

a) f=2X"+X"-5X"-8X+1,
g=X"-3,/ g€ RlX].

b) f=2X°-3X*+2X*-10X +1,
g=X"-X+1,f, g€ Q[X].

¢) f=iX'—(1+)X*+3iX -1-1i,
g=X-2i,f g€ CLX].

5) Determinati a € R astfel incéat
polinomul fe R[X],
f=X'-aX’ +Ba+7) X —aX +3
sd dea la impartirea cu X +1 restul 3.

6) Determinati a si b astfel Incat restul
impartirii polinomului
f=X'+bX +(b-2a)X* +5X -3a la
polinomul g=X>+X+2 si fie X - 1,
/. g € RIX].

7) Determinati m, astfel incat restul

impartirii polinomului f la polinomul g
sa fie egal cu 0, daca:
a) f=X"+(m+)X*+(m-1)X,
g=2X+1, f,ge RiX, me R;
b) f=mX +mX+2, g=X+3,
5 g€ ZJX], m e Z, .

8) Descompuneti in factori in K[X]

polinoamele f, g€ K[X] f=X"+X"+1
si g =(X*+X-3)(X*+X-1)+1 stiind ca

a)f,g€ Z|X];
b)f, g€ QX];
of.g€ ClX].

Indicatie.
a) f=(X"+aX+b)(X*+cX +d) cu
a, b, ¢, d e Z. Efectuam inmultirea, apoi
identificim coeficientii si obtinem a = 1,
c=-1,b=d=1.




S 2X+9X+2X - 17X +3X -8 | X +2X -3 =¢
2X3g o 2X5 + 4X4 - 6X3

f=f-2X’g — 5X*+8X°-17X*>+3X-8

5X2G oo, 5X* 4+ 10X — 15X°

=1 -5Xg ... 22X -2X+3X-8

DX o 22X —4X*+ 6X

fi=f, = (-2Xg) oo, —~ 2X-3X-38

28 e, 2X2+4X -6

o= 287 e ——TX-2=r

Observatie. Dacd f, g € Z[X] < Q[X] si coeficientul domi-
nant al lui g este £1 (adica inversabil in Z) atunci ¢, r € Z[X]
(vezi Exemplul 1).

2) Fie f, g € Q[X], f=3X + X* — 6X> + 5X — 4 si
g =2X° — X + 1. Sa determinam catul si restul impartirii
euclidiene a lui f prin g.

Solutie. Folosind spatii libere pentru termenii care au
coeficientul egal cu zero, avem:

=3 +Xx* 6+ 5X -4 ‘ X - X+1l=g
3., 3., 3., 1. 3
3X° - =X'+=X X +=X+==
27 72 2t Tty
/ o xtadxByrisx g
27 2
x* Ly ly
27 2
/ S3xiiaxi2x-a
2
EX3 —EX+§
2 47 4
/ -1x? %X—Emf

Observatie. in exemplul al 2-lea, cu toate ci f, g au
coeficientii in Z, ¢ si » nu mai au coeficientii in Z, ci in Q,
deoarece coeficientul dominant al lui g nu este inversabil in
inelul Z, dar este inversabil in Q.

3)Fief, g€ Z[X], f=3X°+4X*+3X° +3X>+2X +2,
g=2X>+3X+1.

Sa determinam catul si restul Tmpartirii lui f prin g.

Solutie. Avem grad f = 5, grad g = 2. Iterand pasul (1) al
teoremei anterioare, determinam succesiv polinoamele /|, 1, ...
pana se obtine primul polinom f, astfel incat f, = 0 sau f, # 0 si
grad f, < m.
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Altfel: X*+X*+1=
=X 42X +1- X =( X+ - X =,
Notim X*+ X —3=1y si avem
g:y(y+2)+1:(y+1)2 =....

9) Verificati daca polinomul
f=X"-3X+2X° +2X* -2X° -
—2X°+3X —1 impartit la polinomul
g=X>-2X + 1 da restul egal cu 0,
/g € RIX].

10) Determinati relatiile dintre nume-
rele reale m, n, p astfel incat polinomul
f=X"+mX +r sia se impartd exact
(adica cu restul egal cu 0) la polinomul
g=X>+pX+1, f, g€ RIX]

Indicatie. Efectudam impartirea si
obtinem conditiile: m+ p>—1=0 si
n+p=0.

11) Demonstrati ca polinomul
X°-X*+2X° +1 se imparte exact la
polinomul X* —X +1.

12) Ce conditie trebuie sa indepli-
neasca numerele reale a, b si ¢ pentru
ca polinomul X*+aX’+b si se im-
partd exact la polinomul X°+ X +c¢ ?

13) Determinati a, bR astfel incat
polinomul f=X"-3X+aX+b, sise
imparta exact la polinomul g =X —1-i.

Indicatie. f(1 +1i)=0 si obtinem a = 1
sib=4.

14) Sa se afle catul si restul impartirii
polinomului f'si g, daca:
f=6X"+5Xx - 10X+ 11X -7,
g=2X*+3X-2.

15) Fie polinoamele f, g € C[X],
f=iX¥—iX+ (G +4)X+2 -1,
g=X+2i.

Sa se afle catul si restul Tmpartirii
polinomului f prin polinomul g.

o -



fi=f=32"X"2g =2X* +4X +3X2+2X +2
fr=f-2-2" X g = XP 42X 42X +2
fi=fo-1.2"X g 23X 44X +2
fi=fi-32"X"2g=2X+3

Rezultd ci r=f, =2X +3 si

g=32"X"2422" X" 4127 X2 432 A + X 43X +4.
Ca si in cazul impartirii cu rest pentru numere intregi,
calculele precedente pot fi dispuse ca mai jos:

oo, X +AX 13X 43X 42X 42
AXG oo 342X +4X°
f=f-4Xg... | 2X+AX+3X7 42X +2
X2 2X' 43X+ XP
fi=f-X'gu.. I XP2X74+2X+2
£3. O X +4X2+3X
fi=fi-3Xg.... | 3XP+4X+2
A 3X7 42X +4
fi=fi—4g=r.. / 2X+3

2X*+3X+1=g

AXP+ X +3X +d=¢

4 Fief, g€ Z[X], f=X'+3X°+X*+2X +4, g=2X"+3X +1.
Sa determinam catul si restul impartirii euclidiene a lui f prin g.
Solutie. Asupra coeficientilor lui /' si g operdm cu operatiile
de adunare si inmultire din corpul Z; al claselor de resturi modulo 5.

F=X*+3X+ X2 +2X +4

2X2+3X +1

X' +4x° +3Xx°
/ AXP+3X2+2X +4
4XP 42X +2X
/ 2X2+0X +4
2X2 43X +1
/ 2X +3=r

Asadar ¢=3X"+2X +1,r=2X+3.

Exercitii rezolvate.

3X2 42X +1=¢

N e

16) Fie polinoamele £, g, h € R[X],
=X - X +aX*+bX +c,
g=X+dsi
h=X—d.

Sa se determine numerele reale a, b,
¢, d astfel incat restul impartirii lui fla g
sa fie )X, iar fImpartit la /2 sa dea restul —X.

17) Sa se determine a, p € R astfel
incat restul impartirii polinomului
[=2X+9X+2X - 17X+ oX + B
prin polinomul g = X? + X — 3 sa fie egal
cu zero.
Indicatie. Se efectueaza Tmpartirea si se
pune conditia ca restul sa fie egal cu zero.

18) Sa se determine restul Tmpartirii
polinomului /= X 2% — X2 + | prin
polinomul g = X*> — X + 1.

Indicatie. Notdm cu g, k=12,
radacinile polinomului g. Avem ¢ =1
k=1,2. Calculam f(g,) si f(g,).

9

19) Se considera polinomul f'e Z[X],
=X +aXl +bX+cX+3
Polinomul f impartit la X> — 1 da

restul 7 si mpartit la X* + 1 dd restul 7,

Sa se determine a, b, ¢ € Z stiind ca
rr,=5X* - 28X+ 15.

1) Determinati polinomul /'€ R[X] de gradul al 3-lea stiind ca impartit la X*> — 3X obtinem restul 6X — 15
si impartit la X* — 5X + 8 obtinem restul 2X — 7.

Solutie. Caturile impartirii euclidiene ale lui f'prin X> — 3X si X* — 5X + 8 vor fi polinoame avand grad 1,
de exemplu aX + b, respectiv cX + d, unde a, b, c,d€ R, a # 0 sic # 0.

Avem f= (X? - 3X)(aX + b) + 6X — 15=(X* - 5X + 8)(cX + d) + 2X — 7 de unde:

aX+ (b -30)X*+(6-3)X-15=cX>+(d-5)X*+ 8c—5d+2)X—-7+ 8&d.
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Prin identificarea coeficientilor se obtine a =c¢, b —3a=d — 5¢, 6 —=3b=8c — 5d + 2 si —-15=-7 + 8d, de
unde:a=c=1,d=-1,b=-3. Asadar f= (X* - 3X)(X-3)+ 6X - 15 =X - 6X* + 15X - 15.

2) Aratati ca restul impartirii polinomului f prin (X —a)(X —b), unde a,beC, a#b, este
_(X-a)f(B)=(X=b)f (@)

b—a

Solutie. Conform teoremei Tmpartirii cu rest, existd si sunt unice polinoamele ¢ si » cu proprietatiile:
(1) f=(X—-a)(X-b)g+r; (2) gradr <grad(X —a)(X —b).

Deducem cd r=mX +n, myneC. Din (1) rezultd ca f(x) =(x—a)(x—b)-q(x)+r(x), VxeC . Deoarece

f(a)=r(a) si f(b)=r(b), rezulta sistemul: {ma =@ solutiile m=L@Q=S®) -, af(b)=bf (@)
mb+n= f(b) a-b a—>b

X -a)f(b)-(X-b)f(a)

si apoi 7=

51 ap bh—a

PEBLN o 1. Determinati catul si restul impar- § @ 7. Fie f, g € Z[X], f=3X"+X°+2X +4,
)

tirii euclidiene a lui f prin g daca:

a)f=2X*-3X3+4X2-5X+65i
propsE  g=X-3X+1; '
b) f=X-3X-X-1sig=3X2-2X+1. ® 8. Fief g€ QX], f=2X"-3X"+aX +b,
g=X’-2X +3. Determinati restul impartirii lui f

2=2X"+3X?+1. Determinati catul si restul impar-
tirii lui f'prin g.

@ 2. Determinati catul si restul Impartirii euclidiene

a lui fprin g unde £, g € C[X], daci: prin g.
) f=X*+2iX°+ (1 +2)X>+2iX+ 1si @ 9. Fiefe ZX], f=X'+3X +aX+b.
g=X+X+1;

Determinati a, b e Z, astfel incat f'sa fie divizibil

b)f=iX* -1+ )X +3iX-1—-isig=X+2i. 7
V=i (1+19) ! Ls1g ! prin polinomul g=X*+X +1.

® 3.Fiege C[X],g=X?2+ bX + c. Determinati

b, ¢ € C astfel incat restul Tmpartirii euclidiene a @ 10. Fie m, n € N'. Daca restul impértirii lui n
polinomului f= X * + 1 prin g sa fie egal cu 0. prin m este r, atunci aratati ca restul impartirii
polinomului = X" — 1 prin polinomul g = X — 1

@ 4. Determinati a, b € C astfel Incat polinomul
f=X+aX*+ bX+ 1 impartit la polinomul g= X2+
+ X + 1 sd dea restul X + i.

este X' — 1.

@  11. Determinati catul si restul impartirii polino-
mului fprin polinomul g daca /= 6X* + 5X° — 10X* +
@ 5. Determinati a, b € R astfel incat restul +11X-7,¢g=2X+3X-2, f, g€ R[X].

impartirii polinomului /= 2X° + 9X* + 2X° — 17X* +
+ aX + b prin polinomul g = X> + 2X — 3 sa fie egal
cu 0.

@ 12. Determinati catul si restul impartirii polino-
mului f prin polinomul g daca f= iX* — iX* + (3 + 4i)X
+2-i,g=X+2i, f, g€ C[X].

@ 6. Fief,ge Z[X], f=6X"+6X"+2X* +6X +5,

2 =3X?+2X +1. Determinati catul si restul impartirii

lui fprin g.
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Calculul valorilor unui polinom. Schema lui Horner

Relatia de divizibilitate cunoscuta pentru numere intregi se
defineste si pentru polinoame. Dacid f, g € K[X], g # 0, spunem
cd polinomul g divide polinomul f'si scriem g | £, daca existd un
polinom g € K[X] astfel incat = gg. In acest caz spunem ci g este
divizor al lui fsau ca f este multiplu de g sau ca f se divide prin g.

Cum catul si restul la impartirea euclidiand sunt unic deter-
minate, rezultd cd polinomul g # 0 divide polinomul f daca si
numai daca restul Tmpartirii euclidiene a lui f'prin g este egal cu
zero. In acest paragraf vom prezenta rezultate privind divizorii
de forma X — o cu o € K. Studiul general al relatiei de divizi-
bilitate 1n inelul K[X], unde K este corp comutativ, se va face in
paragraful urmator.

Functia polinomiala asociata unui polinom

Fiefe K[X], f=a,taX+a X+ .. +taX sioe K.
def
Elementul fla) € K, f(o)=a,+a0+a0’ +..+a,0" se
numeste valoarea polinomului fin o € K. Se mai spune ca
elementul fla) € K s-a obtinut atribuind nedeterminatei X
valoarea o € K.

rEppLE
e 1) Daca f=2-3X+ X* € Q[X] si a =2, atunci
@ flo)=fQ2)=2-3-2+22=0.
2)Dacafe CX],f=3+QR-DX+iXsia=3-2i
atunci flo) = A3 —2i) =3 + (2 — )3 —2i) +i (3 — 202 =19 — 2.
3) Daca f=X2+§X+§eZ3[X], atunci

fO)=2, fH=2, f)=1.

Teorema 1. Fie K un corp comutativ f, g € K[X] si a € K.
Valoarea sumei (produsului) polinoamelor f, g in o este egala
cu suma (respectiv produsul) valorilor lui f si g in o, adica

(f+ g)a) = f (o) + g(a), (fe)(a) = f (a)g(e).

Demonstratie. Dacd = a, + a X+ a X* + ..,
g=b,+bX+bX?*+ ., avem:

(o) +g(a) = (a, + a0+ a,a’ +..)+ (b, + bo+bo’ +..) =
=(a,+ b)) +(a,+b)o+(a, +b)o’ +..=(f +g)a) si
f(o)g(a) = (a, +ao +a,a’ +..) (b, +bo+ba’ +...) =

= a,b, + (ah, + aby) o+ (ab, + ab + ab)o’ +...= (fe)(@) -

Daca f€ K[X], f=a, + aX + a,X* + ..., atunci putem
considera functia /" : K = K, f"(a) = f (o) = q, + a,0. + a,0* +
+ ..., oricare ar fi o € K, numita functia polinomiald asociata
polinomului /. Uneori functia polinomiala asociatd polinomului
f'se noteaza tot cu f (in loc de /7). m
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1) Aratati ca
X-4X+X+2=X-1H(X*-3X-2).

2) Aratati ca polinomul /= X* — 4X? +
+ X + 2 este divizibil prin g= X - 1, unde
/. g € RIX].

3) Aratati ca polinomul g = X — 1 este
divizor al polinomului /= X° — 4X? + X + 2.

4) Aratati cd polinomul f= X3 — 4X* +
+ X + 2 este multiplu de g = X* - 3X - 2,
unde f, g € R[X].

5 Fief=X-X+2€ Q[X]si o=
Calculati fla).

=

6) Fie f=2X° — 2X*+ X~ 1 € Q[X] si
o= —%. Calculati f (ct).

7)Fief=X2-3X+ 1€ C[X]si
oa=1+i
a) Calculati f (o).
b) Calculati (o), unde a=1-1i.

¢) Verificati relatia (@)= f(a).

8) Fie polinoamele f, g, € Z,[X],
F=X 42X +2, g=2X>+ X +1.
a) Calculati f() si g().
b) Calculati f+ g si (f +2)(1).
¢) Verificati dacd f(1)+ g() = (f + 2)(1) -

9) Fie f=a X"+ ... + a, un polinom
avand coeficientii in C. Aratati ca:
a) termenul liber a, este egal cu f(0);
b) suma coeficientiilor polinomului f
este egala cu f{1);

¢) suma coeficientilor de rang par

JO+/ED
2 b

a, +a, + ... ailuifeste egalacu

d) suma coeficientilor de rang impar

a,+a,+... ai lui f este egald cu

AOEVAS),
5 :




LAt ) Dacife RIX],f=—2-X+X,
atunci functia polinomiald asociata \

/le este functiaf": R—> R, f"(x)=-2 - , /
— x + x2. Reprezentarea grafica a functiei i\yz *
/" este data in figura alaturata.

2) Fie polinoamele f, g Z,[X], f=X"+X>-2X+1,
X2 -X+1. Avem f(0)=i=g(0), fD=1=gd), @)=

0=g(2), deci functiile polinomiale asociate f* : Z, — L, si

g

x|l

g : Z, — Z, sunt egale cu toate cd /' # g (adica polinoamele fsi
g sunt diferite).

Cand K este unul dintre corpurile Q, R, C se poate arata ca
dinf, g€ K[X],f# g, rezultaca f" # g".

Definitie. Fie K un corp comutativ si f€ K[X]. Un element
o € K se numeste rdddcind a polinomului f daca f (o) = 0.

L FEMmpLE

1) Daca fe R[X], f=-2 + X+ X2, atunci (1) = 0 si
1 f(=2) =0, deci 1 si -2 sunt radacini (din corpul R) ale
polinomului f.
2)Fiefe Z[X], f=X*+3x"+12.
Avem f(0)=2, f()=1, f2)=0, fFB3)=0 si f(@)=1. Re-
zultd ca 2 si 3 sunt radacini (din corpul Z,) ale polinomului f.

Rezultatele din urmatoarele doua teoreme aratd cad pentru
un polinom '€ K[X] si a € K putem folosi algoritmul impartirii
euclidiene a lui f'prin X — o pentru a stabili dacd o este radacina
aluif

Teorema 2 (Teorema restului). Dacd f€ K[X] si o € K, atunci
restul impartirii euclidiene a lui f prin X — a este egal cu f (o).

Demonstratie

Evident restul impartirii lui f prin X — o este un polinom
constant. Asadar existd ¢ € K[X] si r € K astfel incat f (X) =
= (X~ )g(X) + 7.

Evaluand in a polinoamele care intervin in egalitatea
precedenta si tindnd cont de rezultatul din Teorema 1, rezulta
caif(a)=(a—a)g(o) +tr=r.m

Sa observam ca polinomul /'€ K[X] se divide prin X — «,
o € K daca si numai daca restul Tmpartirii euclidiene a lui f prin
X — a este egal cu zero. Aplicand Teorema 2, obtinem urmatoarea
teorema:

e

10) Fie f= X* - 7X + 10, f€ R[X].
a) Calculati f{2).
b) Calculati f5).
c¢) Calculati f0).
d) Care sunt radacinile reale ale polino-
mului f?

11) Fie /= 3X> + 6X, fe R[X].
a) Rezolvati in R ecuatia 3x> + 6x = 0.
b) Calculati f0).
c) Calculati f{-2).
d) Care sunt radacinile reale ale polino-
mului f?

12) Fie f=X"+1, feZ[X].
a) Calculati £(0).
b) Calculati £(1).

c) Care sunt radacinile polinomului /in Z,?

13) Fie f=X’+1,f€ Z,[X].
a) Calculati £(0)
b) Calculati £(1)
¢) Calculati £(2).
d) Care sunt raddcinile polinomului /in Z,?

14) Fie f=X’+1, feZ,[X] .
a) Calculati £(0)
b) Calculati £(1)
¢) Calculati £(2)
d) Calculati f(3).
e) Care sunt radacinile polinomului fin Z,?

15) Calculati restul impartirii polino-
mului /= X* - X3+ X? - 2X — 1 prin
polinomul g daca:

Teorema 3 (Teorema factorului, Bézout)

Polinomul '€ K[X] se divide prin polinomul X — a, o € K
daca si numai daca f (o) = 0. Altfel spus, X — a este divizor al
polinomului f daca si numai daca o este radacind a lui f.
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a)g=X-2;
b)g=X+2;
0g=X-1
dyg=X+1.

16) Calculati restul impartirii polino-
mului =X - 2X*> - iX+ 1 — i prin
polinomul g daca:

a)g=X+1i
b)g=X-1i
)g=X+1;
d)g=X-1




Teorema precedentd poate fi generalizatd. Astfel:

Teorema 4. Fie fe K[X]si a, B € K, o # . Polinomul f se
divide prin (X — ot)(X — B) daca si numai daca f{a) = 0 si f(B) = 0.

Demonstratie. Daca f se divide prin (X — a)(X — B), atunci
existd ¢ € K[X] astfel incat f (X) = (X — a)(X — B)g(X), de unde
f(@)=0sif(B)=0.

Reciproc, presupunem ca /(o) = 0 si f(B) = 0.

Aplicand teorema factorului rezultd f (X) = (X — a)g(X) cu
g€ K[X]. Avem 0 = f(B) = (B — a)g(B) si cum B — o # 0 rezulta
cd g (B) = 0. Aplicand din nou teorema factorului rezulta ca
g= (X~ P)g cu g € K[X] de unde /= (X — o)(X — B)g. m
ETEACE ) Polinomul f€ R[X], f=X*-2X3+X2—X-2se
divide prin X — 2. Intr-adevar

f(2)=24-2-23+22-2-2=0.

2) Polinomul fe C[X], f=X°+ X3+ 2X + 2 se
divide prin X2 + 1.

Avem X2+ 1=(X-i)(X+i)sii# —i. Darfi)=+ 3 +22+
+2=0, f(—i) = (—i)’ + (-i)* + 2(—i)* + 2 = 0 si deci f'se divide prin
X-HX+)=X+1.

N e

17) Fie f; g € R[X]. Determinati restul
impartirii polinomului f prin polinomul
g in fiecare dintre urmatoarele cazuri.
a) f=X'-2X-X"+6X-1,g=X—1;
b) f=—X"+Q2+)X’-iX*+X -1,
g=X+1-2i;
¢) f=4X +6X*-7X+9,
g=2X+1.

18) Fiefe R[X]sia be R,a # b
astfel incat f{a) = f(b) = 0. Aratati ca f se
divide prin (X — a)(X — b). Generalizare.

Indicatie. fla)=10, f=(X-a) - g,
Ab) =0, g(b) =0, g(X-b) - g;
f=(X-aX-b)q.

X -a)X -0a,) ... (X - a). Inductie
matematica.

Execitiu rezolvat. Determinati un polinom de grad minim care Tmpartit la X +i sa dea restul 2i si

impartit la X —i sa dea restul —2i.

Solutie. Fie f polinomul cautat. Evident grad f>1.

Cercetam daca existd /', cu grad /' =1, care sa verifice conditiile problemei.

Fie f =aX +b. Avem conditiile: f(—i)=2i si f(i)=-2i si obtinem {

a=-2. Deci polinomul cautat este [ =-2X.

Schema lui Horner

Fie f€ K[X], f=a X" +a X'+ ..+aX+a sioa€ K
Pentru a evalua polinomul f1n o € K calculam mai 1ntai puterile
lui o, anume o? = aa, o = ?a, ..., o' = o' (in total n — 1
inmultiri). Calculdm apoi produsele a o, a_ o', ..., a,a (in
total » Inmultiri) si n final efectuam suma (» adunari):

ao'+a o'+ .. +aata =fa)

Cu aceasta procedura pentru calculul lui f (o) sunt necesare
2n — 1 inmultiri si # adunari. Polinomul f=a X" +a X'+ .. +
+a X+ a, € K[X], definit in acest manual ca expresie formala,
precizeaza ,,programul de calcul’ care aplicat fiecarui element
o € K conduce la valoarea f (o).

Dupa cum vom constata in continuare, o procedurda mai
avantajoasd se va dovedi a fi algoritmul impartirii euclidiene a
lui f prin X — o; prin » Inmultiri si #» adundri vom obtine atat
restul » = f (o) cat si coeficientii catului.
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—ai+b=2i B )
. . cu solutiile »=0si
ai +b=-2i

19) Utilizand schema lui Horner, de-
terminati catul si restul impartirii polino-
mului f'la polinomul g in fiecare dintre
cazurile:

a) f=2X'-3X+5X*-7X+9,g=X-1
b) f=4X -X’+2X -1, g=X+2

o) f=(1+)X-Q2-DX*+X -3+i,
g=X+2+i.

20) Utilizand schema lui Horner, de-
terminati catul si restul Impartirii polino-
mului f/ la polinomul g in fiecare dintre
cazurile:

a) f=2X"-5X"-8X , g=X+3;
b) f=X°, g=X-1;

S — R



Daca grad f=n, f=a X"+ ... + a X + a, atunci cétul g are
graduln-1,g=c X'+ ..+cX+c,.

Putem scrie:

aX' +a X'+ . +taX+ta=X-a)c, X"'+.. +cX+
+c)tr

Efectuand calculele din membrul drept al egalitatii prece-
dente obtinem:

aX' +a X'+..+taX+ta=c X +( ,—oac )X+
+ ...+ (¢, — ac)X + r - ac, si identificand coeficientii obtinem
sucesiv: ¢, | = a

1 n
c =a  tc o=a  taao
n-2 n-1 n-1 n-1 n
c .=a ,tc o=a  +ta o+ aod
n-3 n-2 n-2 n-2 n-1 n

c,=a, tco=a taot. . +ta o?+ao
n-1 n

r=a,+co=a+ao+..+a, o' +aa" = f(a).

Asadar ¢_, ¢ ,, ..., ¢, ¢, si r se calculeaza succesiv (in
aceasta ordine) in functie de a, a_,, ..., a,, a, si a (cunoscuti)
prin formulele:

c,=a,c ,=a  tc a,.,c =a tco,

r=a,tcq.

Calculele de mai sus pot fi efectuate folosind un tabel cu
dous linii. In prima linie sunt trecuti coeficientii lui fin ordinea
a,a ,..,a, a, iar in a doua linie sunt inserati, pe masura ce
sunt calculati cu formulele precedente, coeficientii catului

JERRD

C, 15 C, oy woes €5 C, 1 TeStUL 7.
a, a1 ai+1 ai ao |
Cp-1 Cp-2 Ci Co r | o

Se observaca c, | = a,,iar pentru i <n -1, ¢, se afla adunand
la a,, (care se afla deasupra sa) coeficientul ¢, (deja determinat)
inmultit cu o. Aceastd modalitate de calcul este cunoscuta sub
numele de schema Iui Horner.

LrEMrLE 1) Utilizand schema lui Horner, determinati catul
si restul impartirii polinomului
f=X*-3X+5X?-3X+2 la X -2.

4 3 2 0
A Deci catul este
1 -3 5 3 2
1 1 3 3 8| 2 c=X>-X243X+3 si
by by, b b, r restul este r=8.
1 0

2) Utilizind schema lui Horner, determinati catul si restul
impartirii polinomului f = X" —iX’ —(1+)X +i la X +i.

xt x xr x  Xx° Avem

[ A R e A 3 2 .
=X -2iX*-2X +i-1

1 2 2 il 2i+1] 4 € ’ ’

b3 b2 bl bo r sl r:21+1.
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e

o) f=X"+X’-4X*+5X-3,
g=(X-1I)(X+3);

d) f=X*-3iX° —4X* +5iX —1,
g=X-1-2i;

) f =X +\V2X?+2X+24/2, g=X +/2.

21) Determinati a € R astfel incét po-
linomul f=X*—aX’ +Ba+7)X* —aX +
+3 sa dea la impartirea cu X +1 restul 3.

22) Determinati a si b astfel incat
restul Tmpartirii polinomului
f=X"+bX’+(b-2a)X*+5X -3a la
polinomul X* + X +2 si fieX —1.

23) Fie f=X" + X2 4 x'° 1.
Determinati restul impartirii lui /' la
X(X?-1).

24) a) Un polinom impartit prin
X-1 X+1, X+4 da resturile 15, 7 si
respectiv —80. Determinati restul Tmpar-
tirii prin (X —1)(X +1)(X —4).

b) Un polinom Tmpartit la X — 1, X + 1,
X — 2 da resturile 2, 6 si respectiv —3.
Determinati restul Tmpartirii prin

(X -DX +D)(X -2).

25) Determinati polinomul cu coe-
ficienti rationali de grad minim, care
impartit la X* + X —2 da restul 2.X -3
si Tmpartit la X?-X+2 da restul
2X 3.

26) Se considera polinomul
f=X"+X"+1, iar C,(X)si C,(X)
caturile Tmpartirii lui fla X —1 respectiv

X+ 1. Ardtati ca C,(-1)=C,(1).

27) a) Fie fun polinom cu proprietatea
(x+Df(x)—(x=Df(x+3)=x>-3x+4
Vx € R. Determinati restul impartirii
polinomului f prin (X —1)(X —2).
b) Fie f un polinom cu proprietatea
xf(x+ D)+ (x+2)f(x+3)=—x* +2004,
Vx e R. Determinati restul impartirii
polinomului f prin (X —3)(X +1).

S —



Exercitii rezolvate.
1) Fie fe R[X], f=2X* - 2X3 — 15X* + 10X + 3. Calculati f(3) folosind definitia si apoi cu ajutorul schemei
lui Horner.
Solutie. Avem f(3)=2-3*-2-3"-15-32+10-3+3=162-54-135+30+3=06.
Folosind schema lui Horner, avem
2 2 -15 10 3|
2 4 3 1 613

Rezulta ca f(3) = 6. Se obtine si catul impartirii lui / prin X — 3, ¢ = 2X° + 4X> - 3X + 1.

2) Determinati catul impartirii polinomului f = X* -2X>+3X? - X +1 la polinomul (X —1)(X —2),
utilizand schema lui Horner.

Solutie. Conform teoremei impdtirii cu rest, putem scrie: [ =(X —1)g,+r, gradr, =0, ¢, C[X] si
q,=(X—-2)g,+r, gradr,=0,q, e C[X].

Rezulta f=(X-DX -2)q, + (X -D+rn=(X-1)(X -2)q,+ X +r,—r, de unde deducem, tinand
seama de grad(r, X + 7 —r,) < grad(X —1)(X —2), ci g, reprezinta catul cerut. Insa q, reprezinta catul impartirii
lui g, la X =2, unde g, este catul impartirii lui fla X —1. Prin urmare g, poate fi determinat aplicand de
doud ori schema lui Horner:

Xt x x? X X°

1 -2 3 -1 1

1121 2|1 )

3 > 5 Obtinem ¢,=X"+ X +4, care reprezintad
X X X X N
catul cerut.

1 -1 2 1

1 1 4 9 2

b, b b

3) Sa se determine A € R astfel incat polinmul /= X° — X2 + AX + 2 sa admita ca radacind pe o = 2.
Solutie. Folosind schema lui Horner, avem:

I 2|
1 -3 x+6 -21-10] -2

Rezulta ca r = 21 — 10 = f (-2). Trebuie ca f (-2) = 0, adicd 21 — 10 = 0, de unde A = -5.

4) Fie f€ Q[X], f=X — 9X* + 25X - 17. Sa se determine 7, r,, r, € Q astfel incat /= (X — 2)° + r(X - 2)* +
+r,(X = 2) + r, (dezvoltarea lui f/ dupa puterile lui X — 2).

Solutie. Putem scrie:

f=X-2)q,+rycug,=X-2+rX-2)+r,

g, =X ~-2)g, +rcug =X-2)+r,

q,=X-2)q,+r,cug,=1

Asadar r, = f(2), r, = q,(2), r, = q,(2), deci pentru a determina numerele r,, r
determindm polinoamele g, si g, si valorile /' (2), ¢,(2) si ¢,(2).

Calculele pot fi organizate astfel:

» I, este necesar sd

f | -9 25 _17
9 2 1 -7 11|06 |2
q, @ 2 sau explicit 1 -5 @ 2

(]2@2 1@2

Rezulti cd ry=5,r =1sir,=-3,deunde f= (X -2)' - 3(X-2)* + (X -2) + 5.
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5) Fie fe K[X], f=a,taX+aX +..+aX si f'=a+2aX+..+naX"" (derivata formald a
polinomului /). Aratati ca f se divide prin (X — a)? daca fla) = 0 si f (o) = 0.

Solutie. Avem f (X) = (X — a)g(X) + f (o), deci f (X) — f (o) = (X — a)g(X).

Dar f(X)- f(a)=a, (X" —a")+a, (X" —a" ) +..+q(X -a)=

=(x— oc)(an(X”’1 + X" a4+ N +a (X”’2 + X" o +...+oc”’2)+ et @ (X + o)+ “1) .

n—1
Rezulti ci, g=a,(X"" + X" ?a+..+a" ) +a,, (X”’2 +X " o+ o ) +..+a(X+a)+a si atribuind

lui X valoarea a, obtinem g(a) = na o' + (n — )a_ a"> + ... + 2a,0. + a, = f'(o).

Din f(X) = (X — a)g(X) + f (o) si f(a) =0 =f"(a) rezulta ca (X — o)* divide pe f.

Daca f=X*—2X*+ 5X2+ pX + g, atunci /' = 4X°* — 6X2 + 10X+ p. Din 1) =0si f'(1) =0 rezultd 4 + p +
+qg=0si8+p=0.Avem p = -8, g =4 si in acest caz f se divide prin (X — 1).

P;“ﬂ._L‘-*F @ 1. Fie polinomul f € R[X] folosind @ 8. Determinati, A € R astfel incat restul
—= schema lui Horner, calculati f (o) daca: impartirii polinomului /=X +AX> - (3L +2)X+ 2 la
/{;? a) f=X -5X"+ 18X - 15X+ X+ 4 i X — 1 sa fie egal cu 5.
propisE O =3;

b f=X+1+2)X -1 +3)X*+7si

o =-2—1.

@ 9. Determinati a, b € R astfel incat restul
impartirii polinomului /= X*+aX* + (2b—- )X+ b la
X+ 1safie egal cu 1 si cel al impartirii la X — 1 sa fie
@ 2. Folosind schema lui Horner, dezvoltati poli- egal cu 5.
Z)C)}Iill){fzp; )(P 3u t_er31; 21111:)((1(; Sia;a:: 1 @ 10. Determinati polinoamele f€ R[X], f # 0
’ ’ care verifica relatia X/ (X) = (X — 3)f (X + 1), unde
b) f=X"+2iX° —(1+)X* -3X+7+i sia=—i. fX+D=aX+1y+a (X+1y"'+.. +aX+1)+
@ 3. Folosind schema lui Horner aflati catul si ta,dacaf=a X" +a, X+ .. +aX+ta,
restul impartirii polinomului [ € Z][X], @ 11. Determinati a, b € R astfel incat polinomul
£=35X"+3X>+ X +3 prin polinomul g=X+5. | f=aX*+ bX’ -3 sa se divid prin polinomul
4. Fiefe R X~ X+ 1. Folosind sch g = (X =1y’ unde f g € RIA]
.Fiefe =X -X+1. i

:li Horne;egeterrgi?l,a{i a, b,ce R a:tfocjlnilncséct' o @ 12. Determinati polinomul /= X% + aX* +

’ R ' + bX + c € R[X] daca f (k) = 2 pentru k € {1, 2, 3}.
3
xox+l__ 1, a b ¢ @ 13. Determinati polinomul f € C[X],

_ 3 _ 2 . 3 + _ 4 + _ S,
(?c 2) f'(x 2{; (x 22) (x=2)" (x-2) f=X*+aX+bX+cX+d, dacaf(i)=1+isi
oricare ar 11 x € , X * 2. f(l+ 1):_6 + 5.

@ 5. Fie f € Z][X], =X +2X*+X+1. @ 14. Fie £, g € R[X], f= X5 + X + 1 si
Determinati toate polinoamele g =aX> + bX”> +¢éX +d g=X+X+1,ne N. Aratati ca f'se divide prin g.

din Z,[X] astfel incat /* = g". @ 15.Fie /X’ +bX’ +cX +d cRLY]. Deter-
@ 6. Aratati ca polinomul /= (X* + X — 1)1 - X minati numerele reale a, b, ¢, d astfel incat

din R[X] impartit la polinomul X?> — 1 da restul 0. A+ A2) + ... + fin) = n*, Vn € N*.

@ 7. Ariatati ca polinomul

f=nX"? — (n + DX + X din R[X] este divizibil

prin (X — 1)~
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Relatia de divizibilitate pentru polinoame

Si 1n acest paragraf K este un corp comutativ. Vom arata cad inelul de polinoame K[X] are proprietati
aritmetice asemanatoare cu cele ale inelului Z al numerelor intregi.

Date fiind polinoamele d si /' din K[X], spunem ca d divide pe f, si scriem d

incat f'= dgq.

f, daca existd g € K[.X] astfel

In acest caz se mai spune ci d este divizor al lui f'sau ci f este multiplu al lui d.
Sa observam ca daca polinomul d este divizor comun pentru polinoamele fsi g, atunci d divide polinomul

fo+gy , oricare ar fi ¢,y € K[X]. Intr-adevir, fie q,» 4, € K[X] astfel incat /= dgq, si g = dq,.
Avem: fo+gy =dqp+dqy =d(q,¢+qy)=dg, unde q=q,0+qy .

Cel mai mare divizor comun pentru doua polinoame

Definitie. Fie f, g € K[X]. Un polinom d € K[X] se numeste
cel mai mare divizor comun (prescurtat c.m.m.d.c.) al lui f'si g
dacd are proprietatile:

() d | fsid| g (adicd d este divizor comun al lui f'si g) si
(B) daci & | f'si k| g, atunci & | d (adica orice alt divizor comun 7
al lui f'si g este divizor si al lui d).

Cel mai mare divizor comun al lui f si g se noteazd cu
cm.m.d.c. (f, g) sau cu (f; g), la fel ca perechea ordonatd de
componente f si g.

Evident, daci /| g, atunci c.m.m.d.c. (f, g) = /. Asadar pentru
a dovedi existenta c.m.m.d.c. este suficient sa consideram cazul
a doua polinoame f;, g € K[X] astfel incat grad /' > gradg si & X .

In aceste conditii exista g, r, € K[X], r, # 0, astfel incat:

(1) f=gq, +r cugrad r, <grad g. Cum r # 0, exista
q,, 1, € K[X] astfel incét

(2)g=rgq, +r,cugrad r, < grad r, daca r, # 0.

Cum, r, # 0, exista q,, r, € K[X] astfel incét

(3)r, =rq, +r,cugrad r, < grad r, daca r, # 0 s.am.d.

Cum grad g > grad r, > grad r, > ... existd n € N astfel incat
r.# Opentru l <i<nsir, =0,adica

(ny r, ,=r_q +rcugradr <gradr ,r #0

si
(n+1) r  =rgqg, +0.

Secventa (1), (2), ..., (n), (n + 1) de impartiri cu rest poarta
numele de algoritmul lui Euclid pentru polinoamele f'si g, iar 7,
este numit ultimul rest nenul din algoritmul lui Euclid pentru f'si g.

Aratam cd polinomul d = r, verifica (a) si (B) din definitia
c.m.m.d.c. al lui f'si g.

Din (n + 1) rezultd ca r, | r. . i apoi din

(n) rezulta ca r, | r., s.am.d. pand cand, in final din (2) si
din (1) rezultd cd r, | gsi r | /. Asadar r. verifica (o).

Daca & | fsih | g, atunci folosind succesiv (1), (2), ..., (n)
Iezulté cd h divide r, r,, ..., r,, de unde rezultd ca A verifica (j3).
In final c.m.m.d.c. (f; g) = r, ultimul rest nenul din algoritmul
lui Euclid pentru f'si g.
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1) Determinati meR astfel incat
polinomul f=X°—(m+1)X* —mX +1
sd fie divizibil cu X +1.

2) Determinati a, b€ R, astfel incat
polinomul f=X’-3X+aX +b si fie
divizibil cu X —1-1.

3) Fie polinomul
f=X"—nX" + nX! - 1 € R[X]
a) Calculati f (1).
b) Calculati f (-1).
¢) Este polinomul f divizibil cu X — 1?

4) Aratati ca
X" —(n+ DX +ni (X -1,
Dati alte doud exemple de polinoame de
grad n + 1 divizibile cu g.
Indicatie. Obtinem sistemul
SH=0
f')=0

5) Demonstrati ca polinomul f se di-
vide cu polinomul g 1n fiecare dintre cazurile:
a) f=X"-m+DX+n, g=(X-1)
b) f=Qn-D)X>" +2nX>"" +1,
g=(X+1)7,

1-n—-1+n=0

adied i 1-n-1=0"

6) Determinati m,n € R astfel incat
polinomul mX*+nX> -3 sa fie divi-
zibil cu (X —1)7.

7) Fie polinoamele f, g € C[X],
f=X*+1,g=X>+o0X+p.
Si se determine o, P astfel incat g | f.
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1)Fief,ge RIX], f[=X*+ X +2X*+ X -1,
g=X+X>+ X+ 1. Determinati (f, g).

LrEMrLE
Solutie. Aplicand algoritmul lui Euclid obtinem:

(DX =gX)  X+Xx -1

QgXN=X-DHX+1)+ 2Xx+2
B3 X —1=(2X+2)-%(X—1)+0, deci cmm.d.c. (f, ) = 2X+ 2.

2) Fie f, g € Z[X], f=X +3X*+3X°+ X +3X+4,
g=2X*+3X*+2X +4. Determinati (£, g).

Solutie. Aplicand algoritmul lui Euclid obtinem:

(1) f=gq, +r,unde g =3X+2,r, =2X>+2X +1.

(2)g=rgq, +r,unde g, =X?+3X +1, r =2X+3.

(3) r, = rygq, + r,, unde g, —X+2, r, =0.

Deci, (f,g)=2X+3.

Observatii

¢ Dacid, f, g€ K[X] sia € K*¥ =K\ {0} atunci d este divizor
comun pentru f si g dacd si numai dacd ad are aceasta proprie-
tate. Intr-adevar daca f = dq, si g = dq,, atunci f = ad(a'q,) si
g= ad(o'q,). Implicatia reciprocd se verificd asemanator.

In particular daca d = c.m.m.d.c. (f, g) si a este coeficientul
dominant al lui d, atunci polinomul a'd este monic (sau unitar)
si evident a''d = c.m.m.d.c. (f; g).

¢ Dacda d = c.m.m.d.c (f;, g), atunci existd doud polinoame
@,y € K[X] astfel incat d = fo+ gy .

Intr-adevar, aratim ca resturile Fis Fys -y 7, din algoritmul lui
Euclid au aceasta proprietate. Acest fapt se verificad imediat
pentru r, si r,.

Daca r_, = fo,_,+gy, , sir =fo_+gy_.cu 0., ¢,
Vi, Vi €K[X], atunci —1d; = [ (@, —0,9,) +
+g(w, , -y, ,q,) si proprietatea cerutd rezultd prin inductie

nh=r,

matematica. In particular d=r,=fo,+gy, si putem lua
C=0,,V=VY,.

e

8) Folosind algoritmul lui Euclid, ga-
siti polinoamele u, ve C[X] astfel incat
uf +vg=d, unde d este c.m.m.d.c. al
polinoamelor f/ si g daca:

a) f=X'+2X°-X°-4X-2,
g=X"+X’-X*-2X-2;

b) f=4X*-2X’-16X*+5X +9,
g=2X"-X>-5X+4.

9) Determinati polinoamele f de
gradul intai astfel 1ncat:
a) f(X?) sise dividd cu f(X)
b) f(X?*—1) si se dividi cu f(X).

10) Fie polinoamele f, g € R[X],
[=2X+3X+toX?-1,g=2X>+X-P.

Sa se determine o si [ astfel incat f
sd se divida cu g.

11) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=X-4X +4X + aX + B,
g=X—-4X+ B.

Sd se determine parametrii a si
astfel incat polinomul f'sa se divida cu
polinomul g si 1n acest caz sa se deter-
mine catul.

12) Fiind date polinoamele
/g€ RX], f=X+aX*+ bX + c,
g = (X - 1)’ sa se determine a, b, c€ R
astfel incat g | 1.

13) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=X2+X+ D" -X ne N,

Definitie. Fie f; g € K[X]. Dacd c.m.m.d.c. (f, g) = 1, atunci
spunem ca f este prim cu g. Se mai spune in acest caz ca
polinoamele f'si g sunt prime intre ele.

Evident c.m.m.d.c. (f;, g) = | daca si numai daca exista

o,y € K[X] astfel incat fp+gy =1.

g=X+ 1.
Aritati ci g | /.

erEAE 1) Polinoamele X —a si X —b, a#b sunt prime intre

) R 1 1
@ ele. Intr-adevar (X -a)-——(X-b)=1.
b—a b—a

2) Dacd a,beC[X], a#b si m, neN’, atunci poli-

noamele (X —a)" si (X —b)" sunt prime intre ele.

89

14) Fie polinomul £, g € R[X]. Aratati
cd urmatoarele polinoame sunt prime
intre ele:

a) f=X* - X’ —4X?> 14X +1,
g=X>-2X"+1,

b) f=3X°-2X*+ X +2,
g=X-2X*+2X-1.

15) Fie f, g, h € C[X]. Aratati ca daca
/| gh, fsi g sunt prime intre ele atunci

flh.

o -



Teorema 1. Fie f, g, h € K[X]. Avem:

(1) cmm.d.c. (hf, hg) = h - cm.m.d.c. (f, g) sau cu notatii
mai simple (4f, hg) = A(f, g).

(2) Daca (f, g) = 1 si (f, h) = 1, atunci (f, gh) = 1, adica daca
feste prim cu g si A, atunci este prim si cu gh.

(3) Daca f'| gh si (f, g) = 1, atunci /| &, adica daca f divide

produsul gh si este prim cu unul dintre factori, atunci f divide
celalalt factor.

Demonstratie

(1) Cand 4 = 0 proprietatea este evidentd. Daca & # 0, atunci
inmultind cu /4 1n egalitatile (1), (2), ..., (n), (n + 1) din algoritmul
lui Euclid pentru f'si g se obtine algoritmul lui Euclid pentru Af
si hg, iar ultimul rest nenul este hr, = A(f, g).

(2) Fie @, v, si @,,y, din K[X] astfel incat 1 = fo + gy, si
1= f(oz + th . Avem 1= fo,+ gy ,(fo,+hy,) = f(o,+gy0,) +
+ghywy,=fo+ghy cu Q=0 +gVo, si y=yy,,
(f,gh)=1.

(3) Fie ¢,y eK[X] astfel incat 1= fo+gy . Avem
h= foh+gyh si cum f| gh rezulti ci /| h. m

deci

Exerecitii rezolvate.

N e

16) Fiind date polinomale f, g € C[X]
[=X+2X+2,g=X+3X+3
sd se determine c.m.m.d.c. al polinoa-
melor fsi g.

17) Sa se arate ca polinomul
g=X-DHX+X+ 1),
divide polinomul f € R[X],
f=X"+X'—X—-LneN*,

Indicatie. g =0, xe{-11¢ ¢},
) =f-1)=0.
4"=3+1)y=3¢g+1,qeN".
f&=1@®=0 g|f.

18) Fie f, g e R[X],
f=AX"?+BX"+2,g=(X- 1)
Si se determine 4, B astfel incat g | f.

19) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=(X*+X+D)""'-X, g=X"+1LneN
Si se arate ¢ g | / pentru orice n € N.

1) Determinati c. m. m. d. c. al polinoamelor f=X+X"+1 si g=X2+X+1.

Impartim fla gt x3, x>, X2+ X+1
-X-X’-X X
/ / =X+1=n
fmpartim g=X*+X+1la n=-X+1: Xx24x+1 —X+1
-X*+X -X-2
S 2X+1
-2X+2
/" 3=r

Impartim rn=—X+1 la r,=3 si obtinem restul », =0. Deci 3 este un c. m. m. d. c. al polinoamelor f'si g.

2) Determinati c. m. m. d. c. al polinoamelor f =X+ X*-X*-3X?-3X -1 si

g=X*-2X-X?-2X+1.

Impartim fla g X°+ Xx*- X'-— 3x°-3X-1

| XXX -2X+1

X’ +2X'+ X42X- X
/ 3x* —X*-4X-1
BX+6X° +3X7+6X-3
/ 6X° +2X* +2X —4=r,

|X+3

Impartim  la 2 si inmultim X* -2X° - X? —2X +1 cu 3. Efectuam apoi impartirea lui

3XY—6X -3X?2-6X+3 la 3X + X2+ X -2:
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3XY—6X3—3X?—6X +3

‘3X3+X2+X—2

“3xt- X - XP42X B%
—7X?—4X? —4X +3

Inmultim 3X%+ X2+ X -2 cu7si —~7X°—4X?>-4X +3 cu -3 si continuim impartirea:

20X3+ 7X%+ 7X -14 ‘21X3+12X2+12X—9
21X -12X%-12X 49 |1
—5X%- 5Xx-5

Impartim —5X%-5X -5 la -5 si apoi efectuim impartirea lui 21X° +12X*+12X -9 la X?+ X +1:

21X° +12X2 +12X -9
—21X° -21X7% -21X

/ —9X?- 9X-9

9X?+ 9X+9

/ /]

X2+ X +1
21X -9

Am obtinut restul zero, deci c.m.m.d.c. este ultimul rest nenul, adica X? + X + 1.

Cel mai mic multiplu comun a doua polinoame

Definitie. Fie f, g € K[X]. Un polinom m € K[X] se numeste
cel mai mic multiplu comun (prescurtat cm.m.m.c.) al lui f'si g
daca

(') f| m si g | m (adicd m este multiplu comun al lui f'si g) si

(B) daca f'| hsi g | h, atunci m | & (adica orice alt multiplu /
al lui f'si g este multiplu si al lui m).

Pentru cel mai mic multiplu comun al lui f'si g folosim notatia
c.m.m.m.c. (f, g) sau mai simplu [f, g].

Teorema 2. Oricare ar fi f, g € K[X] cel mai mic multiplu
comun al lui f'si g exista si Verifijc[é relatia
_ &
V-1~ (7le)

Demonstratie. Relatia de demonstrat se scrie si astfel: fg =
=md,unde m = [f, gl sid = (f, g). Fied = (f, g) si f,, g, € K[X]
astfel incat /= df,, g = dg,. Avem d = (f, g) = (df,, dg,) = d(f,, g,)
si simplificdnd cu d obtinem 1 = (f, g,), adica f, si g, sunt
polinoame prime intre ele.

Jg

Fie m==—-= f,g = fg,. Rezultd ca m este multiplu comun al

lui f'si g. d

Fie 7 € K[X] un multiplu comun al lui f'si g. Avem h = fq, =
= g4, cu q,, q, € K[X]. Din fq, = gq, rezultd df q, = dg,q, si
simplificand cu d obtinem f,q, = g,q,. Cum (f, g) = 1 si
/i | g,9, rezulta ca f, | q,- Din h = gq, rezulta ca m = f g divide h.

Jg

Analog se aratd ca m | h si deci 7=m=[f,g]. ]
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20) Fie polinoamele f, g, € C[X],
f=X"-1si g=X°-1.
a) Determinati polinomul m € C[X],
c.m.m.m.c. al polinoamelor fsi g.
b) Determinati polinomul 4, c.m.m.d.c.
al polinoamelor f'si g.
c¢) Calculati produsul fg.
d) Verificati relatia fg = m - d.

21) Fie polinoamele f, g, € C[X].
Determinati c.m.m.d.c. si cm.m.m.c. al
polinoamelor fsi g in fiecare dintre cazurile:

a) =X —7X*+8X° -7X +7,
g=3X"-7X"+3X°-7X;

b) f=X*—4X°+1;
g=X*"-2X"-3X"+ X +1

¢) f=X°-9X*-10X°-9X?*+1,
g=X"—42X° +6X*> +42X +1.
Calculati, in fiecare caz in parte f - g.

Verificati, in fiecare caz in parte, relatia

g= o It gl




Observatie. Daca pentru c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c., cerem
sa fie polinoame monice, atunci egalitatea din enunt este
adevaratd, mai putin un factor nenul din K.

Exercitiu rezolvat.

N e

22) Aflati polinoamele f si g cunos-
cand ca cel mai mare divizor comun al
lor este X*+4, cel mai mic multiplu
comun este X'+3X>—4, f(1)=10 si
g(-1)=20.

Fie polinoamele f, g€ Q[X], f[=X* + X’ - 3X> - X+ 2, g= X + 3X> - X - 3. Sd se calculeze d = (f, g) =

=c.mm.d.c. (f; g) si m = [f, g] = cm.m.m.c. (f, g).

Solutie. Impartim pe fla g si obtinem f= gq, trcug =X-2sir =4X" -4,

- 3
Impartind pe g la r, obtinem g =r g, + r, cu ¢, =—X +— si r, = 0. Rezultd cd cm.m.d.c. (f, g) = X* - 1

dacd punem conditia si fie polinom monic. Impartind polinomul fg la X2 — 1 se obtine:

m=cmmm.c. (f, g) =X +4X*-10X2 - X+ 6.

Observatie. Dacd f€ K[X] si o € K, o # 0, atunci polinoamele f'si of au aceeasi divizori in K[X]. Din
acest motiv 1n algoritmul lui Euclid pentru doud polinoame f'si g din Z[X] putem evita coeficientii fractionari

inmultind oricare dintre polinoamele f, g, r|,

¥,y ..., ¥, Cu un numdr intreg nenul potrivit ales. Astfel in

exercitiul rezolvat precedent atunci cand impartim pe g = X * +3X* - X -3 lar = 4X? — 4 putem inlocui pe

g cu 4g sau pe r, cu %]/i:Xz—l.

Polinoame ireductibile

Vom introduce notiunea de polinom ireductibil peste un corp
comutativ K. Vom ardta ca polinoamele ireductibile au in
aritmetica inelului K[X] rolul pe care il au numerele prime in
aritmetica lui Z.

Definitie. Fie K un corp comutativ si f€ K[X], grad f=n > 0.
Spunem ca polinomul f este ireductibil peste K daca nu exista
g, h € K[X] astfel incat

f=ghcugrad g <nsigrad h <n.
In caz contrar spunem ca f este reductibil peste K.

Proprietatea 1.

Orice polinom f € K[X] de grad I este ireductibil peste K.

Intr-adevar daca = gh cu grad g < 1, grad h < 1, atunci g si
h sunt polinoame constante nenule si la fel va fi /= gh.
Contradictie.

Astfel 2X — 3 € Q[X] este ireductibil peste Q
« X+\2¢ R[XT] este ireductibil peste R,
¢ 3X+2¢ Z,[X] este ireductibil peste Z..

Proprietatea 2.

Dacd un polinom f€ K[X], grad f= n > 1 este ireductibil
peste K, atunci f (a) # 0, oricare ar fi a € K, adicd polinomul f
nu are rdddcini in K. Reciproc, dacd n = grad f este egal cu 2
sau cu 3 si fla) # 0, Va € K, atunci f este ireductibil peste K.

Intr-adevir daca ' (a) = 0 cu a € K, atunci conform teoremei

lui Bézout avem f (X) = (X — a)g(X) cu g(X) € K[X].
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23) Fie polinomul '€ K[X]. Stabiliti
dacd urmatoarele polinoame sunt ireduc-
tibile peste K:

a) f=X*+X+1, feR[X];
b) f=X*+2, feQX];

o) f=X'+X+1, feZ[X];
d f=X'+X*+1, feZ[X].

24) Fie polinoamele f, g, € R[X].
=X +X+1’°, g=X"+1.

a) Aritati ci g | /.
b) Stabiliti dacd polinomul f este
ireductibil peste R.

c) Stabiliti daca polinomul f este
ireductibil peste C.
d) Stabiliti dacd polinomul g este
ireductibil peste R.
e) Stabiliti daca polinomul g este
ireductibil peste C.

Indicatie. a) g(X)=(X —i)(X +1i)
g|fdace“1 si numai daca f(i)=0 si
f(=i)=0 . Avem (> +i+1)° =0 si
(=) =i+1)°=0.




Cumgrad(X—-a)=1<nsigrad gqlX)=n-1<nrezultdca f
este reductibil peste K. Contradictie.

Reciproc, dacd n = 2 sau n = 3 si f este reductibil peste K,
avem f=ghcug, h€ K[X], grad g <n si grad & <n. Cum n este
egal cu 2 sau cu 3, rezultd ca grad g = 1 sau grad # = 1. Daca
gradg=1,atuncig=aX+bcua, be K, a#0.

Avem g(c) = 0, unde ¢ = —ba! € K si atunci f{c) = g(c)h(c) =
= 0h(c) = 0. Contradictie.

i oty 1) Polinomul X*> — 2 € Q[X] este ireductibil peste Q.
Intr-adevar, in caz contrar existd r € Q astfel Tncéat

@ P> =2 =0, deci /2 Q. Contradictie.
2) Polinomul X? — 2 € R[X] este reductibil peste R pentru ca
—2=(X -V2)(X +2) cu X— J2 eR[X] si X +4/2 eR[X].
3) Polinomul f =X+ 2X + 1 XA s[X] este ireductibil _peste
corpul Z, pentru ca f(O) 120, f(l) 420, f(2) 320,
F3)=4=0 L f(@)=30.
In continuare vom determina polinoamele ireductibile peste

corpul C al numerelor complexe si peste corpul R al numerelor
reale. Vom folosi teorema fundamentald a algebrei.

Teorema 3. (d'Alembert-Gauss)

Oricare ar fi f € C[X], gradf > 0, exista z € C astfel incat
f(z) = 0. Altfel spus, orice polinom de grad mai mare sau egal cu
1 avand coeficientii complecsi admite cel putin o radacind complexa.

Nu se cunoaste o demonstratie elementara pentru teorema
fundamentald a algebrei. O admitem fara demonstratie.

Corolarul 1. Singurele polinoame ireductibile peste C sunt
polinoamele de gradul intdi din C[X].

Demonstratie. Se folosesc rezultatele de la proprietatile (1) si
(2) de mai sus, cazul K =C. m

Cum R c C, avem R[X] < C[X]. Fie f € R[X] < C[X],
grad f'=n > 0. Conform teoremei fundamentale a algebrei exista
z=u+vie Ccuu,ve Rastfel incit f(z) =0

Daci f=aX'+a, X'+ ..+aX+ a, atunci avem:

az'+a z'+ .. taz+a =0.

Consideram conjugatul z =a—>bi al numarului complex

z=a + bi, avem:

0=0 =az" +aHZ"’1 +otaz+a=az"+a, z""' +..+az+a,=f(Z)

Am demonstrat astfel urmatoarea teorema:

e

25) Determinati numerele reale a si b
astfel incat polinomul f sa fie divizibil
cu polinomul g, unde f, g € R[X]:

a) f=(a+DX*+(b+2)X -3X -1 si
=(X-D(X+1]) ;

b) f=X"-3X"+4X° +aX +bX -2 si

g=X>-3X+2;

o) f=X'-X’+5X>+aX +bsi
g=X"+4.

In fiecare caz in parte verificati daci
polinomul g este reductibil sau ireduc-
tibil peste R[X].

Indicatie.
¢ f=g- (X’ -X+D)+r(X),
r(X)=(@a+4)X+b-4;
rX)=0=>a=-4,b=4.

26) Polinomul f=X?-3X+1eZ[X]
este ireductibil peste Q dar este reductibil
peste R astfel

3-45 3+4/5
e

Dati exemplu de un alt polinom din Z[X]
ireductibil peste Q, dar reductibil peste R.

27) Polinomul f=X%+X+1eR[X]
este ireductibil peste R dar este reductibil
peste C astfel:

1+i3 1-iV3
f=(X+ 5 j()(+ 5 j

Teorema 4. Daca z este o radacind complexa a polinomului
f€ R[X] atunci si z este radacind a lui f.

Corolarul 2. Singurele polinoame ireductibile peste corpul
R al numerelor reale sunt:

(1) polinoamele de gradul intai: aX+ b cua, b € R, a # 0;

(2) polinoamele de gradul al doilea:

aX? +bX+ccua,b,ce R,a#0, b>—4ac<0.
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Dati exemplu de un alt polinom din R[.X]
ireductibil peste R, dar reductibil peste C.

28) Fie polinomul f'€ R[X]
f=X+2X +3X>+aX+b.

Determinati numerele reale a si b si
radacinile lui £, stiind ca una dintre rada-
cini este x, = 1 + 7.




Demonstratie

Avand in vedere Exemplele (1) si (2) este suficient sd aratam
ca, dacd f'e R[X] este ireductibil si n = grad > 1, atunci n = 2.

Fiez=u+ive Ccuu, ve Rastfel incat f(z) = 0. Cum feste
ireductibil peste R, avem v # 0. Mai stim f(z)=0 si cum
v#O0rezultaca z#Zz.Dinf(z) =0, f(z)=0 si z#Z rezulta,
conform Teoremei 4, paragraful anterior ca f'se divide prin poli-
nomul (X -z)(X-2)=X>-2uX+u’+v*eR[X]. Cum si
f€ R[X] din algoritmul impartirii euclidiene a polinoamelor rezulta
ca exista ¢ € R[X] astfel incat /' (X) = (X? — 2uX + u* +1*)g(X).

Cum f este ireductibil peste R, avem g € R, g # 0, si deci
f=aX?+bX+c,unde a=qg # 0, b =2uq si c = q* +1?).
Avem b* — 4ac = -4¢* < 0. m

Descompunerea polinoamelor in produs de
polinoame ireductibile

Conform teoremei fundamentale a aritmeticii orice numar
natural mai mare decat 1 se reprezinta In mod unic ca produs
de numere prime. Acest rezultat ramane adevarat si in inelul Z:
orice numar intreg a, |a| > 1 se reprezintd In mod unic (mai
putin semnul factorilor) in produs de numere prime.

Astfel:

60=2-2-3-5=(=2)-2-3"-(-5) etc.

Doua polinoame f, g € K[X] se numesc polinoame asociate
in divizibilitate daci se divid reciproc, adica /| g si g | /.

Se observa ca doud polinoame nenule fsi g sunt asociate in
divizibilitate daca g =afcua € K, a # 0.

Rezultatul corespunzitor teoremei fundamentale a aritmeticii
pentru inelul K[X], K un corp comutativ este dat in urmatoarea...

Teorema 5. Daca f € K[X], grad /= n > 1, atunci exista
polinoamele ireductibile f,, f,, ..., /. € K[X] unic determinate
mai putin o asociere 1n divizibilitate astfel incat:

S =f(XNLX) ... f[(XY)cur> 1.

N e

29) Sa se determine polinomul
J€ RLX],
f=X+aX +bX*+ cX+ b.
stiindca i) =1+ isif(1 +i)=-6+ 5i.
Indicatie. Se tine cont de puterile lui i in
calculul lui f{i), respectiv f{1 + i) si apoi
se identifica coeficientii numerelor
complexe, despre care trebuie sd aratam
ca sunt egale.

30) Fie polinomul f € C[X],
/=X’+1. Descompuneti / in factori

ireductibili peste:
a)Z, b)Q; oR; d)C

31) Fie polinomul [ € C[X],
f=Xx-1. Descompuneti f 1n factori
ireductibili peste:

a)Z, b)Q; ¢ R; d)C.

32) Descompuneti in factori ireductibili
polinomul
F=3X 43X +3X +4 € Z [X].
Indicatie. Consideram functia polino-
miald asociatd si calculam

A

F(0)=4; f()=3+3+3+4=3;

Demonstratie. Pentru partea de existentd a descompunerii
in factori ireductibili demonstram prin inductie matematica dupa
n=grad f.

Daca n = 1, atunci f este ireductibil peste K si afirmatia din
enunt este adevarata cu r = 1 si f, = f.

Presupunem ca n > 1. Daca f este ireductibil, din nou ludm
r=1sif = f Daca f este reductibil atunci exista g, 1 € K[X]
astfel incat  f= gh, grad g <n, grad h < n.

Presupunand afirmatia din enunt adevarata pentru polinoa-
mele din K[X] de grad mai mic decat n, rezultd ca g si & se
reprezinta ca produse de polinoame ireductibile si atunci aceeasi
proprietate are si /= gh.

Partea de unicitate este propusa ca exercitiu. m
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f@)=0; f3=3; f@=1.

Rezulta ca f are radacina 2. Din teorema

lui Bézout obtinem cd X -2 | 7, adica
X+3|f.

33) Descompuneti in factori ireduc-
tibili fiecare dintre polinoamele:

a) g=2X'+3X*+2 € Z [X];
b) f=X'+6 € Z[X];
©) h=X>+2X*+5X+3 € Z[X] .
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Observatie. In descompunerea f = ff; - /. dand in factor Indicatie.

coeficientii dominanti ai polinoamelor ireductibile /|, £, ..., f, avem: 2) g( 6) _5
f=aff,..f.cua€ K,a#0sif,f, .., [ polinoame monice gl =

ireductibile. gh=2 .
Din rezultatele precedente deducem: g2)=1+2+2=0 = (X +3) | f
Corolarul 3. Daca f€ C[X], f=a X'+ ..+aX+a,cun>0 g)=4+2+2=3

si a, # 0, atunci existd numerele complexe z,, z,, ..., z, unic g#)=3+3+2=3

determinate astfel incat: f=a (X -z)X-2z) .. (X-z) AL A AN A
Corolarul 4. Daca f € IR[X],f=1 a X" I .. taX+a cu ®) Af(O)A_6 » J1)=0, /(2)=0,
n>0sia # 0 atunci f'se descompune in mod unic sub forma: f3=5, ..
f=aX-o)..(X-a)X+BX+y) .. (X+BX+y)undeq, |Rezultd f(X)=(X—-1)(X-2)..
SAAS IR,B?—4yj<0pentru1<i<s,lSjStsis+2t=n. o
34) Se considera polinoamele f,g € C[X],
Lremrt® 1) Polinomul f=X" +x +..+X—n, neN, n=2 f=X3 —X*-5X+5 si g=X6 -1

M este reductibil peste Z, deoarece f(1)=0. Descompuneti fiecare dintre polinoa-

1 7 g) Polinomul f =X 4+ X +1 este ireductibil peste Z. mele f'si g in Q[X], R[X] si C[X].
Intr-adevar, daca f ar fi reductibil am putea scrie: ] ]

f=gh, gradg =1, gradh=2, g,heZ[X]. Atunci 35) Fie polinomul f'€ C[X]. Des-

X3+ X+1=(X+a) X2 +bX +¢), a,b,ceZ Rezulti ac=1 compuneti in factori ireductibili peste

deci a=+1 T ’ Q, R, C polinomul f, daca:

. _yv4 1. _ 4 2
Din descompunerea lui frezultd f(—a)=0. Insd f(1)=3=0 a)f=X"+1; b)f=X"-X"+1.

si f(=1)=-1#0. 36) Descompuneti polinomul

f=X°+ 1€ C[X] in factori ireductibili
peste R si C.

Aplicatie a inelului Z,[X]. Codificarea mesajelor

Fie 4 o multime numita alfabet, cu doud elemente, anume simbolurile 0 si 1 numite litere. Cu ajutorul
literelor alfabetului 4 putem forma 2" secvente diferite cu m termeni aya, ... a,  (a, € A) numite cuvinte de
lungime m peste alfabetul A. Notdm cu D multimea cuvintelor de lungime m peste alfabetul 4.

Fie C o submultime cu 2” elemente a lui D , unde m < n. Multimea C se numeste cod iar elementele sale
cuvinte-cod. Putem fixa o bijectie g : D, — C < D, prin care codificim mesajele date prin cuvinte de
lungime n din C. Se poate folosi aritmetica inelului Z [X] pentru a perfecta codificarea si decodificarea
mesajelor indata ce se cunoaste cheia codului (in cazul nostru, un polinom p € Z [X]).

Pentru a simplifica scrierea polinoamelor din Z,[X], notim elementele corpului Z, cu 0 si 1 ; corpul Z,
este inzestrat cu operatiile de adunare si Tnmultire care au tabelele alaturate:

Se observd cda +a =0,V a€ Z, de unde rezultd ca f+ /=0, V f€ Z[X]. +/0 1 <101
Sa notdm cu P, multimea polinoamelor f'€ Z,[X] de grad mai mic decét n, 0]0 1 0/0 0
f=a,taX+..+a X"'(a € Z). Evident, P are 2" elemente, iar aplicatia 1110 110 1

(x)D, > P,aa,.a  +— a +aX+ . +a X' este bijectiva.

Fie m, n € N*, m < n si p € Z[X] un polinom de gradul n — m. Deoarece un polinom f'€ P, se divide prin
p dacd si numai dacd existd un polinom g € P astfel incat f'= pq, rezultd cd multimea ¢ a polinoamelor din
P care se divid prin p are 2" elemente.

Submultimea C a lui D, formatd cu cuvintele din D, care prin bijectia (*) corespund polinoamelor din ¢
se numeste (n, m) - codul polinomial generat de p. Daca f'€ ¢, atunci f se numeste polinom-cod.

Fie acum bijectia (**)D —>P ,bb ...b s b, +bX+..+b X' Dacdgé€ P, ,atunci g este numit
polinom-mesaj. Existd q, r € Z,[X] unic determinati astfel incat: X" "g =pg +r,r € P_ .

1
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Presupunem cir =¢c, +c X+ ...+ ¢ X" c € Zsi fie
def n-m—1 i 5
X"+ b X" 4.+ b, X" Avem fE€ .

Intr-adevar, cum » + =0, avem f=r+ X""g =r+ pg + r = pq, de unde f€ €.

Se obtine corespondenta P, — ¢, g — f care evident este bijectivd. Asadar, de la mesaje (din D)) la
cuvinte-cod (din C < D)) se trece astfel: mesajul bb,... b trece prin bijectia (* *) in polinomul-mesaj
g=b,+bX+ .. +b X" céruiaii corespunde polinomul-cod f'=r + X" "g. In fine, polinomul-cod f trece
prin inversa bijectiei (*) In cuvantul-cod cc,...c, ~ bb,...b ., unde c, c, ... ¢ . sunt coeficientii restului
impartirii lui X" "q prin p.

Evident, un cuvant u € D, u = aa, ... a,_ se gaseste in C dacd si numai daca polinomul
f=a,taX+..+a X"'sedivide prin p.

f=r+X""g=c,+c X +..+c

n—m-1

i TaTeue
i Fie (6, 3)-codul polinomial generat de polinomul p = 1 + X + X* € Z[X].

O a) Sa se codifice mesajul 110.

5 b) Care dintre cuvintele 111001 si 110011 sunt cuvinte-cod?

Solutie. a) Mesajului 110 1i corespunde prin (* *) polinomul-mesaj g = 1 + X si atunci
Xrmg = X63(1 + X) = X° + X*. Facand impdrtirea cu rest in Z [X] a polinomului X* + X* prin polinomul
P =1+ X+ X3 se obtine restul » = 1 + X2 Asadar, polinomul-cod corespunzator lui g = 1 + X? este
g=r+X3g=1+X2+ X?+ X* caruia 1i corespunde cuvantul cod 101110.

b) Cuvantului 111001 din D, ii corespunde prin (*) polinomul /=1 + X + X> + X°. Se constatd ci f se
divide prin p, deci 111001 este cuvant cod. Cuvantului 110011 1i corespunde prin (*) polinomul
1 + X+ X*+ X5 care impartit la p da restul X, deci 110011 nu este cuvant cod.

Exercitii rezolvate.
1) Descompuneti in factori ireductibili peste Q, R si C polinomul f= X* + X* — X> — 2X — 2 stiind ca admite

s _ 1. .43
radacina z = 3 +1 >
Solutie. Polinomul favand coeficientii reali, admite si radacina z = —% - ? si deci se divide prin polinomul

(X —z)(X —2)=X*+ X +1. Impartind pe fprin X*> + X + 1 se giseste catul X2 — 2, deci f= (X2 - 2)(X2+ X + 1)

Cum discriminatul lui X2+ X+ 1 este A=12-4-1=-3 <0 polinomul X? + X + 1 este ireductibil peste R
si cu atat mai mult peste Q (pentru ca, Q[X] < R[X]).

Cum si X? — 2 este ireductibil peste Q (pentru ca radacinile sale nu sunt in Q) rezulta ca
f=X*-2)(X?+ X + 1) este descompunerea in factori ireductibili peste Q a lui f.

Acum este evident ca descompunerile Iui f'in factori ireductibili peste R si C sunt:

=X -V2)(X +v2)(X* + X +1) respectiv f=(X—\/§)(X+J§)(X+%_i§)(x+%+i%).

2) Descompuneti polinomul f =X*+X?+1 in factori ireductibili peste: a) Q; b) R; ¢) C.

Solutie. Putem scrie f=X* 42X +1-X"=(X*+]) - X' =X+ X+ DX - X +1)
Polinoamele X2+ X +1 si X*—X +1 sunt ireductibile peste Q si R deoarece discriminantii sunt negativi.
Peste C, aceste polinoame se pot descompune astfel:

X2+X+1:[X+l+;.\ﬁ}£)(+l_i\6} ’ Xz_XH:[X_l—;\ﬁJ(X_lH\/gJ ’

2 2

dec f=[X+l”ﬁJ()ml_iﬁJ(X—ﬂJ(X—l”ﬁ}
2 2

2 2
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3) Descompuneti in factori ireductibili peste corpul Z, polinomul f =X 12X+ X +2eZX].
Solutie. Valorile f () ale polinomului f'cand o € Z, sunt:

o [0 1 2
fl |2 0 2
Rezultd ci f'se divide prin X —1= X +2. Folosind schema lui Horner, avem:
i 3 i y) |
i 0 1 o0 |1

deci catul Tmpartirii lui fprin X ~1 este X*+1. Cum gradul lui X >+1 este 2 si cum X7 +1 nu are radacini
in Z,, rezultd cd este ireductibil peste Z,. Descompunerea cdutatd este:

f=(X-2)(X*+1).

4) Fien =2 2, f=(X-a)X-a,) ... (X—-a,)+Lqa, a), ... ,a,€Z distincte. Demonstrati ca f este
ireductibil peste Z.

Solutie. Presupunem cd f'= gh cug,heZ[X], grad g<n, grad h<n.

Avem f'(a;)=-1,adica g(a;)h(a,)=-1, i= I,n. Cum g(a,),h(a;)eZ, rezultd g(a;)=1 si h(a;)=-1 sau
g(a)=—-1 si h(a)=1. in ambele cazuri avem g(a,)+h(q,)=0, i=1n. Fie qg=g+h Avem gradg<n.
Presupunem ¢ #0. Deoarece g(a,)=0,i = 1,1, inseamnd cd putem scrie ¢(X)=(X -a)(X —-a))...(X —a,)s(X),
grads > 0. Rezultd gradg>n, contradictie! Deci ¢=0 si prin urmare h=-g iar f=-g>. Deducem
f(x)<0, VxeR, fals deoarece daci alegem x, :max{ ||| izl,_n} +1 rezulta f(xy)>0.

5) a) Cate polinoame de grad mai mic sau egal cu 4 sunt in Z,[X] ?
b) Determinati polinoamele ireductibile peste Z, de grad cel mult 4.

Solutie. a) Daca f€ Z [X]si are gradul cel mult 4, atunci f =aq, +aX+aX +aX +a, X', cuael, = 10, i}.

IR

Cum pentru fiecare a, avem doud posibilitati, exista 2° = 32 polinoame de grad cel mult 4 in Z, [X].
b) Singurele polinoame de grad 1 din Z[X] sunt X' si 1+.X si acestea sunt ireductibile.

Dacd f'€ Z, [X] este ireductibil peste Z,[X] si n = gradf> I, atunci g, = f(ﬁ) £0, ay,+a,+..+a, = f(i) £0.
Singurele polinoame de gradul al 2-lea sau al 3-lea care indeplinesc aceste conditii sunt
1+ X+ X2 1+ X +X°, 1+ X>+ X° si vor fi ireductibile peste zZ,
_ Polinoamele de gradul al 4-lea care indeplinesc conditiile f (0)=0, f(1)=0 sunt 1+ X +X*, 1+ X* + X*,
1+ X+ X% 1+ X+X°+ X+ X* si fie funul dintre acestea. Daci f este reductibil, descompunerea sa in factori
ireductibili contine numai factori de gradul al 2-lea, deci numai pe X’ +X +1. Asadar
f= (i+ X+X°) =1+ X>+X*. Conchidem ca polinoamele ireductibile de gradul al 4-lea sunt
I+ X+ X I+ X0+ X si T+ X+ X+ X+ X
6) Determinati polinoamele monice (unitare) ireductibile de gradul al 2-lea din inelul Z,[X].
Solutie. Cum termenul liber al polinomului ireductibil de grad mai mare sau egal cu 2, nu poate fi egal cu
0, rezultd ci polinomalele ciutate sunt de forma X*+aX +1 sau X*+aX +2. Punand conditia ca acestea

sd nu aiba radacini in Z,, se aratd ca polinoamele cdutate sunt X°+1, X*+X +2 si X*+2X +2.
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pregLisr @ 1. Folosind algoritmul lui Euclid,
—— determinati c.m.m.d.c. al polinoamelor:
a)f=X*+3X+X>-25i
=X +2X2+2X+ 1di
e I X +2X*+2X + 1 din Q[X].

b)f[=X+X-X+1si
g=3X*-5X+8X + 1 din Q[X].

@ 2. Folosind algoritmul lui Euclid, determinati
c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. ale polinoamelor
fig€ELX], f=X"+X+2X+2 si
g=X"+3X+6.

@ 3. Determinati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru
polinoamele f, g € R[X] in cazurile:
a)f=X-TX*+8X3-T7X+7,
g=3X°-7X*+3X3-7X.
b)f[=X-4X+1,g=X"-2X -3X2+ X+ 1.

) f=X-9X*-10X° - 9X* + 1,
g=X'"-42X’ +6X* +42X +1.

@ 4. Aratati ca polinoamele f, g € Q[X],
f=X4-X3-4X2+4X+1,g=X3-2X2+ 1 sunt
prime intre ele.

@ 5. Determinati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru
polinoamele f, g€ R[X], f=X°-1,g=X"— 1.

@ 6.Fief,ge QX], f=X +aX*+ 11X + 6,
g=X + bX* + 14X + 8. Determinati a si b astfel
incat f'si g sd admitd un divizor comun de gradul al
doilea.

@ 7. Determinati a, b € R astfel incat c.m.m.d.c.
(f, g) sa fie un polinom de gradul al doilea, unde:
f=2X3-T7X+aX+2,g=X -3X2+bX+3.

@ 8. Descompuneti in factori ireductibili peste
R si peste C polinoamele: f= X* + 4 si g = X° + 27.
@ 9.Fiefe QX],f=X"-2

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Descompuneti pe f in factori ireductibili peste
R si peste C.

@ 10. Descompuneti in factori ireductibili peste
Z, polinomul f=X'+X"+2X"+ X +1eZ[X].

@  11. Descompuneti in factori ireductibili in R[.X]
polinomul /= X2 — 1, fe R[X].

@ 12. Descompuneti in factori ireductibili in R[X]
polinomul /= X" + X° + X* + X* + X? + X + 1,

/€ RLX].
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@ 13.Fie m, neN* si
f=mX(1-X")—nX(1-X"). Demonstrati ca f
poate fi decompus sub forma (1-X)’g(X) si deter-

minati polinomul g.

@ 14. Descompuneti polinomul X*+X*+1 in
factori ireductibili peste R.

@ 15. Demonstrati ca polinomul

=X ~1)*(X-2)*+1 nu se poate descompune in
produs de doua polinoame cu coeficienti numere
intregi.

@ 16. Descompuneti in factori ireductibili peste
Z, polinomul f€ Z[X], f=X*+X>+2X*+ X +1.
@ 17. Determinati ae Z, astfel incat polinomul
f=2X"+aX +1€Z,[X] si fie ireductibil peste Z,.
@ 18. Fiefe QX], f=X°-2.

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Descompuneti polinomul f in factori ireductibili
peste R si peste C.

@ 19. Descompuneti in factori ireductibili
polinoamele de gradul al patrulea din Z [X].

@ 20. Determinati polinoamele ireductibile peste
Z, de grad cel mult 3.

@@ 21.Fief, g€ Z[X], h =fg si p un numar prim.
Daca toti coeficientii lui / se divid prin p, atunci cel
putin unul dintre polinoamele f si g are toti coefi-
cientii divizibili prin p.

@ 22. (Criteriul lui Eisenstein).

Fiefe Z[X], f=a,+taX+.+aX,n>0,a #0
astfel Tncat existd un numar prim p cu proprietatile:
p|a0, p|al, .o pla,, pJ(an,p2 J{ao. Arétati ca:

a) dacd f'=gh cu g, h € Z[X], atunci grad g = n sau
grad 4 = n;

b) f este ireductibil peste Q.

@8 23. Aratati cd polinoamele X* — 2, X* — 15,
X5—px+p, X' +..+X+1,unde n € N*si p este
prim, sunt ireductibile peste Q.

@ 24. (Criteriul reducerii).
Fief=a,+taX+..+aX"€ Z[X], n> 0, p prim
astfel incit p | a si f=d,+aX +..+4,X" €Z,[X]
este ireductibil peste corpul Zp.

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Aratati cd polinomul 5X* — 3X® + 6X? + 4X + 3
este ireductibil peste Q.




Radacini ale polinoamelor. Relatiile lui Viéte

Radacini ale polinoamelor

Fie K un corp comutativ si f€ K[X] astfel incat grad f=n >0,
Un element o € K se numeste rdddcind a polinomului /" daca
f (o) = 0. Aplicand teorema lui Bézout, rezultd ca polinomul
X — a € K[X] divide polinomul f adica existd g(X) € K[X] astfel
incat £ (X) = (X — a)g(X).

Exista polinoame de grad mai mare decat 0 care nu admit nici o
radicind in corpul coeficientilor. Astfel, dacd f= X"+ X +2¢ Z[X],
atunci f(0)=§¢0, f(i)zi;tf) si f(ﬁ)zﬁ;tf), deci f'nu admite
raddcini in corpul Z,.

De asemenea, daci /= X*>+ 1 € R[X], avem f (o)) # 0, Va€ R
pentru ca din o? + 1 = 0 rezulta o®> = —1 < 0. Contradictie.

Pe de alta parte, conform feoremei fundamentale a algebrei
(teorema d’Alembert Gauss) orice polinom f € C[X] de grad
mai mare decat 0 admite cel putin o radacind in C.

Aplicand teorema d’'Alembert-Gauss se poate demonstra
urmatorul rezultat:

Teorema 1. Fie f€ C[X],f=a X"+ .. +aX+a,cua #0
si n> 0. Exista numerele x, x,, ..., x, € C, nu neaparat distincte,
astfel incat /= a (X — x)(X - x,) ... (X — x,) numita

descompunerea in factori liniari a lui f.

Demonstratie. Inductie matematica dupad n = grad f. Daca

a
1
Presupunem ca n > 1 si ca rezultatul este adevarat pentru

polinoame de grad n — 1 din C[X]. Conform teoremei

d’Alembert-Gauss exista x, € C astfel incat f (x,) = 0. Aplicand

teorema lui Bézout, exista ¢ € C[X] astfel incat

S X) = (X - x))g(X). Evident grad ¢ = n — 1 > 0 si coeficientul

dominant al lui g este a,. Conform ipotezei de inductie exista

X,, ..., X, € C astfel incat ¢ = a (X - x,)...(X — x ), de unde
fmaX-x)X~-x).X-x) m

L rEMLE

: 1) Daca f= X° — 1 € R[X] < C[X], atunci
@ =X -1+ X+1)=X-1)X-e)X - &) este
descompunerea in factori liniari a lui £, unde € =—%+i %

2) Daca f= X* — 1 € R[X] < C[X], atunci /= (X> - 1)(X* + 1) =
=X - DX+ )X - i)(X + i) este descompunerea in factori
liniari a lui f.

Observatii

¢ Dacife C[X], gradf=nsif=a(X-x)X-x)..(X-x)
cux, € C, 1 <i < n, atunci
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1) Fie polinomul f'e R[X]

=X -6X*+ 11X -6.

a) Calculati f{1).

b) Calculati f2).

c¢) Calculati f(3).

d) Verificati daca f= (X — 1)(X—2)(X - 3).
e) Care sunt radacinile reale ale lui f?

2) Fie polinomul f€ C[X],
f=4X +3X> - 1.

a) Calculati ./ (%)

b) Calculati / (—%)

c¢) Calculati f{i).

d) Calculati f{—i).

e) Aratati ca polinomul f este divizibil cu
X+ 1.

f) Calculati g = (4X2 — 1)(X* + 1)

g) Aratati ca f= g.

h) Care sunt radacinile reale ale polino-
mului g?

i) Care sunt radacinile complexe ale
polinomului f?

3) Fie polinomul, f€ C[X],
f=X"-2X"-6X>+16X-16. Stiind
cd 2v/2 este radicini a polinomului f,
descompuneti f in factori liniari in:

a) Q[X];
b) RLXT;
¢) C[X].

4)Fie f=X’+2X+1,f€ Z,[X].
a) Calculati £(0)
b) Calculati £(1)
c) Calculati £(2).
d) Are polinomul f rddacini in Z,?




Six) = a(x, — x)(x, — x,)....x; = x)....x, = x) = 0 pentru
i=1,2,., n, adica x, x,,..., x_sunt radacini din C pentru f.
Daca pentru un numar z € C avem f{z) = 0, atunci
a(z—xXz—x,)...(z—x)=0sideci existd i astfel incat z — x, = 0,
adica z = x. Asadar x,, x,, ..., x, sunt singurele radacini (nu
neaparat distincte) din C ale lui f.

¢ in cazuri particulare de polinoame, o descompunere ca
cea din enuntul teoremei precedente poate avea loc si cand
K # C.

Astfel daca f € Z[X], [=2X+X*+3X+4,
f()=0,72)=0 si f(4)=0. Asadar 1,2 si 4 sunt raddcini
din Z_ pentru f si avem: f=2(X-1)(X-2)(X -4), adica
F=2X +4)(X +3)(X +1).

atunci

Exercitiu rezolvat. Fie neN. Demonstrati ca polinomul

X X -1 ..
XOr-h e XD

1! 2! n!

fe1-5

N e

5) Fie polinomul
f=X'+ X'+ X+ X +1,f€ Z]X].
a) Calculati £(0)
b) Calculati £(1)
c) Aratati cd polinomul f nu are radacini
inZ,

6) Fie polinomul f€ R[X],
=X 42X’ +aX*+bX +c.
Determinati a, b, ¢ astfel incat f impartit
la X — 1 sa dea restul —15 si sd admita pe
1 — i ca radacina. Aflati apoi toate
radacinile lui f.

(X —n+1) are radacinile 1, 2, ..., n

Solutie. Proceddam prin inductie matematica dupa n. Pentru n = 1, avem f'= 1 — X care are radacina x, =1.

Presupunem ca polinomul f=1—%+ e HEED" XX =D "" (X =ntl) are radacinile 1, 2, ..., n si
! n!
X CX(X -1 X—n+l L X(X 1 X —n+1)(X —n
demonstrim ci polinomul g=1-—+ ... +(-1) =D - ) +(=1)"™ @D - X )
I! n! (n+1)!
P XX =D o (X —n+)(X —n)

are radacinile 1, 2, ...,

Daca 1<k < nkeN, atunci g(k)=f(k)+0=0, deci 1, 2, ...,

Iui fsunt 1, 2, ...,

n iar coeficientul dominant al lui f este (_1')
n
f(x )—( ) (X —-D(X -2)..(X —n+1). Rezulta:

n+l (I’l + 1)

(n+1)!

g(n+1)=(_1')n-n! + ()" = (=]
n:
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n, n+1. Observam ci g(x)= f(x)+()""

1+ 1)! , VxeC.

n sunt radacini ale lui g. Deoarece radacinile

, putem scrie:

+(=1)"" =0 si problema este rezolvata.



Radacini multiple

Fie f€ K[X], gradf=n > 0 si o € K o radacina a lui /. Cum
S (o) =0, rezultd ca X — o | f, deci existd g, € K[X] astfel incat
J=X- )y,
SAé observdm ci (X — a)* divide pe f'daca si numai dacd g (o)) =
= 0. Intr-adevar, daca (X — v’ | £, atunci /= (X — a)’q, cu g, € K[X].
Din f'= (X - a)g, = (X — a)’q, obtinem g, = (X — a)g, si deci
gq,(a) = 0. Reciproc, dacd X — OLT q,, atunci evident (X — o)’ | /.
Analog se aratd ci (X — a)® | / dacd si numai daci flo) =
= ¢q,(a) = g,(a) = 0 unde g, este catul impartirii lui / prin X — a,
iar 4, catul impartirii lui ¢, prin X — a.
In general avem:

Teorema 2. Fie f€ K[X], gradf=n>0,a€ Ksiee N,e < n.
Atunci (X — )¢ | f'si (X — ) X f daca si numai daca

S =q,() =g(a)=..=q, () =0sig(a) # 0,
unde ¢q,, q,, ..., q, sunt respectiv caturile impartirii prin X — o
ale polinoamelor f, q,, ¢,, ..., q, |-

Definitie. Fie f€ K[X], gradf=n >0, e€ N*si a € K astfel
incat f (o) = 0. Spunem ca a este rddacina de ordin de

multiplicitate e a polinomului f daca (X - a)® | f si
(X —ay[f

Cand e = 1, 2, 3, ... spunem ca o este respectiv radacina
simpld, dubld, tripld ... . De asemenea, daca e > 1 spunem ca o

este radacina multipld.

Exercitii rezolvate.

e

7) Fie polinomul
/€ RIX], f= (X~ 1P(X - 2).
a) Scrieti polinomul in forma canonica
dupa puterile descrescatoare ale lui X.
b) Calculati /.
c) Calculati f1).
d) Calculati f{2).
e) Calculati £ '(1).
f) Determinati radacinile reale ale poli-
nomului fspecificand si ordinul de multi-
plicitate.
g) Rezolvati in R ecuatia
X} —4x2+5x-2=0.

8) Fie polinomul f€ R[X],
f=X3-6X%+12X-28.
a) Calculati f (2).
b) Determinati catul si restul impartirii
polinomului f'la X — 2.
¢) Determinati radacinile reale ale poli-
nomului f'si specificati ordinul de multi-
plicitate al acestora.

9) Fie polinomul f€ R[X],
=X = (m+DX>+ 2n-m)X*+ X+ 1.
Determinati numerele reale m si n stiind
ca f admite radacina dubld o = 2.

1) Fie fe Q[X], f=X* - 3X* + X? + 4. Aratati ca a = 2 este radacina dubla a polinomului /.

Solutie. Avem f(2) = 0, deci o = 2 este radicina a polinomului /. Impartim polinomul fprin X — 2 si gisim
f=X-2)q,, unde g, = X* - X* - X — 2. Cum ¢,(2) = 0 rezultd cd X — 2 divide polinomul ¢, si efectudnd
impértirea gdsim g, = (X - 2)g,, unde ¢, = X* + X + 1. Cum ¢,(2) = 7 # 0 rezultd cd a = 2 este radécind dubla

a polinomului /= X* — 3X° + X* + 4.

Pentru determinarea caturilor ¢, si ¢, folosim ,,in cascadd” schema lui Horner ca mai jos.

f sau explicit 1 -3 1 0 4
a fi2) |2 1 -1 -1 2|0]2
%@ ¢ | 2 1 1 1|0 |2
B (2| 2 13 7
2) Fie f= X° — 5X* + 14X* — 22X*> + 17X — 5. Aratati ca 1 -5 14 =22 17 -5
o = 1 este radacina tripla a lui f si precizati apoi care este 1 4 10 -12 0 |1
descompunerea in factori liniari a lui f.
Solutie. Folosind ,,in cascadd” schema lui Horner pentru 13 7 = 0
impartirea cu X — 1, avem: 1 2 0
Rezulta ca /= (X - 1)*(X?> — 2X + 5). Cum radacinile polinomului 1 -1 | 4

X?—2X+ 5sunt 1 +2isi 1 - 2i, descompunerea in factori liniari a lui f este:
f=X-DX-DX-DX-1-2)X-1+2))=X-1PX-1-2)X-1+2i).
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3)Fiefe Z[X], f=X'-X*+X*-2X +3.
Determinati multiplicitatea radacinii o = 3e Z, pentru polinomul f.
Solutie. Folosind schema Horner ,,in cascadd’, avem 1 1
Rezultd ci [ =(X =3)*(X>+2) =(X +2)* (X2 +2)

—>
|

[\ R
LI>

—> | —>
<o | o
ro | b
oo | o
o
[O%]

si a =3 este radacind dubla pentru f.
Dacife K[X],f=a X' +a X"'+..+taX +aX +
+ a,, atunci polinomul /" € K[X]
def
f=na, X" +(n-Da, X" +..+2a,X +a,
se numeste derivata formald a polinomului f. Regulile de derivare pentru functiile polinomiale reale de
variabild reald se regisesc si la derivata formala a polinoamelor:

(f+g)=[f"+g. (fe)=feg+ /g (af ) =af",

f(g(X))' = f(g(X)g'(X)
Dacif(X)=a X" +a X'+ . +aX+ a, atunci notim cu f (g(X)) pe a gX)' + a_gX)y' + ... + a gX) + a,

WI>
—>
WI>

n—1

3

4) Determinati a,b <R si rezolvati ecuatia x”’ —ax” +2x+5b=0 stiind ci admite solutia dubla x=-1.

Solutie. Consideram polinomul asociat f= X’ —aX*+2X +b=0 si aplicim schema lui Horner.

X’ X? X X° Avem deci prima conditie:
—a 2 b b—a-3=0 (1)
1 —-a-1 a+3 b-a-3| -1

X X X°
1 —-a-1 a+3 a doua conditie este 2a+5=0 (2)
1 —a-2 2a+5]| -1

Rezulti g :_f, b= s obtinem X P2xeoxedo (X +1)° (X—lj . Deci x, =x, =—15si x, L
2 2 2 2 2 2
5) Demonstrati ca polinomul (X*+1)™"+(X +1)*""" + X" + X" este divizibil prin polinomul

X?+ X +1 daci si numai daci n este par. 1413
Solutie. Fie x,, x, radacinile polinomului X?+X +1, X, =

Atunci X2+ X +1=(X - x,)(X —x,). Pentru a demonstra ca X*+ X +1 | f este necesar si suficient sa aratam
ca x,,x, sunt ridicini ale lui . Fie aef{x,, x,}. Atunci o’ +a+1=0 si o’ —1=(a—1)(a® +a+1)=0. Avem:
f((X) — (a2 + 1)3n+1 + (a + 1)2n+l + an+2 + a6n+1 — (_a)3n+1 + (—(12 )271+1 + an+2 + (a3)2n o=
=(-0)" - (—o)—a*? +a"™? +a=—(-1)"-a—a"*(a —1)+a=a(l-(-1)"). Conchidem ca f(a)=0 daca
si numai daca n este par.

6) Fie fe K[X],gradf=n =2 2sia € K.

a) Aratati ca (X — a)? |f()0 < f(a)=f" (o) = 0.

b) Aratati cd polinomul /= nX"*? — (n + 1)X""! + X se divide prin (X — 1)

Solutie a) Daca (X — o) | f(X) avem f(X) = (X — a)’q(X) cu g(X) € K[X]. Folosind regulile de derivare avem:

F(X)=2(X —a)g(X)+(X —a) ¢ (X), deunde flo) =1 "(ax) = 0.

Reciproc, presupunem ca f (o) = f'(a) = 0.

Din f'(a) = 0 rezultd ca f (X) = (X — a)g(X) cu g(X) € K[X].

Derivand, obtinem f'(X) = g(X) + (X — a)g’(X) si cum f'(o) = 0 rezultd ca g(a) = 0, deci g(X) = (X — a)g(X)
cu g € K[X] si atunci £ (X) = (X — o)’q(X).

b) Avem f'(X) = (n + 2)nX""! — (n + 1)2X" + 1 si se constata ca /(1) = f'(1) = 0.
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Relatii intre radacini si coeficienti

Fie K un corp comutativ si f€ K[X], f=a X" +a X'+ ..+
taX+a,cun>0sia #0.

Presupunem ca f se descompune in factori liniari in K[X],
adica exista x, x,, ..., x € K astfel incat

f=aX-x)X-x)..(X-x)

Conform teoremei d’Alembert-Gauss acest lucru este posibil
pentru orice polinom f de grad mai mare decat 0 daca K = C.

Elementele x, x,, ..., x, € K sunt radacinile lui /' din K, adica

S&x)=0,1<i<n

intre coeficientii a,a, ., .., a, a;,aipolinomului f si
raddcinile sale x, x,, ..., x, existd o legatura, care se descrie
prin relatiile lui Viete obtinute prin identificarea coeficientilor
din egalitatea
an({(— X)X -x)..X-x)=aX +a X'+.+aX+a,

Inainte de a obtine rezultatul general sd examindm cazurile
n=2sin=3.

Egalitatea a,(X - x)(X — x,) = a,X* + a X + a, mai poate fi
scrisd sub forma

aZX'Y o az(xl. + xz)X+ az).cl).cz :. azX2 + ‘alX+ Ay

de unde, prin identificarea coeficientilor, obtinem:

X, +x,=——"L
a,
a
-0
XXy =
a,

al
s — = -1
(prin 4 senoteazd a,a, €K etc.)
Analog, egalitatea
a(X-x)X-x)X-x)=aX +aX +aX+a,
se mai scrie
a X’ —ax, +x, + x)X* + a(xx, +xx, +xx)X - axxx =
=aX +aX +aX+ a, de unde:

a,
X, X, X =

a,

a
_ 1
XX, + XX + X0, = —
a3
aO
XXy Xy =——
a
Rezultatul general este:
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Observatie. Relatiile lui Viéte sunt
simetrice in raport cu x, ... x,.

Exemplu. Relatiile lui Viéte pentru
polinomul f =aX*+bX> +cX* +dX +e,

a+0, sunt:

Xp+Xy F X5+ X, =——
X)X, + XXy XX, XX, XX, XX, =—

X)X, X5 + XXX, + X X0, + XXX, =——

e
X XpX3X, =—
a

10) Scrieti relatiile lui Viete pentru
fiecare dintre polinoamele:
a) f=4X>-5X+1;
b) f=—X"-2X’+X-5
¢) f=2X"-X+1;
d f=X"+X°-X+1.

11) Fiefe Z[X], f=X*+ 12X - 5. Sa se
arate cd f are doud radacini a caror suma
este egald cu 2. Sa se afle radacinile
polinomului.

12) Determinati radacinile polino-
mului /€ R[X], stiind cd intre acestea
exista relatiile precizate in fiecare caz:

a) f=6X°—47X*+ 64X + 12 six, =3x,;
b) f=X*+ 10X° + 35X + 50X + 24 si
X, X, =x+x,.

13) Sa se determine radacinile polino-
mului f, dacd acestea verifica relatia
indicatd /= X* — 13X + 12, x, — x, = 2.

14) Fie polinomul f€ R[X],

=X -2X+2X- 1.
Determinati rddacinile polinomului f
stiind ca acestea sunt in progresie geo-
metrica.

o -



Teorema 3. Fie f€ K[X], f=a X' +a X'+ ..+aX+a,
un polinom de grad n > 0. Pentru x, x,, ..., x, € K avem
f=aX-x)X~-x,)..(X~-x)daca si numai daca:

a
X+ X, o tx, =——2L (1)
a
n
an—Z
XX, + XX 4 X, X, = (2)
a

a
_ k “n—k
XX (X, XX X+ X, X, X, = (1) — (k)

n

x,x,..x, =(=1)" Z—O (n)

n

Demonstratie

Presupunem ca f'= a (X — x)(X —x,) ... (X —x ) cu
X, X,, ..., X, € K, nu neaparat distincte. Avem
aX-x)X-x)..X-x)=aX +a X'+..+aX+a,

Efectuam produsele din membrul stang al egalitatii
precedente si scriem rezultatul ca un polinom in X dupa puterile
descrescatoare ale lui X.

Identificand coeficientii se obtin relatiile (1) — (n) din enuntul
teoremei.

Sa observam ca membrul stang al relatiei (k) este o suma de
C! termeni, fiecare termen fiind un produs de & factori luati
dintre x,, x,, ..., x,, in ordinea crescatoare a indicilor.

Reciproc, presupunem cé elementele x, x,, ..., x, € K, nu
neapadrat distincte, verifica relatiile (1) — () din enuntul teoremei
si fie polinomul g € K[X], g = a (X —x)(X - x) ... (X —x).

Evident, x, x,, ..., x, coincid cu radacinile lui g din K. Avem
g = fpentru ca

g=aX"—a,(x +x,+.+x)X"" +. . +(=D)"axx,.x,=

a

n

—aX"-a [—MJX"* tot (=1)'a (~1) Lo =
a

n
_ n n—1 _
=aX"+a X" +..+a,=f.

Cand K = C, din teorema fundamentala a algebrei rezulta ca
pentru orice polinom £, grad f=n,n> 0 avem f=a (X —x) ... X —x)
cux, X, .., x € C, asa cum se cere in enuntul teoremei 3. m

Egalitatile (1) — (n) din enuntul teoremei 3 sunt cunoscute
sub numele de relatiile lui Viete si descriu legaturile dintre
radacinile x,, x,, ..., x, ale polinomului f'si coeficientii acestuia.
Ele pot folosi la determinarea efectiva a radacinilor x, x,, ..., x
dacd se cunoaste o relatie suplimentara intre acestea.

n
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15) Daca x,, x, sunt radacinile polino-
mului /= aX? + bX*> + ¢, f€ C[X]si stiind
ca numerele complexe a, b, ¢ sunt in pro-
gresie aritmetica, sa se arate ca este veri-
ficatd relatia 2(x, + x,) + xx, + 1 = 0.

16) Daca x, x,, x, sunt rdddcinile
polinomului /= X* + pX + ¢, f€ R[X],
aratati cd 12(x/ +x] +x]) =

2
=7(xf+x;+x;’)(xf+x§+x32) .

17) Daca x, x,, x, sunt raddcinile
polinomului f = X* — 5X + 2, si se
calculeze

a) x, +x,+x5;
b) x +x+x7;
©) X +x5 +x;;

5 5 5
d) x;)+x;,+x; .

18) Se considera polinomul

f=X+pX+q.
Determinati numerele reale p si g
astfel ca diferenta radacinilor polino-
mului sa fie 4, iar diferenta cuburilor
radacinilor sa fie 208.

19) Fie polinomul /= X3 - 3X%? + X -1,
/€ R[X] cu raddacinile x, x, si x,. Deter-
minati un polinom g € R[X] care are
radacinile o, o, si a,, stiind ca:

2 2 2.

a) oy =X, 0, =X, 0y =X 3

b) o, =3x, +x, + x;,

o, =X, +3x, +x;, 0y = X, + x, +3x; ;

) 2 2 2 2 2
o, =X +X,0, =X +X;,0,=X, +X

1 1 1

do, =l+=,0,=1+=5,0,=1+—.

) 1 X12 2 ; 3 X32
e ——



Exercitii rezolvate.

1) Determinati radacinile x,, x,, x, € C ale polinomului f'= 2X* — X* — 7X — 3 € R[X] < C[X], stiind cd
x, +x,= 1L

1
X+ X, + X, =3

Solutie. Relatiile lui Viete pentru polinomul f sunt: < xx, +xx; +X,x; =——

172773
Cum x, + x, = 1, din prima relatie se obtine X; =——. Apoi, din ultima relatie rezulta ca x x, = -3. Cum
. . . L, . V13 1-+/13
x, +x,=1sixx,=-3,x six, sunt solutiile ecuatiei x* — x — 3 = 0, deci x, = , X, =
’ ' ’ 2 2

2) Determinati A si rddécinile polinomului f'= X* — 2X° — 6X* + X — 3 € R[X] c C[X], stiind ca xx, = 3.
Solutie. Relatiile lui Viéte pentru polinomul f de gradul al 4-lea pot fi scrise astfel:

X X, +x,+x, =2 )

X%, +(x; +x,)(6; +x,) +x3x, =—6  (2)

X, (X5 +x,) + (X +X,)(xx,)=—4 (3)

X, X,X5X, =3 4)
facand in relatiile (2) si (3) grupari de termeni care adesea usureaza rezolvarea. Cum xx, = 3, din ultima

(6, +x,)+(x;+x,)=2

relatie rezultd ca x,x, = —1. Acum primele doua relatii pot fi scrise { -3 deunde x, +x, =4

(o, +x,)(x;+x,)=
si x, +x, = -2 ca solutii ale ecuatiei x> — 2x — 8 = 0. Din a treia relatie se obtine acum A = 10. in continuare,
din x, +x, =4 sixx, = 3 se obtin x, =3 si x, = 1, iar din x, + x, = -2 si x,x, = —1 rezultd ca x, =—1+2 si
x, =-1- V2.

3) Rezolvati ecuatia x’ +6x> +6x—4=0 stiind ci solutiile sunt in progresie aritmetica.

X, +x, +x;=-6
Solutie. Avem conditia x, + x, = 2x, si relatiile lui Viéte: {x,x, + x;x; + x,x, =6. Relatiile x; +x, +x; =-6
X, x,%, =4
si x; +x; =2x, conduc la x, =-2.Din ultima relatie deducem x,x; =-2. Avem x, +x;=—-4 si xx;=-2, deci
x,,%; sunt solutiile ecuatiei x* +4x—2=0, adici X ,=-2% NG Solutiile ecuatiei sunt -2 — J6,-2 si—2+ 6.

4) Fie f=X°+X*+aX +beC[X]. Determinati radacinile x,,x,,x; ale lui f'stiind cd x; +x; +x; =8 si cd
restul Tmpartirii lui f(X —-1) la X +1 este —4.

Solutie. Calculam expresia x; +x; +x; in functie de @ si b: scriem ci x,,x,,x; verificd ecuatia f(x)=0,
adica: x}+x; +ax, +b=0; x3+x; +ax,+b=0; xj+x; +ax;+b=0. Adunand, obtinem x’ +x3 +x] =

=—(x{ +x; +x3)—a(x, +x, +x;)—=3b. Avem: x7 +x? +x2 =(x, +x, + ;)2 —2(x,%, + X,X; +X,0;) =1-2a si

inlocuind, obtinem: x; +x; +x; =2a—1+a-3b=3a—3b—1. Deci 3a—3b-1=8, de unde a—b=3. Restul

impartirii polinomului f(X —-1) la X +1 este egal cu valoarea lui f(X—-1) in x=-1, deci f(-2)=-4.

Obtinem: —2a+b=0 si apoi a=-3,b=-6. Rezolvam ecuatia x°* + x> —3x—6=0 si obtinem solutiile x, =2,
~3+iy3

2

X2.3
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5) Fie ecuatia x° +x+m=0, me R. Determinati m astfel incat x> + x3 +xJ =10, unde x,,x,,x; sunt solutiile

ecuatiei.

Solutie. Avem relatiile: ax; +bx} +cx, +d=0; ax, +bx; +cx, +d =0;

ax; +bx; +cx; +d =0. Inmultindu-le cu x{',x} si respectiv xj, obtinem:

n+3 n+2 n+l

3
ax;™ +bx{" + x| -

2 1
+dx1n :0’ ax, n+! n+

+bx;7" +cx)

n__n. n+3
+dx; =0; ax;

+bx

n+2 n+l

+exy +dxy =0.

Prin adunare rezulta relatia: aS,.; +5S,,, +¢S,.; +dS, =0 (), unde S, =x" +x," +x," VneN* si §;=3.

Fie acum ecuatia x” +x+m=0. Relatia (1) se scrie: S

n+

s+ S

+mS,=0, VneNlN.

Din n = 2 rezultd S;=-S,-mS, iar din n = 0 rezultd S, =-S5, —mS;=-3m;
S, =x; +x5 +x3 = (X, + X, +x3)° —2(x,x, + X, +x,x;) =—2. Obtinem S5 =5m si m = 2.

Radacini complexe ale polinoamelor avand
coeficientii reali

Fief=aX' + ..+ aX+a,a #0,n>0un polinom cu
coeficienti reali. Dacize€ C,z=a+ bi,cua, be R, b # 0 este
o radacina a lui f; atunci:

0=0=a,z"+..+az+a, =az" +..+az+a,=f(Z)
deci si z=a—bi este radacind a lui /- Cum b # 0, avem z #z,
deci f se divide prin
(X -2 X-2)=X’-2aX +a’ +b* eR[X].
Asadar /= (X2 — 2aX + a*> + b*)q(x) cu gq(x) € R[X]. Rezulta
ca problema determindrii radacinilor polinomului f de grad n,
n > 1 avand coeficientii reali se reduce la o problema mai simpla

a determindrii radacinilor polinomului ¢ de grad n — 2 cu
coeficienti reali.

prEmpLE

1) Fie fe RIX], f=X*+2X° +3X> + aX + b. Sa se
determine a, b € R si radacinile lui f'stiind ca una dintre
eleestez=1+1.

Solutie. Polinomul f admite si rddacina z=1-i7 si
deci se divide prin (X —z)(X -2)=X"-2X+2.

Efectuand impartirea lui f prin X> — 2X + 2 se obtine catul
g=X*+4X+ 9 sirestul r = (a + 10)X + b — 18. Cum r = 0,
rezultd cda a =10 si b = 18 si

f=X-2X+2)(X*+4X+9)

Riadacinile polinomului ¢ = X* + 4X + 9 sunt —2+iv/5 si

—2 /5, deci radicinile lui fsunt 1 + i, 1 — i, 2+i/5 si

2-i5.

2) Fie polinomul /= (X> + X+ 1)*"! — X e R[X], n€ N. Sa se
arate ca f se divide prin X* + 1.

Solutie. Avem f(i)= P+ i+ 1) —j=p"—j=i—-[=0.
Asadar f'admite radacina z = i. Cum f are coeficientii reali, fadmite
si radacina z =—i , deci se divide prin (X — i)(X + i) = X> + 1.
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20) Fie polinomul
=X -7X + 19X - mX + n, fe R[X].
Determinati numerele reale m si n stiind
ca polinomul f admite radacina 2 + i.

21) Fie polinomul
=X -3X*+taX+b, fe RX].
Determinati numerele reale a si b
stiind ca f admite radacina 1 + i.

22) Fie polinomul f'e R[X],
f=X*+ aX® + bX + c¢. Determinati
numerele reale a, b si ¢ stiind ca f admite
radacina %(1 —i3) si ca intre radacinile

. PR : 3 3 3 3 _
lui fexista relatia x; +x, +x; +x, =5.

23) Fie polinomul f'e R[X],
f=X+mX>+2X+m-1.Dacdx,x, x

127722 773

sunt radacinile polinomului f sd se
calculeze x’+xJ+x;. Sd se determine

radacinile polinomului f daca se divide

cuX-—1.

24) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=nX"""—(n+1)X"+1,ne N,
g = (X - 1)% Sa se arate ca polinomul 1’
se divide prin g. Sa se afle radacinile
polinomului f pentru n = 3.

Indicatie.

f=(X =D’ nX""+..+3X>+2X +)).




Radacini ale polinoamelor avand coeficienti
rationali

Dacade N, d > 1 si d nu se divide prin patratul unui numar
prim, atunci un numar u real de forma y =g+ b\/g cua,be Q
se numeste numdr pdtratic.

1 3 1
Astfel numerele: 2 —3\/5, E+ 6, —E+Zx/§ sunt numere

patratice. Dacd u=a+b\d si u'=a'+b'\d se verifica usor ca
u=u'<a=a si b=>", cuun rationament asemanator celui

prin care se aratd c¢i V2 ¢ Q.
Daca u=a+ b\/g este un numdr patratic atunci v =a — b\/g
se numeste conjugatul lui u. Astfel (1+32) =1-342,

[2—2\6) =2+§\E. Ca si in cazul numerelor complexe,
operatia de conjugare a numerelor patratice are proprietatile:
(@) u+v) =u"+v", (w) =u"V'
(b) (') =u

«
© u =ucsueQ,
. . - . . 2 * *
oricare ar fi numerele patratice u si v. In plus, (u") =(u )",

oricare ar fi numarul patratic u.

Teorema 4. Fie f=a X" +a X'+ ...+ aX+a, € QLX],

a #0,n>1si u= a+b\Jd un numar patratic.

(1) Daca f'(u) = 0, atunci f (u") = 0.

(2) Daca f (1) = 0 si b # 0, atunci polinomul f se divide prin
X-uw)X-u)=X—u+u)X+uu" =X -2aX+ a* - db*e Q[X].

Demonstratie

(1) Avem 0=0"= (au" +a, wu""' +. . +au+a) =
=a, )"+ an_l(u*)"_1 +..+ alu* +ay=fu).

(2) Evident. m

LrEMOLE
X, =x =1- J3 si deci se divide prin polinomul
X -x)X-x)=X-2X-2.

Efectuand impartirea lui f/ prin X> — 2X — 2 se obtine catul

q(X) = X? — 2X — 6. Asadar f(X) = (X? — 2X - 2)(X? - 2X - 6).
Cum radacinile polinomului X*> — 2X — 6 sunt 147 si

1) Determinati radacinile polinomului /= X* — 4X° —
—4X* + 16X + 12 € Q[X], stiind ca una dintre radacinile

sale este x, =1++/3.
Solutie. Polinomul f admite si radacina

2) Determinati @, b € Q si radacinile polinomului
f=X*+aX3-X-2X+ be Q[X] stiind ca f admite radacina

u=2+\/§.
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25) Fie polinomul f€ Q[X],
=X -3X* - 19X + 91.X2 — 80X — 50.
Determinati toate radacinile polinomului
fstiind A3 +isi 1-+2 sunt radicini
ale lui f.

26) Determinati radacinile polino-
mului fe Q[X], f=X*-2X-3X> - 6X—
18, stiind ca una dintre radacini este

xlzl—\ﬁ.

27) Determinati @, b € Q si radacinile
polinomului f € Q[X], f=X* — 10X° +
+ aX? — 34X + b, stiind ca una dintre

radacini este x, =3+ \/g .

28) Fie polinomul f€ Q[X],
f=2X - X* + 39X+ 18X + 54.
a) Stiind ca x, =32 este o radicina a
polinomului f, determinati inca o rada-
cind a lui f.
b) Calculati (X —3v2)(X +32) .
¢) Aratati ca f se divide cu polinomul
X* - 18.
d) Calculati catul impartirii polinomului f
la X* — 18.

e) Determinati toate cele patru radacini
ale lui f.

29) Fie polinomul f€ Q[X],
F=2X 5K 2X 4+ 6X°— 1.

a) Stiind ca x, =1++/2 este o radacina a

polinomului f; determinati inca o rada-
cind a lui f.

b) Calculati (X —1—-+2)(X —1++2).

¢) Aratati ca f se divide cu polinomul
X -(1-2).

d) Calculati catul Tmpartirii polinomului
fla X2 —(1-+2)%.

e) Determinati toate cele cinci radacini
ale lui f.

o -



Solutie. Polinomul f se divide prin
X—w) (X —u)=X—(u+u)H)X +uu’ =X>-4X+2.
Impértirea euclidiana a lui f prin X* — 4X + 2 di catul
q=X*+(a+4X+4a+ 13sirestul r=14(a + 3)X+ b — 8a — 26.
Cum r =0, rezultd @ = -3 si b = 2, deci
=X -4X+2)X+X+ 1)
31 4B

1
Radicinile lui fsunt 2++/2,2-+/2, oIS i

N e

30) Fie polinomul fe R[X], AX) =
=X —7X + 14X + 17X + 15X2 - 6X - 10.

a) Stiind ca f are radacina x, = 3 + i,
determinati incd o radacina x, a lui f.

b) Stiind ca ' mai are o radicina x, =1-+/2,
determinati incd o radacina x, a lui f.

¢) Determinati toate radacinile lui f.

Radacini rationale ale polinoamelor avand coeficienti intregi

Asa cum s-a mai observat, determinarea radacinilor unui polinom avand coeficientii numerici este de
reguld o problema complicatd atunci cand gradul acestuia este mare. Un caz favorabil este atunci cand avem
informatii suplimentare asupra radacinilor, altele decat cele date de relatiile lui Viete.

Cand polinomul are coeficientii intregi, putem delimita o multime finitd de numere rationale printre care
se afld cu sigurantd eventuale radacini rationale si, in particular, radacinile intregi ale polinomului dat.

Avem:

Teorema 5. Fie f€ Z[X], f=a X"+ ..aX+a,a #0,n>0

un polinom avand coeficientii intregi si :g cup,gqe Z,q #0
un numar rational dat sub forma de fractie ireductibild. Avem:

(1) Daci r este radicina a lui £, atunci p | a, siq la.

(2) Dacd a este o radacind intreagd a lui f, atunci a | a,.

(3) Daca a, = +1, atunci orice radacina rationala a lui f este
intreaga.

Demonstratie. Reamintim ca doua numere intregi p si g sunt
prime intre ele daca c.m.m.d.c. (p, ¢) = 1 si in acest caz spunem

ca fractia g este ireductibild, ceea ce revine la faptul ca p si ¢

nu admit un divizor comun d astfel incat |d| >1.
Se stie ca pentru a, b, ¢ € Z avem urmatoarele proprietati:
(o) dacé a este prim cu b si cu ¢, atunci a este prim si cu bc.
B) dacd a | be si a este prim cu b, atunci a | c.
Sa demonstram acum afirmatiile din enuntul teoremei.

n n—1

(1) Cum f(§j=0,avem anp +a p—+...+a1£+a0=0

n n=1 _p-1
q q q

si Tnmultind cu ¢” obtinem:
aoqn — _p(anpn—l +.+ alqn—l) §1 anpn — _q(a’171pr171 + .+ aoqn—l) )

Rezultd ci p | aq" siq | a L' Cum p este prim cu g rezultd
ca p este prim cu ¢” si g este prim cu p”, deci p | a, si q | a,

a a

(2) a= 1 si cum fractia 1 este ireductibila se aplica rezultatul
de la (1).

(3)Cuma, ==+lsigq | a,rezulticir€ Z. m
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31) Fie polinomul f'e Z[X],

f=12X* - 28X + 5X* + 7X - 2.
a) Scrieti divizorii intregi ai lui —2.
b) Scrieti divizorii intregi ai lui 12.
¢) Determinati multimea numerelor
care pot fi radacini rationale ale lui f.

d) Calculati f2), f (%) , S (—%) f (%)

A, fi=1).

e) Determinati radacinile rationale ale lui f.
32) Determinati radacinile rationale ale

polinomului f'€ Z[X],
[=2X*+3X°+ 6X - 4.

33) Determinati radacinile rationale
ale polinomului /e Z[X],

f=X —2X* —4X3 +4X*-5X + 6.

34) Determinati radacinile rationale ale

fiecaruia dintre polinoamele urmatoare:
a)f=X"-X - 12X + 6X + 36;

b) f= 12X +8X* - X -1
Of=X+X-5X-X+8X-4.

35) Determinati radacinile urmatoa-
relor polinoame stiind cad ele admit
radacini rationale:

a) f=X"-2X°-5X*+8X +4;

b) f=6X"-17X°-X*+8X -2

o) f=X"+3X-14;

d) f=X+7X"+18X° +22X* +13X +3 ;
e) f=10X"-13X°+15X* —18X —24.

S — R



Exercitii rezolvate.
1) Determinati radacinile rationale ale polinomului
f=2X +3X*+6X -4 € Z[X].
Determinati apoi toate radacinile lui f.
Solutie. Avem n = 3, a = 2 si a; = —4. Divizorii intregi ai lui a, sunt 1, -1, 2, -2, iar cei ai lu g, sunt

1, -1, 2, -2, 4, —4. Fractiile ireductibile g cugq|2sip|—4sunt: -4, -2, -1 1,2, 4.

b —E, E,
Eventualele radacini rationale ale polinomului f sunt printre numerele din lista precedenta.

Cum | |
X —4 -2 -1 —— - 1 2 4
2 2
13
f(x) ‘ -108 20 -9 Y 0 7 36 196
rezultd ca singura radacind rationald a lui f este r = %

Impartind pe f prin X—% gsim f:(X—%j(ZXZ +4X +8).

Cum radacinile polinomului 2X*> + 4X + 8 sunt —1+iy3 si —1—i+/3 rezultd cd radacinile lui f sunt
1
E,—1+iﬁ si —1-i\/3.

2) Determinati radacinile rationale ale polinomului f= X35 - 2X* - 4X3 +4X?2-5X+ 6 € Z[X].

Solutie. Cum a, = 1, raddcinile rationale ale lui f/ sunt intregi si sunt divizori ai lui q, = 6, adica printre
numerele £1, +2, £3, +6. Evaluand polinomul f pentru fiecare divizor al lui 6 se constata ca:

f=6) # 0, (-=3) # 0, i-=2) =0, f(-1) # 0, (1) =0, fi2) # 0, fi3) =01 f6) # 0.

Rezulta ca radacinile rationale ale lui f/ sunt -2, 1 si 3.

3) Aritati ca polinomul f = X"+ pX* + pX + p, unde p este un numdr intreg prim, p > 2, nu poate fi scris
ca produsul a doua polinoame cu coeficienti rationali.

Solutie. Presupunem contrariul. Din grad /= 3 rezultd f =g-h, unde grad g = 1 si grad # = 2. Deoarece
g<€Q[X] are grad 1, rezultd ca g are o radacina rationald x,. Atunci f(x,)=g(x,)-(x,) =0, deci f admite
ridicina rationald x,. Rezulta x, €{ 1, *p}.Insd: f(1)=3p+120;, f(-1)=p—-1£0; f(p)=2p>+p*+p#0
si f(-=p)=—p*+ p#0. Deducem ca f nu poate fi descompus in produsul a doud polinoame cu coeficienti rationali.

prbliae @ 1. Determinati ordinul de multiplici- radacina multipld si precizati care este descom-
= tate al radacinii o = 2 a polinomului punerea lui f/'1n factori liniari in acest caz.

S=X -5X + 77X - 2X +4X - 8. @ 6. Determinati radacinile polinomului £, stiind
peopssE @ 2. Determinati ordinul de multiplici- ca acestea verifica relatia indicatd intre radacini:
tate al radacinii oo = -2 a polinomului a) f=3X +7X - 18X + 8, x +x,=-3;

F=X 47X+ 17X + 8X°— 16X — 8. b)f=X - 13X+ 12, x, —x,=2;
c)f=X"—(4+5)X - 43 - 5)X*+ 6(4 + 5)X + 36,

@ 3. Determinati A astfel incat polinomul
=X +AX* + AX + 1 € R[X] s admita radacina
= —1. Determinati apoi ordinul de multiplicitate al

XX, = XX,;
d)f=X3- 12X +aX + 60, x> =x2 +x2.

radacinii o = —1. @ 7. Determinati radacinile polinomului
@ 4. Determinati radacinile polinoamelor X* — 8, J=X = 5X' = 5X + 25X + 4X - 20 € C[X] stiind ca
X° —1si X* + i din C[X] si precizati care sunt descom- X X, = ) +tx,=0. o . .
punerile in factori liniari din C[.X] ale acestor polinoame. ® 8. Fie x,, x,, x, radicinile polinomului

f=2X°+2X? — 3X — 1. Determinati un polinom g ale
X, + X, XX, X +X,

b

X X X3

@ 5. Determinati a si b astfel incat polinomul
f=aX* + bX* + 1 € C[X] sa admitd pe o = 1 ca

carui radacini sunt
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@ 9. Fie x, x,, x, rddacinile polinomului
f=X —5X+2. Calculati x’ +x] +x;.
@ 10. Fie f=2X* - 12X* + 6X + a € C[X].

Determinati radacinile lui f stiind cad acestea
formeaza o progresie aritmetica.

@ Il. Fief=2X-7X*+7X + a € C[X].
Determinati radacinile lui f stiind cad acestea
formeazad o progresie geometrica.

@ 12.Fief=X+6X+8X*+aX+ be CLX]
Determinati « si b stiind ca trei dintre radacinile lui
fsunt in progresie aritmetica si a patra este egald cu
suma celorlalte.

@8 13. Fie x,, x,, x, € C radacinile polinomului
f=X +pX+gq,unde p, g € Z. Pentru n € N fie
S =x] +x; +x3-

a) Calculati S, pentru n € {0, 1, 2, 3, 4}.

b) Ardtati ¢cd S, € Z, oricare ar fi n € N.

@ 14. Fie x, x,, x, € C radicinile polinomului
f=X*-X-a,ae Rsi S, =x+x)+xj,ne N.
a) Ardtati cd S, eR oricare ar fi n € N.

b) Determinati a € R astfel incat S, > S..

@ 15.Fie f=X'+(a+) X+ 7 +ia41 X +2X -5,
a€ Rsix,x, x,, x, € C radacinile lui f. Aratati cd
X +x; +xi+x;<0,Vae R

@ I16.Fief=X"+a X'+.+taX+(-1yeC
six, x,, ..., x, € C radacinile sale.

Daca |x1|:|x2|:...:|xn , atunci f-1) € R.

@ 17. Determinati radacinile polinomului
fe R[X] daca admite radacina indicata in fiecare caz:
a) f=X'—T7X + 19X - 23X+ 10, x, =2 + i;

b)f= X2 - X2, x1:1+;\/§.

@ 18. Determinati a, b € R si radacinile polino-
mului f'€ R[X] stiind cd admite radacina indicatad in
fiecare caz:
a)f=X*+aX’+49X2 +bX+ 78, x =3 +2i
b)f=X*+aX?+bX*-X+1,x =i

@ 19. Determinati un polinom /€ R[X] de grad
minim stiind cd admite radacina dubla —1 si radacina
simpla i.

@ 20. Determinati un polinom f'€ R[X] de grad
minim stiind cd admite radacina dubla 1+ iN2 .
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@ 21. Fie polinomul f= (X - 1y"— (X+ 1) € R[X].
Aratati ca polinomul f se divide prin X*> + X + 1 daca
si numai daca m — n se divide prin 6.

@ 22. Gasiti descompunerile 1n factori ireductibili
peste R si peste C ale polinoamelor /= X* — 2 si
g=X+1.

@ 23. Aratati ca polinomul f= (X + 1)"3 + x>
f€ R[X] este divizibil prin X*> — X + 1.

@ 24. Pentru care valori ale lui n € N polinomul
f=X-1+ X"+ 1¢e R[X] este divizibil prin
X -X+1?

@ 25, Aratati ca polinomul /= (X+ 1) - X" — 1 € R[X]
este divizibil prin X*> + X + 1 si descompuneti pe fin
factori ireductibili peste R si peste C.

@ 26. Determinati radacinile polinomului
f€ Q[X] stiind ca una dintre ele este cea indicata:
a) f= X'~ 4X — 4X + 16X + 12, x, =1+/3;

b) f=X —2X —3X—6X— 18, x, =1-/7;

O)f =X —2X —25X +aX+b, x,=4-+2;

d) f=X*-10X’+aX*-34X +b, x, =3-/5.

@ 27. Determinati a, b, c € Q si radacinile poli-
nomului /= X* — 10X° + aX?> + bX + ¢ € Q[X] stiind
ca restul Tmpartirii lui f'la X — 1 este egal cu 3 si ca
polinomul f admite radacina x =-1+ J2.

@ 28. Determinati radacinile rationale ale polinoamelor
a)f=4X* - T7X* - 5X -1

b)g=X*+4X> - 2X* - 12X + 9.

@ 29. Fie f € Z[X] astfel incat f0) si f(1) sunt
numere impare. Aratati ca fla) # 0 oricare ar fi a € Z.
@ 30. Aratati ca polinomul X* — 2 nu are radacini

rationale. Deduceti ca polinomul X*® — 2 este
ireductibil peste Q.

@ 31. Gasiti un polinom fe Z[X], f # 0 care sa
admitd ca raddcind numarul o =23/4 —3/2 .

@ 32.Fiefe Z[X],f# 0. Daca fadmite o radacina
in Z, atunci pentru orice n € N, numarul
FODA2) ... fin) se divide prin (n + 1)!

@ 33.Fiefe Z[X], f# 0un polinom de grad par.
Daca toti coeficientii lui f sunt impari, atunci f nu
are radacini rationale.

@ 34.Fief, ge Z[X], h=fg. Daca toti coeficientii
lui / se divid prin 2, atunci unul dintre polinoamele
fsau g are toti coeficientii divizibili cu 2.

Aratati ca proprietatea ramane adevarata daca
inlocuiti pe 2 cu un numar prim p oarecare.



Ecuatii algebrice avand coeficienti numerici (in Z, Q, R sau C)

Fie fe€ CX],f=a X' +a"'X +..+aX+a cua # 0sin>0unpolinom cu coeficienti complecsi.
Egalitatea |ax" +a "'+ ..+ ax+a,=0, x € C| se numeste ecuatie algebricd (avand coeficienti

numerici) in necunoscuta x, asociatd polinomului f.

Gradul ecuatiei algebrice este prin definitie gradul polinomului asociat f, iar solutiile ecuatiei algebrice
sunt radacinile (din C) ale polinomului /. O solutie a € C a ecuatiei algebrice se numeste simpld (dubld,
tripld, ...) dacd o este radacind simpla (respectiv dubla, tripla, ...) a polinomului asociat f.

Ca o consecintd a teoremei fundamentale a algebrei (teorema d’Alembert-Gauss) orice ecuatie algebrica
de grad n avand coeficienti numerici admite » solutii complexe x, x,, ..., x , nu neaparat distincte.

Determinarea efectiva a solutiilor unei ecuatii algebrice este o problema dificila si adesea imposibila
cand gradul acesteia este mare. Pentru unele tipuri particulare de ecuatii algebrice avem o descriere
satisfacatoare a solutiilor. Este in primul rand cazul ecuatiilor algebrice de forma:

|x”—a=00ua€ C,a # 0sine N,

numite ecuatii binome. Vom ardta cd o asemenea ecuatie admite n solutii distincte, anume

xk:\”/;(cose+,12kn+isine+nzkn),0<k<n,

unde r=|a|eR] =(0, ) si O=argze[0, 2n). Solutiile ecuatiilor binome de grad n, x' —a =0, a € C se
numesc radicali de ordin n din a sau rdddcini de ordin n ale numarului complex a.

Un rezultat clasic stabileste ca qrice ecuatie algebrica de grad n < 4 are solutii exprimabile prin radicali,

in functie de coeficientii acesteia. In cazul ecuatiilor de gradul al doilea

‘ax2+bx+c=0, a,bce C,a# 0,

acest rezultat se stabileste cu mijloace elementare, solutiile fiind de forma

b JF—dac . _—b—lb—dac
2a 2a '
Un rezultat cunoscut sub numele de teorema Abel-Ruffini stabileste ca ecuatia algebrica generala de grad
n >4 nu are solutii exprimabile prin radicali.
In acest paragraf vom studia cateva tipuri particulare de ecuatii algebrice (ecuatii binome, ecuatii de
gradul al Il-lea, ecuatii bipdtrate, ecuatii reciproce) ale caror solutii pot fi efectiv determinate si sunt
exprimabile prin radicali.

X s Xy =

Ecuatii binome
Dacia € R, a > 0 si n € N*, atunci existd un unic numar 1) a) Aratati ca 1 = 1 (cos0 + isin0).
real b > 0 astfel incat " = a; numarul b se numeste radicalul b) Fie a = 1. Calculati radacinile de ordi-
aritmetic de ordin n al lui a si se noteazi cu ¥/ . Pe baza acestui nul al treilea din a, adica z, = N, k=02,

rezultat se poate stabili numarul solutiilor reale ale ecuatiei, e A
; ’ utilizand formula

(Dx"—a=0cune N, a€ R, a # 0|numitd ecuatie binomd
de grad n cu coeficienti reali. z, =4r (cos Q+2km .. O+ an),

Avem: n n

Cazul n par. Daca a > 0 ecuatia (1) are doud solutii reale, k=0,n—1, pentru a=r(cose+isinQ)
anume %/q >0 si —%a <0, iar dacd a < 0, atunci ecuatia (1) nu ¢) Rezolvati in C ecuatia x> — 1 = 0.
are solutii reale. d) Rezolvati in R ecuatia x* — 1 = 0.

Cazul n impar. Ecuatia (1) are o singura solutie reald, anume
2fa>0 cand a > 0si —¥~a <0 cand a < 0.
Cand a = 0, ecuatia are solutie unica x = 0.
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BrEMFLE 1) Ecuatia x* — 2 = 0 are doua solutii reale si anume

P2 si =42
2) Ecuatia x> + 5 = 0 nu are solutii reale.
3) Ecuatia x> — 27 = 0 are o unica solutie reald si

anume </27=3.

4) Ecuatia x* + 8 = 0 are o unica solutie reala si anume
8 ==8=-2

Vom studia in continuare ecuatiile de forma
x"—a=0cune N , numite ecuatii

binome de grad n cu coeficienti complecsi. Vom ardta ca ecuatia
(2) admite » solutii distincte in C si ca acestea pot fi descrise cu

ajutorul modulului r=|a|=\/ﬁ si a argumentului redus
¢=arga al numarului complex a.

Examinam mai intai cazul @ = 1, adica stabilim solutiile
z € C ale ecuatiei
x"—1=0,cune N*|

Fiez € C, r=|z| si p=argz deci z=r(cos@+ising).

Daca z este solutie a ecuatiei binome (3) atunci z" = 1 si

z # 0. Rezultd cd 1=[l|=|z >0, avem

=|z[" si cum ||

|z|=1, deci r=1 si z=cos@+ising.
Folosind formula lui Moivre, egalitatea z" = 1 se mai scrie
(4) cosnp+isinng=1=1+0-i.

Din (4) rezulta ca sinnp=0 si cosnp=1, deci (p:@’
n

keZ neN . Pe de altd parte

2km 2ch)

(cos . +isin =cos2kn+isin2kn=1,

Rezulta ca solutiile din C ale ecuatiei x” — 1 = 0 sunt numerele
complexe.

5) z —cos%—nﬂsm%—7t kel.

Dintre numerele z, k€ Z exact n sunt distincte. Intr-adevir,

2n 2km 2km
n

fie 8:cos—+ls1n2n Avem z, =cos= L +jsin“ L =¢" VkeZ.
n n

Numerele complexe

(6) 1,¢,¢,..,e"" au modulul egal cu 1 si argumentele

0,2 4n  2n-Dr
n’n n
Rezulta ca numerele de la (5)

sunt afixele varfurilor unui poligon

regulat cu » laturi, raportat la un
reper cartezian xOy ca in figura

reduse respectiv

N e

2) a) Aratati cd —1 = 1 (cosm + isinm).
b) Fie a = —1. Calculati radacinile de

ordinul al treilea din a, adica
=3/~1, k = 0,2, utilizand formula
z, = W(cos ? +n2kn +isin® +’12k7t)’

k=0,n—1, pentru a=r(cose+isinQ)
¢) Rezolvati in C ecuatia X * + 1 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia X3 + 1 = 0.

3) a) Aratati cd 1 = 1 (cos0 + isin0).
b) Fie a = 1. Calculati radacinile de ordinul

={1,k=0,3,

al patrulea din a, adica z
utilizdnd formula

+2km | . .
zkzﬁ/;(cos(p —— tisin

©+2km
n 2
k=0,n—1, pentru a=r(cose+isine)

¢) Rezolvati in C ecuatia X4 — 1 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia X * — 1 = 0.

4) a) Aratati ca —1 = 1 (cosm + isinm).
b) Fie a = —1. Calculati radacinile de
ordinul al patrulea din a, adica

=Y-1, k= @ , utilizand formula
zZ, = (/;(cos @ +n2kn +isin®E an),

k=0,n—1, pentru a=r(cose+isinQ)

¢) Rezolvati in C ecuatia X * + 1 = 0.

d) Rezolvati in R ecuatia X * + 1 = 0.

alaturata. Acum este clar ca

l,&,¢,...,€"" sunt n solutii dis-

tincte ale ecuatiei binome x* — 1 = 0.
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5) a) Aratati ca 1 = 1 (cosO + isin0).
b) Fie a = 1. Calculati radacinile de ordinul
al cincilea din a, adica z, =1, k:(),_4 ,

utilizand formula
zZ, = (/;(cos @ +n2kn +isin? + an),

k=0,n—1, pentru a=r(cose+isinQ)

¢) Rezolvati in C ecuatia X° — 1 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia X° -1 = 0.

S — R



Fie acum z € C o solutie a ecuatiei binome x" — 1 = 0.
Conform analizei de mai sus, existd k € Z astfel incat z = z,.

Fie g, r € Z astfel incat k=nqg +rcu0 < r<n.Cum €" =1 avem
z=g" =(")Y ¢ =¢ cul < r<n.
Rezulta ca sunt exact n solutii ale ecuatiei x” — 1 = 0, numite

v I s s . o wyee —1 -
rdddcinile de ordin n ale unitdtii, anume 1, ¢, g, ... €. Notim
cu U, multimea radacinilor de ordinul » ale unitatii

2 n—1
U,={l,e, e, ..,¢

GrEMmPLE 1) Sa determinam radacinile de ordinul al 3-lea ale
@ unitatii numite rdddcinile cubice ale unitatii. Avem:
2n 2n__1 ;N3 o 4n 4n
€= cos3+zs1n3— 2+12,8—COS3+ZSIH3—
__ 1 i3 _13 1 3
) , de unde U, =1I, 2+12,212

2) Radacinile de ordinul al 4-lea ale unitatii sunt 1, ¢, &”, €,

unde &= cos%ﬂsm%f:i, deci U, ={l,7,, P ={l,i,~1,~i}.

3) Sa determindm solutiile complexe ale ecuatiei x* + x> +
+x2+x+1=0.Cumx’-1=@x-Dx*+x*+x>+x+1)si 1 nu
este solutie a ecuatiei date, rezultd ca solutiile cautate sunt

21 27‘C
g,e,¢ si ¢, unde 8—cos?+zsm 5

Sa observam ca radacinile de ordinul al 3-lea, al 4-lea, al
S-lea ale unitatii sunt respectiv afixele varfurilor triunghiului
echilateral, patratului si pentagonului regulat inscrise in cercul
trigonometric ca 1n figura aldturata.

n=3 n=4 n=>5

Sa examinam acum cazul general pentru o ecuatie binoma:
(N |x"-a=0,a€ C,a#0.]

Fie r=|a| si p=arga. Avem a=r(cos@+ising).

Fie zzp(cos%ﬂsin%), unde p=4r.

Avem Zz"=p" (cos%ﬂ'sin%) =r(cosp+isinp)=a, deci z

este solutie a ecuatiei binome (7) si evident z # 0.
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6) a) Aratati cd —1=1(cosm+isinm).
b) Fie a = —1. Calculati radacinile de
ordinul al cincilea din a, adica

=3~1,k=0,4 utilizand formula
z, = W(cos ? +n2kn +isin® +’12k7t)’

k=0,n—1, pentru a=r(cos@+ising).

¢) Rezolvati in C ecuatia x* + 1 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia x> + 1 = 0.

7) Rezolvati in C, fiecare dintre ecuatiile:

a)x’* —1=0;
b)x*-1=0;
)x’—1=0;
d)yx*-1=0.

8) Formati ecuatia care are urmatoa-
rele solutii:
a)x =1, x,=-1,x,=i,x, =

3 4

b) Xl = 1, X2 = _1, X3’4 = _li—zl\/ga

1+
2

&

Xs6 =

9) a) Aratati ca —64 = 64(cosm + isinm)
b) Fie a = —64. Calculati radacinile de
ordinul al saselea din @ adicd z, =4a,
k =0,5 utilizand formula

z, =4r cos(p+2kn+isin(p+2kn
k n n

k=0,n—1 pentru a=r(cose+isinQ)
¢) Rezolvati in C ecuatia x® + 64 = 0.

d) Rezolvati in R ecuatia x* + 64 = 0.

10) Rezolvati in C ecuatia
xt—64=0.

11) Rezolvati in R ecuatia
x—64=0.




n—1

Daca 1,¢, ¢, ..., """ sunt radicinile de ordin n ale unitatii,

atunci numerele complexe

n—1

(8) z, ze, ze*, ..., ze"" sunt distincte. Cum (z6"Y' =2"(¢") =a,

0 < k <n rezultd ca numerele de la (8) sunt n solutii distincte
ale ecuatiei binome x" —a=0,a € C, a # 0.

Daca z” € C este o solutie a ecuatiei x" — a =

r\" "
z=€/?(cos%+isin%) atunci (Z;) =Z :gzl, deci

n

4

0 si

r

z a .. k
;eUnz{l,s,...,s” }. Rezultd ca z'=z¢",

0<k<n. Asadar,

dacd z= W(cos% + isin%) , unde a=r(cos@+ising), atunci

solutiile ecuatiei binome, x" — a = 0 sunt numerele complexe

n—1 27[

z,z€, 28, ..,z cu € —cos7+zsm . Altfel formulat,

solutiile ecuatiei binome x" — a = 0 se obtin inmultind rdddcinile
de ordin n ale unitdtii cu o solutie particulard z, de exemplu

Z:W(cos%ﬂ'sin%j,unde r=ld si p=arga.

LrEMPLE 1) Solutiile ecuatiei binome x* — 2 = 0 sunt

(L), (L)

Intr-adevir, in acest caz |a|=|2|=2, arga = 0,
a=2=2(cos0+isin0) si z=2e",0<k<3,

21 21
€=C0Ss 3 +isin&= 3 -

2) Solutiile ecuatiei binome x* + 1 = 0 sunt

NI RN RO SR S - N, S
22’22’22’22'

Intr-adevira=-1, r= |—1| =1, arga = arg(-1) == si deci solu-

deci unde

tiile ecuatiei x* + 1 = 0 se obtin inmultind z= i‘/i(cosE +1i sinﬂ) =

4 4
B
2

cu radacinile de ordinul al 4-lea ale unitatii 1, 7, -1, —i.

3) Solutiile ecuatiei x* — i = 0 se determina inmultind radacinile

de ordinul al 4-lea ale unitatii cu z=4/r (00594. ising) , unde

4 4
I"=|i|=1 si (p:argi:%. Asadar Z:cos%+isin% si solutiile
ecuatiei binome date sunt COS%+isin%, —sin%ﬂ' cos%,
T T T
—cosE—jsin® sinT —jcos T,
8 88 8
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12) a) Aratati ca —81 = 81(cosm + isinm)
b) Fie a = —81. Calculati radacinile de

ordinul al patrulea din a, adica z, =4a,

k =0,3, utilizaind formula

Z :(/;(COS(P"';]”T +i m(p+2k7t)

9

k=0,n—1 pentru a=r(cose+isinQ)

¢) Rezolvati in C ecuatia x* + 81 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia x* + 81 = 0.

13) Rezolvati in C ecuatia x* — 81 = 0.

14) Rezolvati in R ecuatia x* — 81 = 0.

15) a) Aratati ca —32 =32 (cosn + isinm)
b) Fie a = -32. Calculati radacinile de
ordinul al cincilea din a adicd z; =3la,
k =0,4 utilizaind formula

+2km | . .
ZkZW(COS$ —— tisin

©+2km
n 9
k=0,n—1 pentru a=r(cos@+ising).
¢) Rezolvati in C ecuatia x* + 32 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia x° + 32 = 0.

16) Rezolvati in C ecuatia x> — 32 =0
17) Rezolvati in R ecuatia x> — 32 =0
18) a) Aratati ca

—625 = 625(cosm + isinm).
b) Fie a = —625. Calculati radacinile de

ordinul al patrulea din a, adica z, =4a,

k =0,3, utilizaind formula

+isin @ +n2kn)

9

Z, = W(coqu_ 2kn
n

k=0,n—1 pentru a=r(cose+isinQ)

¢) Rezolvati in C ecuatia x* + 625 = 0.
d) Rezolvati in R ecuatia x* + 625 = 0.




Ecuatii de gradul al II-lea avand
coeficientii complecsi

Sa consideram o ecuatie de gradul al II-lea avand coeficienti
complecsi

(9)‘ax2+bx+c=0, a,bce C,a+# 0.‘
Pentru orice numadr z € C putem scrie:

2 2
azz+bZ+C=a(Zz+QZ+£)=a (Z-l—i) _b —4ac .
a a 2a 4(12

Numirul A =5’ —4ac € C se numeste discriminantul ecuatiei (9).
Fie § e C o radacind de ordinul al 2-lea a numarului complex

A. Se mai foloseste notatia &=+/A, chiar dacd in cazul A # 0

vvvvv

2 2
avem &’ = A si putem scrie az’ + bz +c=a (z - L) — (i) =
’ 2a 2a

ZG(ZJF bz_aS)(ZJf b2-|;6) si deci numédrul z € C este solutie a
ecuatiei (9) dacd si numai daca 22# , adica
2 2
L —=b+~Nb —4ac sau, Z=_b_8,adicéz=_b_ b” —4ac
2a 2a 2a

19) Fie ecuatia de gradul al doilea:

X2 —8x—-3ix+13+13i=0
a) Aratati ca A =3 — 4i.
b) Determinati numerele reale u si v astfel
incat ~/3—4i =u+vi
c¢) Verificati cad «/3—4i=2—1i si
N3-4i=-2+i
d) Determinati solutiile ecuatiei date.
e) Verificati Tn doud moduri (prin calcul
direct si prin relatiile lui Viete) ca

X +x,=8+3i

xx, =13+13i "

20) Rezolvati in C ecuatia
X — 3+ 50)x - (4-3i)=0.

Exercitiu rezolvat. S se determine solutiile din C ale ecuatiei x> — 3ix — 3 + i = 0.

Solutie. Avem A=b"—4ac=(-3i)" —4(-3+i)=3-4i.

22
Sa determindm &=y +iveC astfel incat & =A =3—4i. Asadar (u + iv)> = 3 — 4i, de unde {” vi=3

2uv =—4

Avem o +v* =[5 =|&’|=[A|=O+T16 =5. Din u> — 1* = 3 si 1 + V* = 5 rezultd u* = 4 5i v* = 1. Asadar

u==2,v==1si cum uv = -2 < 0, una dintre valorile posibile pentru § este §=2—;, cealaltd valoare fiind

-8=-2+1i . Deci solutiile din C ale ecuatiei propuse sunt x, =
5 =228 adica x, =32 deci x, = -1 + 21

Ecuatii de gradul al II-lea avand coeficientii reali

Consideram cazul in care coeficientii ecuatiei (9) sunt
numere reale. In acest caz discriminantul A = b*> — 4ac este un
numir real. Daci A > 0si 8=+A este radicalul aritmetic al lui
A, ecuatia (9) are solutii reale
_—b+~b —4ac —b—~/b* —4ac

2a 2a '

Dacd A < 0, atunci —A > 0 si putem lua §=iv/—A . In acest

caz solutiile ecuatiei (9) sunt numerele complexe conjugate
-b+iv-A | —b—iv-A
=i X, =

2a 2 2a

X, i x, =

X
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-b+d

,adicd x = 3 +2-1 decix =1+isi
2

21) Fie ecuatia de gradul al doilea
X+3x+3=0

a) Aratati ca A = -3

b) Aratati ca solutiile ecuatiei date sunt

X, =—%+i§ si X, =—%—i§.
c) Calculati x, + x, si xx,.

d) Aratati ca

¥ +3x+3=(x-x)x-x).

S —



preppLE
adica x, = 3.

2) Ecuatia x*> — 6x + 13 = 0 are discriminantul A=36-52=-16<0
si solutiile ecuatiei sunt numerele complexe conjugate.

_6+i/16 6—i\/16
2 2

1) Ecuatia 3x> + 7x — 6 = 0 are discriminantul
A=49+72=121>0si 6=+/121=11. Solutiile ecuatiei
—7+/121 2 . _—7-+~121

6 6 ’

sunt x, = ,adicdx, =% si x,

3

X, ,adicd x;, =3+2isi x, = ,adicd x, =3-2i.

Ecuatii bipatrate
O ecuatie de forma
(10)|ax4 +bx*+c=0cua b,ce C,a# 0|se numeste
ecuatie bipdtratd. Pentru rezolvarea unei ecuatii bipatrate se
face substitutia y = x? si se obtine ecuatia de gradul al Il-lea,
(11)|ay2+by+c=0 cua, b,ce C,a # 0|
Daca y, si y, sunt solutiile ecuatiei (11), x,, x, solutiile ecuatiei

binome x* — y, = 0, iar x,, x, solutiile ecuatiei binome x* — y, = 0,

atunci x,, x,, x,, x, sunt solutiile ecuatiei bipatrate (10). Cum

_—b+b’ —4ac —b—~/b*> —4ac

yl 2a §1 y2 = 2a
bipatrate (10) sunt

, atunci solutiile ecuatiei

R —b+~b* —4ac —/b* —4ac
Dupa cum se observa, solutiile ecuatiei bipatrate sunt
exprimabile prin radicali (in functie de coeficientii ecuatiei).

Observatie. Ecuatia bipatrata este un caz particular al unei
ecuatii de forma

(12)‘ax2”+bx”+c=00ua, b,ce C,a#0,ne N*.‘

Facand substitutia y = x" se obtine ecuatia ay? + by + ¢ = 0.
Daci y,, y, sunt solutiile ecuatiei ay* + by + ¢ = 0, atunci cele 2n
solutii ale ecuatiei (12) sunt solutiile ecuatiilor binome
X'=y, =0six"—y =0.

Exercitii rezolvate.
1) Sa rezolvam ecuatia bipatrata x* — 2x> — 3 = 0.

N e

22) Rezolvati in R ecuatiile:
a) X’ ~(V2+3)x+/6=0;

b) x2—x+%=0;

)xX-2x+9=0.

23) Rezolvati in C ecuatiile:

a) ¥’ —(V2+3)x+/6=0;
b) x2—x+%=0;

)xX-2x+9=0.

24) Fie ecuatia bipatratd x* + 2x* — 3 = 0.
a) Rezolvati ecuatia y* + 2y — 3 = 0.
b) Rezolvati ecuatia x* = 1.
c) Rezolvati ecuatia x* = -3, scriind
-3 = 3(cosm + isinm).
d) Rezolvati ecuatia bipatrata.

25) Fie ecuatia bipatratd x* — 7x> + 6 =0
a) Rezolvati ecuatia y> — 7y + 6 = 0.
b) Rezolvati ecuatia x*> = 1.
¢) Rezolvati ecuatia x*> = 6.
d) Rezolvati ecuatia bipatrata.

26) Sa se rezolve ecuatia bipatrata:
X+ 5x*-36=0.

27) Sa se rezolve in C urmatoarele
ecuatii bipatrate:
a)x*—x>-6=0;
b) x* — (3 + 5ix* — (4 - 3i) = 0.
o)x*—ala+b)x*+ab=0,a be R.
dxt -2+ +a*+b*=0,a, be R.
e) x* + 6x2 +25=0.
Hx -9 +8=0.

Qx—(1+id3+i=0.

Solutie. Notdm cu y = x* si avem ecuatia )* — 2y — 3 = 0 cu solutiile y, = 3 si y, = —1. Ecuatia binomad x* — 3 = 0
are solutiile x, =3, X, = —/3, iar ecuatia binoma x*> + 1 = 0 are solutiile X, =i, x, = —.
Rezulta ci solutiile ecuatiei bipatrate x* — 2x2 — 3 = 0 sunt /3, —~/3, 7 si —i.

2) Sa rezolvam ecuatia bipatratd x* + 6x> + 25 = 0.

Solutie. Notand y = x* obtinem ecuatia y* + 6y + 25 = 0 cu solutiile y, = -3 + 4i, y, = — 3 — 4i. Pentru a rezolva
ecuatia binoma x? — (-3 + 4i) = 0 cautam pe x sub formax=u +ivcu u, ve€ R. Din (u + iv)* = -3 + 4i rezulta

2 2
u —v =-3 . . . . .
{ . Se obtin solutiile u, = 1, v, =2 siu, =1 siv,=-2deunde x, = 1 + 2i, x,

2uv =4

= -1 -2i. Analog se

aratd cd ecuatia binoma x* — (3 + 4i) = 0 are solutiile x, = 1 — 2i si x, = -1 + 2i.
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Ecuatii reciproce

Ecuatiile algebrice de forma

(13)ax* +bx>* +bx +a=0

(14) ax* + bx* + ex?> + bx +a =10

(15 ax> +bx*+cex* +ex> +bx +a =0,
unde a, b, c € C, a # 0 se numesc ecuatii reciproce respectiv
de gradul al 3-lea, al 4-lea si al 5-lea.

O ecuatie algebrica de grad n, L

(16)ax"+a x"'+..+ax+a,=0, €Ci=0,n.

se numeste ecuatie reciprocd daca a,, = a, pentru i =0,n (adica
coeficientii egali departati de extreme sunt egali).

Ecuatia reciproca de gradul I este ax + @ = 0 cu a # 0, iar
cea de gradul al II-lea este de forma ax> + bx + a =0, a # 0 si
determinarea solutiilor acestora nu ridicad probleme.

O verificare directa arata ca ecuatiile reciproce de grad impar
admit solutia o = —1. Impartind polinoamele aX® + bX? + bX + a
si aX° + bX* + cX® + ¢X* + bX + a prin X + 1, de exemplu,
folosind schema lui Horner

a b b a|
a b-—a a 0] -1

a b c c b
a b-a c-b+a b—-a a

a
0| -1

se obtin caturile aX? + (b — a)X + a, respectiv aX* + (b — a)X* +
+(c-b+a)X*+(b-a)X+a.

Rezulta ca ecuatiile reciproce (13) si (15) pot fi scrise

(13 (x+ )ax®>+ (b —-ax+a)=0

(15N (x+ Dax*+(b—a)*+(c-b+a)*>+(b—-ax+a)=0.

Asadar rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul al Ill-lea
revine la a rezolva urmatoarea ecuatie de gradul al II-lea

(13") ax* + (b — a)x + a = 0 iar rezolvarea ecuatiei reciproce
de gradul al V-lea revine la rezolvarea urmatoarei ecuatii
reciproce de gradul al IV-lea

(A5 ax*+(b-a)+(c-b+ax*+b-ax+a=0,

Ramane sa clarificdim cum se determind solutiile ecuatiei
reciproce de gradul al IV-lea.

(14) ax* + bx* + ex> + bx +a =0

Cum a # 0, rezulta ca solutiile ecuatiei (14) sunt diferite de
zero. Putem deci sa impartim termenii ecuatiei (14) prin x si se
obtine

(14" a(x2 +%)+b(x+l)+c=0.

X X
Notam cu y=x+% si se observa ci x° +x—12:y2 -2.

Ecuatia (13") se mai scrie

(16) ay* + by + ¢ — 2a = 0.

Daca y, si y, sunt solutiile ecuatiei (16) atunci solutiile ecuatiei
(14) sunt solutiile x, x, ale ecuatiei x* — y x + 1 = 0 si solutiile
x,, x, ale ecuatiei x* — yx + 1 = 0.
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28) Fie ecuatia reciproca

233 +3x2+3x+2=0.

a) Verificati ca x, = —1 este solutie a
ecuatiei date.

b) Ardtati ca 2x* + 3x2 + 3x + 2 =
=(x+ D2x* +x +2).

¢) Rezolvati in C ecuatia 2x* + x + 2 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia reciprocad data.

29) Fie ecuatia reciproca

23 +5x2+5x+2=0

a) Verificati ca x, = —1 este solutie a
ecuatiei date.

b) Ardtati ca 2x* + S5x2 + 5x + 2 =
=(x+ 1)2x* + 3x + 2)

¢) Rezolvati in C ecuatia 2x* + 3x +2 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia reciproca data.

30) Fie ecuatia reciproca
X*+33-2x2+3x+1=0
a) Impartiti ecuatia datd la x*(x # 0) si
verificati daca ati obtinut ecuatia urmatoare.
(x2+ L )+3(x+ 1)—2:0

X2 X

b) Notand x+ % =y, calculati X+ iz
X

¢) Rezolvati in C ecuatia y* + 3y — 4 = 0.

d) Rezolvati in C ecuatia x> —x + 1 = 0.

e) Rezolvati in C ecuatia x> + 4x + 1 = 0.

f) Rezolvati in C ecuatia reciproca data.

31) Sa se rezolve urmatoarele ecuatii
reciproce:
aA)x*+xX-42+x+1=0.

b) x5+ 2x* +3x* + 3x2 + 2x + 1 = 0.
)23 + 7+ Tx+2=0.

2 -1+ —(1+ix+2=0.
)2t + ¥+ +x+2=0.

Indicatie: a), e). Impartiti ecuatia la

x*(x#0) si faceti substitutia x+ % =y.

b), ), d). Verificati ca x, =—1 este solutie
a ecuatiei date si dupa ce dati factor
comun pe x + 1, obtineti o ecuatie
reciprocd de grad par.
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Exercitii rezolvate.

1) Rezolvati ecuatia 3x* + x> + x + 3 = 0.

Solutie. Se observa cd ecuatia este o ecuatie reciproca de gradul al Ill-lea. Admite deci solutia x, = —1 si
poate fi scrisa sub forma: (x + 1)(3x> — 2x + 3

Solutiile ecuatiei 3x* — 2x + 3 = 0 sunt H%—*/_l si 1= 2\/51
1,x2 1+2fz i x _1—%@.

Deci, solutiile ecuatiei date sunt: x, = S

2) Rezolvati ecuatia reciproca 2x* + x* + x> + x + 2 = 0.

1 1

x

Solutie. impartind prin x> putem scrie 2(x +—= )+x+ +1=0 si notand cu y= x+l, avem

2y* +y — 3 = 0. Solutiile ecuatiei 2y + y -3 =0sunty =1si y,= —%. Solutiile ecuatiei date sunt solutiile

ecuatiei x +%=1 si ale ecuatiei x +%= —% . Aceste ecuatii se mai scriu x> —x + 1 =0si 2x> + 3x + 2 = 0.

1+if3  _1=i3 B3+ 3-iT
2 hTT oy NI T N T T
3) Rezolvati ecuatia reciproca x° + 2x* + 3x> + 3x> + 2x + 1 = 0.

Solutie. Ecuatia datd admite solutia x = —1 si atunci ecuatia poate fi scrisa astfel:
E+FDEF+P+22+x+1)=0

Obtinem solutiile x, =

Ecuatia x* + x3 + 2x + x + 1 = 0 este reciprocd de gradul al IV-lea. Impartind cu »? si notand cu y = x+ % ,

se obtine y* + y = 0, de unde y, = 0 si y, = —1. Ecuatia x +% =0 are solutiile i si —, iar ecuatia x +%: —1 are

solutiile _1+2i\/§ si _1_2i\/§ . Asadar -1, i, —i, _1+2i\/§ si _1_2i\/§ sunt solutiile ecuatiei date.
PHELAE @ 1. Determinati radicinile patrate ale | b) x* —2ix—~/3=0;
= < . . . . .
—= urmatoarelor numere complexe: i, 1 + i, )(l+ix*-5+ix+6+4i=0.
ﬁ -3 +4i, % @ 9. Rezolvati in C ecuatiile:
pRoME a) X+ x> +x+1=0;

@ 2. Determinati rddacinile cubice ale

6 + P 3 _ =0
urmatoarelor numere complexe: —i, 1 + i, 2 — 114, B)x*+ Qi =)= 1-i=0;

Q)i+ (1—ip—1=0.

42(=1+1). ' '
. L e @ 10. Rezolvati in C ecuatia:

@ 3. Calculati (2 + i)* si determinati radacinile N N

cubice ale lui 2 + 11i. (;C;i) +(;;i) +(§+ )+1_0

@ 4. Determinati radéacinile de ordinul al 4-lea

ale numarului complex 3 + 4i. @ 11. Rezolvati in C ecuatiile:

a)x*—x*-6=0;
@ 5.Fie z=—/5-i/15. Calculati z* si ridicinile b)) ¥+ +3i=0:

patrate ale lui z. )xt— (3 +5)x?-4+3i=0.
@ 6. Calculati |7| si argz pentru fiecare dintre @ 12. Rezolvati in C ecuatiile:
numerele complexe z cu proprietatea z° + 1 = 0. a) x* —a(a + b)x* + a*b = 0;
_ 2 2\,2 4 4
Determinati valorile lui cos% si cos%ﬂ b)# -2+ +at + b =0undeg, be R
@ 7. Determinati numerele complexe z cu proprie- @8 13. Discutati natura solutiilor ecuatiilor urma-
. ’ toare, in functie de parametrul m € R.
fatea z° =2 a) ¥ — 2(m + Dx* + 2m + 5 = 0;
@ 8. Rezolvati in C ecuatiile: b) (m — Dx* — mx* + m = 0.

a) x>+ B3 +2ix+5+i=0;
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@ 14. Rezolvati in C ecuatiile:

a)x® —9x* +8=0;

b)x* — (1 +i)x*+i=0.

@ 15. Rezolvati in C ecuatiile reciproce
a) 2+ 7+ Tx + 2 =0;

b)2x* — (1 +ix>— (1 +i)x+2=0.

@ 16. Rezolvati in C ecuatiile reciproce
aA)x*+ X -4 +x+1=0;

b) 20x° — 81x* + 62x° + 62x* — 81x + 20 = 0.
@ 17. Daca o ecuatie reciproca admite pe 1 ca
solutie, atunci aceasta este multipla.

@ 18. Daca x este o solutie a unei ecuatii reci-
| . .
proce, atunci si - este solutie a acesteia.

@ 19. Demonstrati ca orice ecuatie reciproca de
grad impar admite pe —1 ca solutie.

@ 20. Rezolvati in C ecuatia x* + 5x* — 36 = 0.

@ 21. Rezolvati in C ecuatia
x+2)x+3)(x+4)=02x+ DBx+ )(4x + 1).

@ 22. Rezolvati in C ecuatia
@-x+DHX?2-x+2)-2=0.

@ 23. Rezolvati in C ecuatia

@ =-5x+3P+4(x*-5x+3)+3=0.
@ 24. Aratati cd ecuatia

x2=2(a+ b+ ¢c)x + 3(ab + bc + ca) = 0, are toate
solutiile reale.

Indicatie. A= %[(a —b)’+(b-c)+(c— a)zj =>0.

@ 25. Precizati natura solutiilor ecuatiei bipatrate
x*=2(m+ 1)x* + 2m + 5 =0 in functie de parametrul
me R.

@ 26. Fie polinomul f€ Q[X],

f=x*+x - 29x> + ax + b. Determinati a, b € Q
astfel ca x, =3+ V2 si fie radicind a polinomului f
si determinati solutiile ecuatiei f{x) = 0 pentru valorile
lui @, b obtinute.

Teste de evaluare

Testul 1

1. Se considerd ecuatiile x* +ax* +bx+2=0

si x*=3x+2m=0, a,b,meR.

(2p) a) Rezolvati ecuatiile in cazul a = -1, b = 2 si
m=—1.

(2p) b) Determinati a, b si m astfel incat ecuatiile sa
admitd o solutie dubla comuna.

(2p) 2. Pentru ce valori ale Iui neN polinomul
=X+ X))+ X"+ X" este
X’ -X+1?

divizibil cu

(1p) 3. Determinati numarul de solutii reale ale
ecuatiei
X +@-2)x—Qa+D)x* +2-a)x+2a=0,acR

(2p) 4. Stiind ca x;,x,,x; sunt solutiile ecuatiei

f(x)=x>+ax* +b=0, calculati valoarea

Sy +x3) +f(x3 +x) +f(x1 +X,)
x| X, X, '

expresiei E =

(p) 5. Rezolvati si discutati in raport cu parametru

real m ecuatia: (x* +1)(x —1)* = mx”.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.

Testul 2
1. Se considerd ecuatia (14 Ipe’ —(m” + Sm—5)x" +
+ (M +5m—=5x-m—-1=0, meR, m=-1.

(I1p) a) Ardtati cd Vm = —1, solutiile ecuatiei sunt in
progresie geometrica.

(2p) b) Notand cu x, solutia care nu depinde de m,
determinati m astfel incat x,,x,,x; sa fie termeni
succesivi ai unei progresii aritmetice.

(2p) c) Pentru m = 2, rezolvati ecuatia.

(1p)  2.Fie x,x,,x, solutiile ecuatiei x* — x> —2x +4=0.
Determinati un polinom f € Z[X] de grad minim
care are ca radacind numarul x’+x,’ + x,”

(1p) 3. Determinati a,b € R astfel incat restul impar-
tirii polinomului f=X*+ X7+ X+ X+ X la
X? -1 si fie aX +b.

(Ip) 4. Fie feQ[X] avand radicina /2. Aritati
ca (X°-2)f.

(1p) 5. Rezolvati si discutati in raport cu para-

x+1)° +(x -1y
metrul m ecuatia: m=m,m€“{

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: I ord.

119



Test grila
Pentru fiecare dintre exercitiile urmdtoare, incercuiti varianta corectd de rdspuns.

Se considera polinoamele f = X°+ X° +1, cu radacinile x,...,x, € C si g= X"+ X +1, cu radicinile y, si y,.
1. Catul impartirii polinomului f la polinomul g este:

a) X*'-X’+2X-2; b) X'+ X°-2X-2;

o) X'-X-2x-2; d) X'+ X’ +2x-2.

2. Restul impartirii polinomului f la polinomul g este:
a) 1; b) X+ 1; c) 3; d)y X +2.

3. Suma f(y)+ f(y,) este:
a) 2; b) -2; c) —4; d) 6.

4. Suma g(x,)+...+ g(x,) este:

a) —0; b) 6; c) 0; d) 2.
5. Numarul de radicini reale ale polinomului f este:
a) 0; b) 2; c) 4; d) 6.
é )

Parcurgind ,,Elemente de algebra” ati dobandit urmitoarele competente specifice?

1. Identificarea proprietdtilor operatiilor cu care este inzestratd o multime

2. Evidentierea asemdndrilor si a deosebirilor dintre proprietdtile unor operatii definite
pe multimi diferite si dintre calculul polinomial si cel cu numere

3.1. Determinarea si verificarea proprietdtilor structurilor algebrice, inclusiv verificarea
faptului cd o functie datd este morfism sau izomorfism

3.2. Folosirea descompunerii in factori a polinoamelor, in probleme de divizibilitate si in
rezolvdri de ecuatii

4. Utilizarea proprietdtilor operatiilor in calcule specifice unei structuri algebrice

5.1. Utilizarea structurilor algebrice in rezolvarea unor probleme de aritmeticd

5.2. Determinarea unor polinoame, functii polinomiale sau ecuatii algebrice care verificd
conditii date

6.1. Transferarea, intre structuri izomorfe, a datelor initiale si a rezultatelor, pe baza
proprietdtilor operatiilor

6.2. Modelarea unor situatii practice, utilizind notiunea de polinom sau de ecuatie algebricd

G /
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Elemente de analiza matematica

Primitive

Matematica intre fizica si filozofie

Isaac Newton Gottfried-Wilhelm
(matematician si fizician Leibniz (matematician si
englez, 1642-1727) filozof german, 1646-1716)

»Consider cd obiectele matematice nu sunt for- y» .. m-am multumit sd explic infinitul prin
mate din particule infinitezimale, ci determinate de incomparabil, adicd sd presupun cantitdti care sunt
o miscare continud, liniile sunt rezultate prin miscarea incomparabil mai mari sau mai mici decdt ale
continud a punctelor, iar suprafetele sunt date de noastre “.
miscarea continud a liniilor. ** ,,Se poate spune cd infinitul si infinitul mic sunt

., Existd o limitd pe care viteza poate s-o atingd atdt de puternic fundamentate, incdt rezultatele din
la capdtul miscdrii, dar pe care nu o poate depdsi. geometrie sau din naturd se comportd ca si cum ar
Tot astfel, poate fi determinatd valoarea limitei fi realitdti perfecte ... toate fiind supuse puterii
cantitdtilor si rapoartelor care incep sau inceteazd ratiunii. Fdrd ratiune nu ar exista nici stiintd, nici
si, deoarece aceastd limitd este certd, problema de lege, ceea ce ar contrazice natura principiului

I3

suprem .

‘

a o determina este strict geometricd. *

Probleme care conduc la notiunea de integrala

Calculul diferential (cu derivate si integrale) a fost descoperit de Newton studiind miscarea corpurilor si, in
aceeasi perioadd, de Leibniz, studiind geometria. Unele dintre notatiile introduse de Leibniz sunt folosite si astazi.

Cand un mobil se misca cu o vitezd variabila v(¢), Aria suprafetei dintre y 4
spatiul AS parcurs in fiecare interval mic de timp Af graficul unei functii con-
depinde de viteza pe care a avut-o mobilul n acest tinue, pozitive si axa Ox
interval (AS = v(¢) - At). Presupunem ca in intervalul se obtine, in mod aproxi-
foarte mic de timp A¢ mobilul a avut viteza relativ mativ, ,,Insumand ariile
constantd v(¢). Pentru a gasi distanta totald parcursa dreptunghiurilor infini-
de mobil trebuie sd ,,adunam® toate distantele tezimale aflate intre (O x>
parcurse cu viteze diferite in intervalele oricat de graficul functiei si axa Ox.
mici (infinitezimale), At. Prin figuri si marimi ,,infinitezimale* vom intelege,
4 Remarcati diferenta dintre ideea lui Newton despre in mod vag, figuri si marimi care sunt ,foarte mici®.
linii si conceptia ca ele sunt multimi de puncte. ¢ Observati cd, pentru Leibniz, notiunea de infinit
¢ Dati exemple de ,cantitati“ sau ,rapoarte” care este o ,realitate perfecta™ datoritd consecintelor sale.
pot fi supuse unui proces de trecere la limita. 4 Ce credeti ca intelege Leibniz prin principiul suprem?
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numarul laturilor pana la poligoane cu 96 de laturi.

Arhimede a elaborat metode care au stat, doua milenii mai tarziu, la baza calculului
integral. Pentru a calcula aria cercului, Arhimede a folosit poligoane regulate
inscrise si circumscrise cercului, incepand cu hexagonul regulat si dubland

Arhimede, invdtat grec
(287-2121.e.n.)

Sa observam ca triunghiurile avand ca baza o latura
a poligonului circumscris si varful in centrul cercului
au naltimea egald cu raza. Perimetrul poligonului
circumscris este aproximativ egal cu circumferinta.
Rezulta ca aria cercului, aproximatd de aria poligo-
nului circumscris, este egala cu aria unui triunghi cu
baza cat circumferinta si inaltimea cat raza.

2nrer
2

Aproximarea unei figuri geometrice curbe cu patrate si, mai general, cu poligoane, se numeste cuadraturd.

Instrumentul matematic care ne va ajuta sa ,,adunam® marimi infinitezimale este cel de integrald. Vom

dezvolta teoria integralei pentru a calcula ariile unor suprafete (plane) curbilinii, lungimile unor curbe, dar si
pentru a modela, studia si rezolva probleme din fizica, tehnicd, economie etc.

unui patrat. In mod intuitiv, aria unei suprafete este numarul

Pentru a masura o suprafatd, o vom compara cu suprafata

care aratd cite patrate sau fractiuni de patrat cu latura unitate
Hincap® In toatd aceastd suprafata.

/

N

/

a-b:
.......... N b a-b
u u2 '
N ~ ~
le—> k4 7 rd
u a a

.................

’
LN
rd

cunoscutad. Dintr-o figurd geometricd marginitad de linii curbe,
prin decupare nu rezultd numai un numar finit de poligoane.

calcula aceasta arie,

S
rd

a

b

v

Pentru stabilirea ariei unei suprafete vom incerca sa o descom-
punem, sau sd o aproximam, cu alte figuri (poligoane) de arie

Ne propunem sa calculam aria
unei suprafete marginitd de axa Ox
si graficul unei functii continue
pozitive f : [a, b] &> R. Pentru a

notata

b
_[a f(®) dt, vom dezvolta un instru-
ment matematic numit integrald.
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Cum calculam arii de poligoane ?
Tema de sinteza

1) Care este numarul maxim de patrate
cu latura 1 care se pot decupa dintr-un
patrat cu latura 2 ?

Decupati si rearan-
jati bucatile unui patrat
cu latura 2,5 pentru ca

sd compuneti

multe patratele unitate.
Cate puteti obtine?

cat mai

.................

2) Taiati un trapez dreptunghic in doua
buciti din care sa alcatuiti un dreptunghi.
Gasiti mai multe metode pentru acest

decupaj.

3) Calculati aria AABC cu laturile
a=3,b=4si..

i) m(C)=90°
iiiyc=5

i) m(C)=120°
iv)c=6

Indicatie. Se pot folosi formulele:

bsinC
§ =5 =\p(p-a)Xp-b)Xp-c).,
a+b+c
unde p=————.

2




Putem forma din dreptun- Y4
ghiuri suprafata S’ ca in figurile

alaturate: intervalul [a, b] se
imparte 1n intervale mici, iar pe
fiecare astfel de interval se

construieste un dreptunghi
care are ca indltime o valoare
oarecare a functiei f°, luata pe
acest interval. Daca intervalele

in care s-a impartit [a, b] sunt
toate destul de mici, atunci S’
aproximeaza bine suprafata
cautata S. 0

1 . L 1 S
Cd
a b X
In cele ce urmeaza vom preciza acest procedeu pentru a
obtine formule de calcul.

Consideram o functie pozitiva si continua f:[a, b]—>R.

—a n
, avand

Impartim [a, b] in n intervale egale de lungime

b-a
capetele: a =a,a =a+ -
0 1 n

¥

1 1 N
1 T T 1 >
a=a a, a a=b

Construim dreptunghiurile
avand ca baze intervalele
[a., a] siindltimi f(a),k=1,n.

0o aa a..4.,0..h X
Aria suprafetei ocupatd de toate aceste dreptunghiuri este:

b- b— - b— b—
S, =f(@)- n na:Zf[a—i-k na)' na
P

L. +1(@a,)
Snzif[a+kb;a)-b;a

Daca /' nu este pozitivd, suma
adund ariile dreptunghiurilor
din semiplanul pozitiv si scade
ariile dreptunghiurilor din semi-
planul negativ (valoarea

f [a+ k%) este negativa pe

intervalele pe care f este negativa).

Acum putem enunta, dar fard a face si demonstratia,
urmatoarea ...

Teorema. Daca functia f :[a, b)] >R este continua, atunci

: b-a) b-
sirul [Sn = Z f (a +k aj. aj converge la un numar,
k=1 nelN*

e

4) Calculati aria e
AABC in modurile
sugerate de urmatoa-
rele 3 reprezentari:

y/

Calculul ariilor unor suprafete prin
metoda cuadraturii.

5) Impartiti fiecare dintre intervalele
[0, 2], [-1, 3], [4, 99], [-8, —2] in cinci
intervale egale si calculati lungimea
acestor intervale si capetele lor.

6) Calculati aria acoperitd de toate
dreptunghiurile care au ca baza un inter-
val obtinut Impartind [-1, 5] in 4 intervale
egale si ca 1ndltime valoarea functiei 1n
capatul din dreapta intervalului pentru:
i) £:[-1,5]>R, f(x)=x
i) f:[-1,5] >R, f(x)=x"—x
iii) f:[-1,5]—> R, f(x) = In(x + 2)

7) Calculati

ﬁznh=nm§:(a+kb_“)b_“

n—e0 4= n n

daca intervalul [a, b] este:
Reprezentati in plan suprafata cuprinsa

intre graficul functiei ¢+ 2¢ si axa Ox
pe intervalul [a, b] in fiecare caz.

Indicatie. Zk = @ .
k=1

8) Calculati

2
x Lok ox
J' t dtzhrnZ — | =
0 n—e =\ n n
Reprezentati in plan suprafata cuprinsa
intre graficul functiei ¢+ ¢* si axa Ox

pe intervalul [0, 3].

’ ) ) Indicatie. Zk2 :w
notat J f(x)dx , pe care-1 vom citi integrala functiei f pe [a, b]. yt
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Metoda folosita de Arhimede ne conduce, conform teoremei
precedente, la un calcul dificil: limita unui sir de sume. Acest
calcul va fi evitat cu ajutorul derivatei. Rolul derivatei este
prezentat in urmatoarea teorema care va fi studiata in capitolele
urmatoare.

Teorema. Considerdam o functie continud f :[a, b] >R si
fie F:[a, b]—R, functia definitd prin F(x)= j f(t) dt, x€ [a, b].
Atunci F este derivabila si F' = f.

Vom explica aceastad teorema. 1 f
Consideram sirul (x,), > x, x(a, b]. \ ‘
F(x)—F(x,) este aria trapezului : [
curbiliniu format intre graficul functiei : %

/ si Ox pe intervalul [x , x]. Dacd : ,>_';

impartim aria trapezului la lungimea . = .

bazei, obtinem a |0 X, X b~
F(x)-F(x,) . . F(x)-F(x,) .,
x——xnxn:)-* f(x), adica f(x) :%ggT =F'(x).

n

Functia F a cérei derivata este functia f/ se va numi primitiva
functiei f. Studiul primitivelor este subiectul acestui capitol.

Aplicatie in fizica

N e

9) Fie functia f:[a, b] > R.
Calculati functia F :[a, b)] > R
definitd prin F(x)=[ f(t)dt siF' =,
in urmatoarele cazuria:
i)f:[0, 1] >R, f(x)=3
i)f:[-L1]->R,f(x)=x
iii) 2 [-1, 3] > R, f(x) = 2

10) Fie functia f:[a, b] > R.
Gasiti o functie F :[a, b] > R astfel
incat F' = f in urmatoarele cazuri:
i) f: [0, r] > R, f(x) = cosx
ii) f: [0, 1] &> R, f(x) = sinx
iii) /1 [1, 10] > R, f(x)zl
X
iv) f: [-10, -1] > R, f(x)z—l
X
v)f:[-10, 1] > R, f(x) = 2x
vi) £ [-10, 1] > R, £ (x) = x°
vii) f: [-10, 1] > R, f (x) = x + sinx

Un mobil pleaca la ora 0 si, in primele 2 secunde, se misca cu acceleratia constantd @ = 1m/s?. Viteza
mobilului la momentul 7 din intervalul [0, 2] este v(f) = at = ¢ (in m/s).

Sa construim cateva modele care descriu aproximativ miscarea mobilului si sd calculam distanta parcursa
cu ajutorul acestor modele. Impartim intervalul de timp [0, 2] in intervale tot mai mici. Considerdim ci, pe
aceste intervale mici, mobilul pastreaza viteza din primul moment al intervalului.

A é\v v - vA
2 N I
| — I . i
: : 1 — i _ i
L 2 il =ERRRis :
o~ 1 o of/ 11113 0 1 21 0 27
2 2 2n—1 k 1 2 1 JZ‘
PP OSSO PN n— 71— 00
St 1,01,21,31 ZV(—)-{ > v@odr=2
0-1+1-1 O~2+2-2+2.2+2-2 paurd non 0 4 4
T ' 4]
S 4 ANk 54
3
2
1 . 1
: 1
E 2 :
0 1 27 0 0 0 2%

In cadrul fiecarui model, sumele reprezinta distanta parcursi in 2 secunde si, totodata, aria de sub grafice.
Graficele din randul al doilea reprezinta distanta parcursd de mobil pana la momentul x € [0, 2], adica

2
o . x x X o y . o .
primitiva functiei v, F(x) = IO v(t) dt = IO tdt= 5 Se verifica usor ca functia F are ca derivata functia v.
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Newton sau Leibniz nu au demonstrat importantele teoreme pe care le-au descoperit. Ei s-au multumit sa

constate ca aceste teoreme se pot aplica in natura sau in geometrie. Au trecut circa 150 de ani pentru ca

matematicianul Cauchy sa demonstreze teoremele fundamentale ale analizei matematice.

Demonstratia unei propozitii matematice trebuie sa contind rationamentele care ne conduc, pas cu pas, la

convingerea cd propozitia este adevarata. Acest drum este deschis acelor persoane care stipanesc notiunile,

care se indoiesc de fiecare afirmatie si au nevoie de certitudini. Daca nu ai inteles o demonstratie, trebuie sa

mai zabovesti asupra ei, sd verifici din nou fiecare etapa, sa cauti exemplele simple in care se aplica. Vei

intelege numai dupa ce te vei fi familiarizat cu conceptele importante. Cel mai important este insd sa poti

folosi ce ai invatat in rezolvarea de exercitii si, mai tarziu, in aplicatii practice.

prifiar @ 1. Care este cel mai mare numar de
:__-—_-..':‘

=  patrate cu latura 1 care se poate obtine
dacd se decupeaza si se rearanjeaza
p 2o PSE bucatile unui patrat cu latura 3,5 ? Ce
proportie dintr-un patrat unitar rimane?
@ 2. a) Taiati un triunghi dreptunghic cu laturile

3, 4, 5 in doua bucdti din care sa formati un
dreptunghi si calculati aria dreptunghiului. in cate
moduri puteti face acest decupaj ?

b) Taiati un triunghi cu baza 6 si néltimea 4 1n bucati
din care alcatuiti un dreptunghi. Calculati aria
dreptunghiului, egala cu aria triunghijlui.

@ 3. Calculati aria AABC cu
laturile a, b, ¢ daca se cunosc
latura a si unghiurile B si C.
Indicatie. Fie h iniltimea
din A. Avem htgB + htgC = a. c

@ 4. Calculati aria AABC 1n modurile sugerate de
reprezentarile urmatoare, daca:

i) A(1, 1), B(-2, 3), C4, -2) b
11) A(Oa O)a B(_29 3)5 C(2a _3) C'
111) A(_la _1), B(27 _1)9 C(_L 2) a!
1 1 1 b
1 1 —da c—a
S==la b c|==
1 LS 20 2‘b'—a' d—d
a b ¢ a b c

@ 5. Calculati aria suprafetei pentagonului ABCDE
in modurile sugerate in reprezentarile urmatoare, daca:
i) A(0, 0), B(1, 2), C(4, 4), D(6, 1), E(3, 0) ;
ii) 4(0, 0), B(1, 1), C(4, 3), D(6, 1), E(3, 0) .

Propuneti 4 A
alte moduri C C
de mpartire B B -
a pentago- .. DD L »>D
nului. A By < AL R
E - E -
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@ 6. Calculati diferenta dintre ariile poligoanelor
regulate cu n laturi, circumscrise si Inscrise cercului
de raza 1, pentru n € {3, 4, 6, 12}.

@ 7. Fie functia f :[a, b)] > R crescatoare. Atunci

an;f[aﬂk—l)b—a).b;a <kzn;f(a+kb—a)_b—a

n n n
Formulati un enunt asemanator pentru o functie

descrescatoare. A
0 4
LN b-—a) b—a
@ 8. Calculati ;f(cwk ¢ ) G pentru:
i) f:[-1L5]->R, f(x)=x;
ii) /-1, 5]>R, f(x)=-x;
i) f:[-1, 5] >R, f(x) = x";
iv) f:[-1,5]->R, f(x)=2"
V) [FL SR, f(0) =
@@ 9. Calculati th3dt:£i£2kzn;(a+kb;a)3.b;a.

n(n+1) :

( 2 ) '

@8 10. Fie functia 1: [-3, 0] > R, £ (x) = x*— x. De-
terminati functia F(x)= J_); f(¢) dt si derivata F''.
@8 11. Fie functia f :[a, b]— R. Gasiti o functie
F:[a, b] >R astfel incat F' =f in urmatoarele cazuri:
)f:[-10,1] > R f(x)=x"3x+2;

i)/ [-10, 1] > R, f(x)=¢";

iii) /: [-10, 1] > R, f(x) =

Indicatie. Zn:k3 =

k=1

cos’ x




Primitive si integrala nedefinita a unei functii. Primitive uzuale

Tema de sinteza

A ME I. Reguli de derivare (fara precizarea conditiilor in care au loc).
¢ (fg)y=f'+¢
aritay ¢ AN =R-f,heR
sy =regtf g
. (1) _fe-f-¢
2
g g
¢ (gof)=(g NS
1y 1
¢ () =7+
flof
1. Tabelul derivatelor functiilor elementare
] D, 7 D,
¢ (constantd) R 0 R
X', n € N* R n-x"! R
x*, o € R* (0, +o0) o - oxx! (0, +o0)
1
Vx [0, +e0) e (0, +<0)
a,a>0,a#1 R a*Ina R
1
Inx (0,0) - (0,0)
X
log,x,a>0,a=#1 (0,0) ! (0,0)
x-lna
sinx R cosx R
cosx R —sinx R
T 1 T
tgx IR\{(ZkH)—keZ} - R\{(2k+1)—|keZ}
2 cos” x 2
ctgx R\ {kr | ke Z} - .12 R\ {kr | ke Z}
sin” x
. 1
arcsinx -1, 1] -1, 1)
1-x?
-1
arccosx -1, 1] -1, 1)
1-x?
arct R ! R
X
g x?+1
arcct R ! R
X _
g x?+1
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Definitie. Fie / — R un interval si functiile f:/ >R,
F :I —>R. Functia F' se numeste primitivd a lui f daca:

(1) F este derivabila; QF'x)=fx),Vxe L

Spunem ca o functie f admite primitive pe intervalul I daca
existd o primitiva a functiei /.

Aceleasi notiuni se definesc si pentru functiile f:/ >4, 4 c R.

L FEMmpLE

1) Fie functia f: R— R, f(x) =x'. Functia F: R > R,
F(x)= %8 este o primitiva a functiei /', deoarece F este
derivabilad si F' = f.

2) Fie functia f:R —>IR>+k , f (x) = 2. Functia F : R > R,

2X
Fx)= In2

3) Functia derivabila f: / —> R, este o primitiva a lui f'.

+17 este o primitiva a functiei f .

Teorema. Fie / un interval si functia f: / — R care admite
primitive. Daca F, F : [ — R sunt doud primitive ale functiei f,
atunci exista ¢ € R astfel incat F' 1(x) = Fz(x) +te,Vxe L

Demonstratie. Fie F, F, primitive ale functiei /. Atunci Vx€

Fx)=/(x), Kx)=f(x), F(x)-Fx)=0, (Fx) - Fx) =0.
O functie cu derivata 0 pe un interval este constanta. Rezulta
cad c € R astfel incat Fl(x) - Fz(x) =c,Vxe€lnm

Consecinte. Fie functia f': / —> R, I interval.

1. Daca F :1— R este o primitiva a lui /', atunci orice alta
primitiva /" a functiei f este de forma F = F te unde ¢ € R.
Cu alte cuvinte, daca o functie admite primitiva, atunci admite
o infinitate de primitive si oricare doud primitive ale functiei f
difera printr-o constanta.

2. Daca f admite o primitiva, atunci oricare ar fi c € R si
a € 1, existd o primitiva Falui f cu F(a) = c.

Demonstram 2. Fieae I, ce Rsi Fol- R o primitiva a lui £
Functia F' = FO - Fo(a) + ¢ este o primitiva a lui fcu F(a)=c. m

Observatie. In teorema anterioard, este important faptul ca
domeniul de definitie este interval.

E¥EMPLY Rie D = [0, 1] U [2, 3] si functiile £ (x) = x,
2
: T xelo.]

F,(x) :% si Fi(x)= definite pe D.

2
%+ 1, xe[2,3]
Avem Fyj=F'= f . Dar F nu se poate scrie sub forma
F = FO + ¢, ¢ € R; pe fiecare dintre intervalele [0, 1] si [2, 3]
avem constante diferite: F1 = F0 pe [0, 1] si F1 = F0 + 1 pe [2, 3].
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Putem determina primitive?

1) Determinati cate o primitiva pentru
urmatoarele functii definite pe R :
[0 =3x"; [0 =3x" =2 ;

£ =48 +3x =TT fi@)=sine 1

2) Determinati cate trei primitive pentru
fiecare din urmatoarele functii:
a)f: R—> R, f(x) = sinx ;
b)f:R—> R, f(x)=cosx;

Of: (0. 0) >R, ()= ;

d)/: (o0, 0) > R, f(0)=7 ;

e)fi[o,g)—ﬂR,f(x): 12 :

COoS X

1
1+ x?
hyf:(-1,1) >R, f(x)=

b

g f:R->R, f(x)=

1

JI=x? .

3) Determinati primitiva F' a functiei
f(x) = cosx + sinx, cu F(0) = 1.

Indicatie.

Primitivele functiei f sunt de forma
F(x) = sinx — cosx + ¢, unde ¢ este o
constantd (deoarece F'(x) =f(x), V x € R).
Din conditia F(0) = 1 se determina c.

4) Determinati primitiva /" a functiei

f (x) = —cosx + sinx, cu F(0) = 0.

5) Determinati functia F, daca

T
2

Indicatie. Se cere sa alegem dintre
primitivele functiei f(x)=e"""cosx,

primitiva care are valoarea e + 3 pentru

F'(x) = "™ cosx si F( ):e+3.

ng. Deoarece derivata lui sinx este
cosx si primitiva lui €' este tot €', rezulta
ca primitivele lui f sunt de forma

F(x) =™ + ¢, c € R. Intr-adevir,
(M) =™ - (sinx) =™ cosx .

o -



Definitie.

Fie un interval [ si o functie f: / — R care admite primitive.
Multimea tuturor primitivelor functiei f'se noteaza prin j f(x)dx
si se numeste integrala nedefinitd a functiei f.

Deci j f(x)dx={F:I— R|F este primitiva a functiei 1 }.

De notat ca integrala nedefinitd a unei functii /' este o multime
de functii, nu o functie sau un numar.

Observatii.

¢ Exista functii care nu admit primitive.
0, x#0
1, x=0"

¢ Putem nota argumentul functiei fcu ¢, s, u

De exemplu f: R —> R, f(x):{

... Integrala
nedefinita se noteaza atunci j f(@t)dt, j f(s)ds, j f(wdu...

Pentru a lucra cu integrale nedefinite, vom stabili cateva
reguli de calcul cu multimi de functii:

Definitie.

Fie .+, # doud multimi nevide de functii reale definite pe
intervalul 7 si A € R. Definim:

A+ B={f+g|fe .4 ge B},

f+ed={f}+.4unde f:]—> R,

Mt d={r+f|fe .4},

Md={\f|fe .4},

Aog={fog|fe.4},unde g:J—> Ieste o functie definita

pe intervalul J.

Notam WI = { ¢ :I— R| ¢ este functie constant pe / }.
Atunci cand intervalul / este subinteles, notam ¢ = WI

Observatii. 1. ¢+ ¢=¢ 2. \¢= €, pentru A # 0.

e

6) Verificai: a) [ 2*dx= 131_2 +¢.xeR

b) I% dx=Inx+%, x € (0, ).

7) Calculati urmatoarele integrale folo-
sind numai formulele de derivare, stiind
ca domeniul fiecarei functii este un interval:

a) Isinxdx b) Icosxdx
) jsinmxdx d) Icosmxdx
1 1
° jcosz xdx D J.sinzxdx

g) je-* dx h) je-x dx

8) Cu ajutorul definitiei determinati
urmatoarele integrale nedefinite:

a) [(ax+b)" dv,b,xe R, ae R* ne N¥;
1
b)j

xX+a

dx,x>-a,a€ R;

1 1.
c) I2x—1 dx, x>

d) j\3/4x2 dx, xeR;
1
e) J‘ﬁdx, x>-1;

g) jsin2x dx, xeR;
h) Iez" dx, xeR.

9) Determinati primitiva functiei
f(x) = x%, al carei grafic contine punctul
M2, 3).

Teorema.
Daca functia f': / - R admite o primitiva F, atunci

If(x) dx = F +¢ . Egalitatea se mai scrie J.f(x)dx =F(x)+7¢.

Demonstratie.
[f(x)dx={G:1— R|G primitivé a functiei / } =
={F+c|lce Ry =F+ {¢:1—> R|¢constanti} = F+%. m
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3
Indicatie. F(x)= %+ c este 0
primitiva pentru f (avem F'(x) = f (x)).
Determinam c astfel incat F(2) = 3.

10) Determinati a, b € R astfel incat
functia F(x) = e "(acosdx + bsindx) sa fie
o primitiva a functiei /' (x) = e “cos4x.




eremret 1) Caleulim Icos xdx . O functie F derivabila cu F'(x) = cosx
) este functia F(x) = sinx, deci Icosxdx =sinx+ €.
2
_X Z
2) [xdx= S+¢.xeR

3) Daca f: I — R este derivabila, [ f'(x) dx=f(x)+% .

Sa stabilim cateva reguli de calcul cu integrale nedefinite.

Teorema.
Daca f, g : I > R admit primitive si A € R, A # 0, atunci
functiile f + g si Af admit primitive si, in plus, au loc relatiile:

(D) [f)dx = [ f(x)de+¢
@) [(f () +g()dr = [ £ (x)dx + [ g(x)dx
3) jxf(x)dx = xj F(x)dx .

Demonstratie.

Fie F, G : I > R primitive ale functiei f* respectiv g. Atunci:
F + G este derivabilape I si (F+G) =F'+G'=f+g,
deci '+ g admite primitive pe /, iar /' + G este o primitiva a sa.
[(f)+g()dy=F+G+€ = f(x)dv+[g(x)dx.

AF este derivabila, (AF) =AF'= f; deci Af are primitiva AF.
[Mf ()dx =1F +€ =0F + 1€ =M(F +€) =] f(x)dx . m

LrEMPLE

)

pentru x € (—00, %) sau pentru X € (%, 00).

2
1) I(x+1)dx=fxdx+fdx=x7+x+(€;xe|R.

P T |
2) Imdx—zj‘x_—l dx = 211’1

2

i
X 2‘+(

3) J‘(%—cosx)dx =I%dx—'l.cosxdx =lnx-sinx+%¢;x>0.

O multime foarte importantd de functii care admit primitive
este data Tn urmatoarea teorema a carei demonstratie va fi facuta
in capitolul urmator.

e

Indicatie.
F'(x) = e™[(4b — a)cosdx — (4a + b)sindx].
Deoarece F'(x) = f(x), V x € R, obtinem

F'(0)= f(0)
sistemul F'(%):f(%)’ cua=..,b=..

11) Fie functia f: R — R care admite
primitive si a € R*, b € R.

Aratati ca functia g(x) = f (ax + b),
x € R, admite primitive. In plus, dacid F
este o primitiva a functiei f, atunci

G(x)= lF(ax +b),x € R, este o primi-
a
tivd a functiei g.
12) Determinati urmatoarele integrale

nedefinite si precizati intervalele maxime
de definitie ale lor:

2) J‘(xz—x+%)dx; b) (e +2vx )dx
c) jzi;ldx;

x=3
o) [T

d) I(xz —sinx)dx ;

f) j(sin 2x —cos2x)dx

g) I(e“ —sin3x)dx

sinx 20
13)Fief:R—>R, f(x)=9 x ~’ .

1, x=0
Aratati ca f admite primitive.

14) Aratati ca functia f'(x) = x|, x€ R,

X

Teorema.
O functie continua pe un interval admite primitive pe acel interval
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admite primitive si gasiti o primitiva a sa.
x, x=0
Indicatie. x)=<:" .
tie. f(x) {_x, 0

Deoarece functia f este continua pe R,
rezultd ca admite primitive. Exista
X

=, x=0
F:R>R, F(x)={ 2 | ,ceR,
—%+c, x<0
—_—




Observatii.

¢ Teorema nu ne aratd si cum calculam primitivele unei
functii continue

¢ Toate functiile elementare (polinomiale, radicali, exponen-
tiale, logaritmi, trigonometrice) sunt continue pe orice interval
din domeniul lor de definitie si, ca urmare, admit primitive.

¢ Reciproca teoremei nu este adevarata. Existd functii care

admit primitive dar nu sunt continue.
A Proprietatea lui Darboux.

o Spunem ca functia f: I > R, [ interval, are
Amipr aq  proprietatea lui Darboux daci
»V[a, bl clsiV dintre f(a)sif(b),3I ce€ [a,blcuf(c)=d*
N
f(®)
Vd
f(@)

" S
T 7

a dc b

Cu alte cuvinte, o functie cu proprietatea lui Darboux trans-
forma orice subinterval din domeniu intr-un interval.

Teorema.
Derivata oricarei functii derivabile pe un interval are proprie-
tatea lui Darboux.

Teorema. Daca f: I —> R admite primitive pe intervalul 7,
atunci functia f are proprietatea lui Darboux pe /.

Consecinta. Fie f: / — R. Dacd imaginea functiei / pe un
subinterval J < I nu este interval, atunci f nu admite primitive pe /.

' Fie functia f: / > R,
Rf ,Ill * Daca f este 'contin'ué‘p‘e 1, atunci f ad'mite primit}ve pe L. .
2 * Daca f admite primitive pe /, atunci are proprietatea lui
Darboux pe 1.

* Daca f nu are proprietatea lui Darboux pe /, atunci f nu
admite primitive pe /.

* O functie cu puncte de disconti-nuitate de speta I nu
are primitive deoarece nu are proprietatea lui Darboux.

130

e

astfel Incat F'(x) = f(x). Se pune conditia
ca F sa fie continua. Obtinem ¢ = 0.
Deoarece F este derivabila si F'(x) = f(x),
rezultd ca F este o primitiva a lui /.

2x-1, x>1
x*, x<l

Aratati ca f admite primitive si gasiti
0 primitiva a sa.

15) Fief:R—> R, f(x):{

16) Demonstrati ca urmatoarele functii
admit primitive si gasiti primitivele lor:

x> -1, daca x<1

VIERER f(X)z{\/x—l dacix>1’

—l, daca x <-1

b)f:R>R, f(x)=1""x :

sin7x, daca x=—1

17) a) Aratati ca functia f: R > R,
f () = [x] nu admite primitive pe R.
b) Fie / un interval deschis. Demonstrati
caf:I— R, f(x)=[x], admite primitive
pe [ dacd si numai daca / nu contine nici
un numar intreg.

18) Fief: R > R,
x* +x+1, daca x<0

f(x):{z-* +1,

daci x>0

a) Studiati monotonia functiei 1 .
b) Determinati Imf .
¢) Aratati ca f nu admite primitive pe R.




Primitive uzuale; tabel de integrale nedefinite

Cu ajutorul tabelului derivatelor obtinem urmatoarea listd de integrale nedefinite importante; unele formule
de integrare rezulta direct din formulele de derivare, alte formule sunt deduse prin aplicarea unor metode de
integrare. Fiecare formula este adevarata pe orice interval din multimea pe care este definita atat functia f
de sub semnul integral, cat si primitiva sa F.

n+l a+l
L| [ydx=2—+%.ne N, xeR 2. | [x'dx="—+?, a%-1,xe(0,+)
n+l a+l
1 _ 4 * X _i 14 *
3. I;dx—ln|x|+% ,x€ R 4., Ia dx—lna+(, aecR;\{l}, xeR
1 1 xX—a 2 2 1 1 X
5. Iﬁdxzﬂln|x+a|+%’, az0,xeR, x*—a"#0| 6. Ix2+a2 dx=;arctg;+(6),a¢0,xelR
7. J‘\/i ln‘x+\/x ta’|+€ ,a#0, x’+a’>0| 8. I - 2dxzarcsin%#é’,a>0,az—x2>0
a —x
9, Isinxdxz—cosx+'6’,x€ R 10. Icosxdxzsinx+%’ , xeR
11. J‘tgxdx:—ln|cosx|+%’ xe[R\{%+kn|keZ} 12. Ictgxdx:1n|sinx|+%”, XEIR\{kTC|k€Z}
13. I s—dx =—ctgx +€, xelR\{kn|keZ} 14. I dx=tgx+¢, erR\{ +kn|keZ}
sin” x cos’ x

Formule facultative:

15. j\/x +d dx— N % ‘x+\/x +d ‘+§” a>0| 16. IVGZ—deXZ%C\Iaz—XZ+%‘mm§+%a>0.

Aceste formule se verificd folosind proprietatea ,, _[ f(x)dx=F(x)+€ < F'(x)= f(x) “

Observatie. Formulele 15 si 16 din tabel nu trebuie sd fie memorate. Trebuie doar sa stim de unde sa le
luam pentru a le putea folosi. Aceste formule vor fi deduse in capitolul urmator, ca aplicatie la metoda de
integrare prin parti.

Exercitii rezolvate — teme de sinteza

x+1, x<0
1) Reprezentati functia f': R > R, f(x)= { . Apoi aratati cd f admite primitive si determinati o
primitiva. Y
Solutie. Graficul lui f, redat in desenul alaturat, este format dintr-o semidreapta de //r\\
ecuatie y =x + 1 (x < 0) si din graficul de ecuatie y = e* ( x > 0). =e* 7—1 K
1i% fx)= 11{13 f(x)=1= £(0); atunci f este continua pe R, prin urmare are o primitivi ~— 71 10 X
2 X\’
x 5 <
~——+x, dacax e (-, 0] o G
F:R->R, F(x)=4 2 , c€ R, F'(x) =f(x). Impunem conditia ca 3

e" +c, dacad x €(0; )
F sa fie continua. Avem: 11;1(1) F(x)=0=F(0), 11{1(1) F(x)=c+1, deci 0 = ¢ + 1. Prin urmare,
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2
X <
F(x)=12 s €200 Verificam derivabilitatea ui pe R.
e’ —1, daca x € (0; )
Functia F' este derivabila pe R*. Cum F este continua pe R si li;réF '(x)= li%(x +1)=1,

li{réF 'x)= li{ré e =1 rezulta ca F este derivabilda in 0 si F'(0) =1 = f(0).

In concluzie, F este primitiva functiei f .

5 4 3 3
2) Calculati urmatoarele integrale: a) j(le“ —8x” +4x)dx = 10% —8% + 4% +¢=2x" -2x* +4% +%¢,x€ R.
2 2
b) [2=ar=3[Lar[xdx =3mn|x| -5 +@; x> 0saux <0,
by by 2
4
1 3
Yrde=[vde=2re=3Yx" +7 SR SO i S SN POV
¢) [¥xde=[xidx =217 4\/)7+( ,xe R. d) j4x2+9dx 2| —gdv=Zarctg S+, x e R
3 4
3)Fief: R - R, f(x) = (1 + x%) sgnx. Si aritim cd f nu admite primitive si ,
sd o reprezentim grafic. y=lx
Solutie. Graficul lui f, redat in desenul alaturat, este format din doud portiuni 217

de parabola, de ecuatii y=-1 —x*(x <0) si y=1+x* (x> 0), si dintr-un punct

0(0, 0). Multimea f (R) este proiectia graficului pe axa Oy. 1o
—I X
l+x*, x>0 e
f(x)=10, x=0; f(R)=(—0,—1)U(l, +0)U{0} nu este interval, T2
2 y=1-x?
—1-x", x<0
deci f nu admite primitive.
o . sinx, x<0 . o :
4) Determinati numarul a astfel incat functia f(x) ={ . 0’ x € R, sd admitd primitive. Apoi
x+a, x>

reprezentati grafic functia astfel obtinuta.

Solutie. Avem: li% f(x)=0; 11{% f(x)=a; f(0)=0. Daca a = 0, atunci f este continua pe R, deci admite

primitive. Dacd a # 0, atunci f are un punct de discontinuitate de speta I si, ca urmare, nu admite primitive.
Asadar solutia problemei este a = 0.

Graficul, redat in desenul aldturat, este format dintr-o portiune de sinusoida (y = sinx, x < 0) si din
semidreapta de ecuatie y = x (x > 0).

—_ 2
=
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preblisr @ 1. Reprezentati grafic functiile de inte- @ 6. Determinati urmatoarele integrale nedefinite:
—_— grat si calculati urmatoarele integrale: Nl |
ﬁ a)J. Jx = 33Yx +T dx,x>0;

X

) [(er 17 d b)j—xzdx,x>0;
propviE , 1 )
—e dxd _— >0; —x 5 b - da _151;
O [ —e") ,)13 = x>0i9) [E )J[sz l_szxxe( )
3
f)j dx x>4; g)j dx x<—=. 1 1 1.
2 C)Jm—zx_l_l dx,x< 5,

@ 2. Determinati urmatoarele integrale nedefinite:

dx
2x -1 :
) [Btdn x>0 b j(l - )dx, S N et e

3’
21 afy . in2x — cos 2x)’ dx ;
c) j(3 N2x 1)dx x>1; d)j 5x+6 ,x>3; e) I(sm X —cos2x) dx;
2x+1 l 4 2
; X a. V1-x -1
&[5 i ’ D J3gd0x>3: | g sz—)ildx,xe(—l,l);
x? . X 3.
9 [a gt b g 9 [ 23 g ot
(x=Dx+4)"7"" "7

dx,

. 1 1.1
i —dx,xe[——;—);
)j D == 55 1 3
1-sin’ x b h) I4 2_9dx,x>§.
1) j—dx, xe(O; —) ; X

d.
k) [—:
N sin” x 2 ) . .
@ 7. Demonstrati ca urmatoarele functii admit
@ 3. Determinati urmatoarele integrale nedefinite: -1

1+ cos* x - primitive pe R: a) f(x)= e x;t();
j—d ,xel0,=1|;
cos” x 2 0 ,x=0
2x o1 1
b) sinx +sin ,xe(O;—); xsm1 x#0 ¢ 7 .sinl
.[ CcoS X 2 b) f(x)= > L0) fx)= smx,x;tO;
9) _[— 5 dx 5 ,xe(O,%). 0, x=0 0, x=0
Sin” x-Cos™ x @ 8. Demonstrati cd urmatoarele functii admit
@ 4. Calculati primitivele urmatoarelor functii: primitive si gasiti primitivele lor:
1 <
2 2 -
A f: (1 1) > R, fx= Y= Ve ox2 11 deax<0
21—x 3)f:R>R, f(x)= e, daca 0<x<l1’
T cos2x
b) f:(o, E) >R, f(x) ZW; ! , daca x>1

b)f:R—>R, f(x)=[2x-

df:R->R, f(x)=|e’ _1‘. Of:R->R, f(x)= max({;c-l_—l)Ze)ycL;:c_l— 24;
m-——-——

@ 5. Utilizand definitia, calculati: d)f:R>R, f(x)=lin o 11
a) Ie" (x+1)dx, xe R; @ 9. Demonstrati ca urmatoarele functii admit

b) I(cosx—xsinx) dx, xeR ; primitive pe R:

c)f:10,2n] > R, f(x)=

1
1 cos’=—, x#0
, x#0 ’
c) J 2xsinl—cosl dx, x>0 ; a) f(x)= ; b) fx)= 2x .
x * o , x=0 5 x=0
J'(1+cos 2x)smx de. xe(O,E)
cos’ x 2
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@ 10. Pentru ce a € R, functiile admit primitive?

(sinx+1)*, xe (—%, OJ

Q) f(x)=1. o
x*, x>0
sinx

b) f(x)= { ’”0, o fr={ x 7Y

s a ,x=0
d) f(x)= {xsm cos—,x;tO’
, x=0

o7 Nv1-3x, x<0

Q) f(x)= { D SO sy

ax + —= x>0

X

(1- x)Y xe —oo 0)
g f(x)=1 .

xlnx x>0

@8 11. Demonstrati ca urmatoarele functii nu
admit primitive pe R: a) f'(x) = [x] — x

b) f(x)= ginl Loosl

%, x=0
¢ f(x)= |
2xsin—-cos—, x#0
x x
x, xeQ
@8 12. Demonstrati ca functia f(x)=1 ,
, xeR\Q

nu admite primitive pe R.
@ 13. Fie functia f: [a, b] > Rsi c € (a, b).
Demonstrati cd daca f admite primitive pe [a, c] si
pe [c, b], atunci f admite primitive pe [a, b].

@8 14. Fie f, g : I > R. Demonstrati c¢a daca f

admite primitive pe / iar g este derivabild cu derivata
continud, atunci functia /- g admite primitive pe /.

Teste de evaluare

Testul 1

@p) 1. Aritati ca functia f:R >R, f(x)= %

nu admite primitive. Reprezentati grafic functia
f pe intervalul [-2, 8].

2. Calculati urmatoarele integrale nedefinite:
x2
(1p) a) I—dx_z X, x>2;
@) b [Jxdfxdx, x>0;

6
—dx, xeR-
(1p) d) I&d O<x<m.
I+cosx

(1p) 3. Aratati ca functia urmatoare admite primi-
tive si calculati o primitiva a ei:

£:(0,0) >R, f(x)=15x=2]/x .

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Testul 2

p) 1. Aratati ca functia f/:R—>R,

—_ 1 x x < 0 . . . . .
S(x)= e x>0 admite primitive, apoi

reprezentati grafic aceastd functie.
2. Calculati urmatoarele integrale nedefinite:

(1p) a) J.—djzli x,x>—1;
2p) b) Ixslx\/;dx,x>0;

20
(zp) C) J'—d4x2 DY x,x>2;

(Ip) d) I—dx 0<x<5

S x-COoS X

(1p) 3. Aratati ca functia urmatoare admite primi-
tive si calculati o primitiva a ei:

FRSR, f(x)=2-e>*

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.
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Integrale definite

Originile integralei definite pot fi urmarite inca din Antichitate si sunt legate de probleme geometrice,
cum ar fi determinarea lungimii unei curbe, a ariei unei suprafete, a volumului si centrului de greutate ale
unui corp. Incepand din secolul al XVI-lea, ideea de integrald definita incepe si se cristalizeze si in legatura
cu rezolvarea unor probleme de fizicd, referitoare la studiul miscarilor neuniforme, la determinarea masei si
densitatii unei bare, la determinarea lucrului mecanic al unei forte etc. Un moment important din istoria
matematicilor s-a petrecut la sfarsitul secolului al XVII-lea, atunci cand Leibniz si Newton au pus 1n evidenta
legatura profunda intre notiunea de integrald si notiunea de derivata, exprimata prin celebra formula

b
j f(x)dx = F(b)—F(a) care le poarta astazi numele. La clarificarea deplind a ideii de integrala s-a ajuns un

secol mai tarziu, prin contributiile matematicianului francez Augustin Cauchy (1789-1857), care a folosit
sume integrale de un tip particular si prin contributiile matematicianului german Bernhard Riemann (1826-
-1866), care a introdus sumele integrale, ce-i poartd numele, utilizate pana in prezent.

O trasatura comund a exemplelor care au condus la introducerea conceptului de integrala este trecerea de
la descrierea locald, instantanee a tendintei unui fenomen, realizatd printr-un proces de derivare, la descrierea
globald a fenomenului, realizatd printr-un proces de integrare, care ,insumeaza” comportamentul fenomenului
in toate momentele (sau in toate punctele).

Diviziune, sistem de puncte intermediare, suma Riemann.

1) Calculati norma diviziunilor
urmatoare:

Vom considera un interval inchis si marginit [a, b] < R,
unde a, b € R, a < b si o functie f: [a, b] > R.

Definitii. Se numeste diviziune a intervalului [a, b] un sistem
ordonat de puncte A = (x,, x,, ..., X, |, X,), unde n € N si
a=x,<x <..<x  <x =b.

. n—1 n
Vom mai nota A= (a=x,<x <..<x  <x =b).

Intervalele [x, x 1, ..., [x, |, x | se numesc intervale partiale
ale lui A, iar cea mai mare dintre lungimile acestor intervale se
numeste norma diviziunii A si se noteaza |4, deci

Al = max (x, — x,
Il = max (5, —x, )

Simbolul A se citeste delta.
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2) Calculati norma diviziunilor A ale
intervalului [a, b], unde r=b—asin = 2:
a)A=(a, b);




gxemrtt . de diviziune a intervalului [1, 2].

A:(l 9 115 2); [a, b] = [1, 2]. Punctele lui A se

a§a§a§a
< 9 11 5 .
noteaza x, = 1, x, =N =g NG=3,0 = 2. Norma lui A este
_ o 1 95 1, Sl_, 5_1
”A"_max{s LTy 3} SR
X, X, X, X X, x
—— >

Definitii. Fie A= (a =x,<x, <...<x = b) diviziune alui [qa, b].
Se numeste sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A
unsistem £ = (§, &,, .., §) = (§),,.,cu & € [x ,x], i €L, .., nj.
Se numeste sumd Riemann (sau sumd integrald) asociata lui

f, A si & numarul real G=if(§i)-(xi -X,,).

Explicit, o= f(&)- (x,—x)) + f(&) - (x, =x) +...+ f(E,)- (x,—x,,)-

Conventie. Daca vrem sa precizam functia /, diviziunea A
sau sistemul & (citim csi), suma Riemann se noteaza c, sau
GA(f ; &) (citim sigma indice delta de f si csi).

gwemery ... de suma Riemann.

@ Fief:[1,2] > R, f(x)=%[x2+(x—1)2].

Fie A=(1;1,4;1,7;2) si £=(1,2;15;18).
Notam: x, = 1; x, =1,4; x,=17; x;=2;

& =L2€elx,,x]; & =L5€[x,x,]; & =18¢€[x,, x].

&

N
.ﬂ

N\

)

D NN ¢

1 12 1415 1,718 2
X5 & & x & x
Suma Riemann asociata este:
o= f(E)x —x) + () (x, —x) + f(E)(x; —x,) =

=11, 2)L4-D+ /1, 5)L7-1,4)+ f(1,8)(2-1,7)=
=0,6265.

~

Suma Riemann ¢ reprezintd aria multimii formate din cele
trei dreptunghiuri hasurate.
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_ 2a+b a+b a+2b )
b)A—(a, 3 2 3 ,b),

©) A, =(a, a+’,a+2%,.. a+(n-1", b)-
n n n

3) Scrieti o diviziune echidistanta cu

pasul % a intervalului [a, b] In urma-
toarele situatii (pentru o diviziune
echidistanta distanta dintre doud puncte
consecutive ale diviziunii este constanta
si se numeste pas):

11
a) [Oa l]a b) |:_§’ §i|a
¢ [0, 2]; d) [-2; -0,2].
4) Scrieti o diviziune echidistanta a

intervalului [a, b] formata din 6 puncte,
in urmatoarele situatii:

2) [0, 51; b) [1, 51 ©) [0, 2]; d) [0, /10].
5) Fie functiaf: [0,4] > R, f(x)=+/x.
Fie diviziunea A = (0; 1; 2; 3; 4) si
sistemul & = (0,49; 1,44; 2,56; 3,61) de
puncte intermediare asociat lui A.
Reprezentati in plan subgraficul ', si

suma Riemann o. Calculati o.

V4
y=vx

o &1 &2 & 3¢& 47
Raspuns. 6 = 5.4.

6) Consideram functia
f:[1;35] >R, f(x)=x>—4x + 5,
diviziunea A = (1; 2; 3; 3,5) si sistemul

de puncte intermediare & = (1,3; 2.,4; 3,2).
Reprezentati in plan subgraficul I, si
suma Riemann . Calculati suma o.

YA
G @7[
IAYE
N '
0 11,3 2 24 33,23’5x
Rdaspuns. o = 3,87.
—_—



Interpretarea geometrica a sumelor Riemann si ideea de integrala definita

... ¢d una dintre problemele pe care teoria integralei A
si-a propus sd o rezolve este determinarea ariei unei £(b)

AMMTAT portiuni din plan.

Definitie. Presupunem ci functia f: [a, 6] & R este continua
si pozitivd. Se numeste subgrafic al functiei f, multimea f@)]|--
Ffz{(x,y)elR2|a<x<bsiOSySf(x)}.

Simbolul ', se citeste gama indice f. Multimea I', este

delimitatd de axa Ox, graficul lui f si dreptele de ecuatii x = a,
x = b. Ne punem problema sa calculam aria subgraficului
functiei f. Aria unei figuri geometrice plane se poate obtine
aproximand figura cu un sir de suprafete poligonale. Noi vom

aproxima I, cu reuniuni finite de dreptunghiuri. Pentru aceasta, A

vom lua o diviziune arbitrard A = (@ = x;, < ... <x =b) si un

sistem de puncte intermediare &=(¢, ..., §,) asociat lui A (cu
€ €[x,_,, x,] pentru 1 < i < n).

Pentru fiecare i = 1, 2, ..., n, sa construim pe intervalul [x_, x] »%
un dreptunghi D, de baza x, — x| si de indltime f* (§). Avem:

N
aria(D,) = / (£)(x, - ¥, ). /| NN
Se considera ca aria(D,) aproximeaza aria(I')), unde I, este \‘\\‘.‘\ 2

o~
AN A

. o . . -

Reunind aceste dreptunghiuri, obtinem o portiune D a DN PRD:s
¢ ¢ \\\ )

NRANAN

subgraficul functiei / pe intervalul [x,_, x ].

1

D,

=
planului: DZUD,-- Aria lui D este chiar suma Riemann: O| x, ¢ x & x E xEx & x5

i=1

7

Hy

aria(D) = Zaria(D,,) = Zf(E_,t)(xi -x,,)=0,(f;8). Multimea D este ilustratd pentru n = 5.
i=1 i=1

Se considera ca aria(D) aproximeaza aria(I” f). In mod intuitiv, ya p
cu cat toate bazele dreptunghiurilor D, sunt mai mici, deci cu
cat este mai micd norma ||A , cu atdt sunt mai mici portiunile
hasurate (desenul alaturat), prin care diferd D de L. Inseamna
ca, pentru a aproxima din ce in ce mai bine aria lui I, cu aria lui
D, este necesar sa luam diviziuni A de norma din ce In ce mai
mica. Aria lui I, va fi tocmai numarul de care se apropie (catre
care converge) aria lui D atunci cand norma ||Al| tinde la zero

ED]

H

'k

-
Hy

(se poate ardta cd existd o € R, astfel incdt pentru orice sir O x, g, x, x,

(A), de diviziuni de norma tinzand la zero si pentru orice sir

(€"),,cu &" sistem asociat lui A (n € N), sd avem liill o, (f;&")=a ). Prin definitie, numarul o obtinut prin
n—o0 "

acest procedeu va fi aria lui L. El se va numi integrala Riemann a lui f pe [a, b] si se va nota

b
o = aria(T’,) = _[a S (x)dx
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Exercitiu rezolvat. Sa reprezentam subgraficul I, si sa aproximam aria (Ff) cu suma Riemann o,(f; &)

))
pentru f:[-1,2] > R, f(x)=(x+ )2 -x); A=(-1,0, 1, 2); §=(—%, %, %) 9/ L
T, :
Solutie. Subgraficul I, este hasurat in desenul aldturat.
Avem: ||A||:l; & este asociat lui A;
cey= £ _ L. 1. 3V 423,2,5_ 19445,

cA(f,é)—f( 2)1+f(2) 1+f(2)1 4+4+4 ) 4,75, 71_%

&

Functie integrabila si integrala definita

Definitii.
Fie o functie f': [a, b] > R. Spunem ca functia f este integrabild sau integrabild Riemann pe intervalul
[a, b] daca exista un numar real If cu proprietatea: pentru orice sir (A ) _, de diviziuni ale intervalului [a, b]

cu lim||A,|=0 si pentru orice sir (E,” )neN de sisteme de puncte intermediare, & asociat lui A (n € N), sirul
n—0
sumelor Riemann (GA” (f5&"),n converge la If

Numarul I, se numeste integrala sau integrala definitd sau integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a, b]
si se noteaza

f:f(x)dx sau fabfdx sau fabf

Observatii si comentarii

¢ Explicit, A, :(a:xg <X <..<x) :b), unde k € N'si &' :( L s eees Z), ! e[x;’,l, x,.”] pentru | <i <k,

¢ Daci f este integrabila pe intervalul [a, b], atunci numarul I, este unic si functia f este marginita pe [a, b],
adicd existd un numar real M > 0 astfel incat Vx € [a, b] si avem | f (x)| <M.

4 Simbolul [ este o alungire a literei S, initiala cuvantului ,,Suma” si sugereaza cd procesul de integrare
Riemann consta in ,,considerarea unor sume si supunerea aestor sume operatiei de trecere la limitd”. Notatia

. . 2 . . .

dx aminteste de ,diferenta” x, — x, |, iar simbolul f{x)dx aminteste de termenul f(&)-(x, —x_,).

-9

b . < . . . < . .
¢ Integrala Ia f(x)dx reprezintd un numar real. Denumirea ei de integralad ,,definita” se foloseste prin

opozitie cu denumirea de integrala ,,nedefinita”, integrala nedefinita f f(x)dx fiind o multime de functii
(multimea tuturor primitivelor lui f pe [a, b]).

¢ Daci f este integrabild pe [a, b], atunci definim si integralele [, f(x)dx = —j: f)dx si |7 f(x)dx=0.
¢ Simbolul fab f(x)dx se citeste ,,integrala de la a la b din f de ics (simbol) de ics”. Semnul | se numeste

semn de integrare; a s$i b se numesc limite de integrare (a este limita inferioard si b este limita superioard);,
f'se numeste functia de integrat; intervalul [a, b] se numeste interval de integrare; x € R se numeste variabild
de integrare. Variabila de integrare se poate nota si cu alte litere, cum ar fi s, #, u, v, y, z€ R.

ATEVTIE Variabila de integrare nu joaca nici un rol in definitia integralei si, de aceea, ea poate sa lipseasca:
. . b b b b b b
G) =] f=] fax=[f(x)ydx=[]f(ydt =[] fw)du=[f(y)dy.
O scriere de forma I: J(x)dx nu are sens deoarece limita de integrare si variabila de integrare au

roluri diferite si nu pot fi notate la fel. Integrala se poate scrie I: f(®)dt, cux € [a, b], ceea ce va insemna ca
integram restrictia f: [a, x] > Rsia <t < x.
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LrEmrLE 1) Fie un numir ¢ € R si fie functia constantd f': [a, b] — R, fix) = ¢, Vx € [a, b]. Vom arita ci f

{lrj este integrabild si fab f(x)dx=c-(b—a).
B Solutie. Fie o diviziune arbitrard A = (¢ = x, < ... <x, = b) si un sistem &=(§, ..., §,) de puncte
intermediare asociat lui A. Avem relatiile

01 8)= 2 S E) (5 =) = Xe (5 —x) =e (5, ~w) = (b=a)

In continuare, vom face un l;a‘gionament de trecl;re la limitd. Fie un sir arbitrar (A) _, de diviziuni ale
intervalului [a, b] astfel incat }11_13010 |A,||=0 si fie un sir (&"),,, de sisteme de puncte intermediare, &" asociat
lui A (n € N). Rezulta ca

lime, (f; &) =limc-(b-a)=c-(b-a).
Conform definitiei, f este integrabila si fabc-dx =c-(b-a).

2) Fie un numir m € N* si fie functia ' [a, b] = R, fix) = x", Vx € [a, b]. Vom arita ci f este integrabild

m+1
Solutie. Derivata f'(x) = m - x™! este marginita, deci 3M > 0 astfel incat | f '(x)| <M, Vxela,b].
Conform formulei cresterilor finite, Vx < y din [a, b], 3c € (x, y) astfel incat si avem
@)= fWI=1)- (=) = <SM-[x—y].

m+1

+1
Fie o diviziune arbitrard A = (@ = x, < ... <x_ = b) si un sistem £=(¢,...,&,) de puncte intermediare

asociat lui A. Pentru orice i € {1, ..., n}, aplicim formula cresterilor finite functiei /" pe [x,_,, x| si deducem
cd dz, € (x,_,, x)) astfel incat sa avem

Flx) - Fix, ) = F'(z) - (x, = x,) =f () (x, - x,

Lui A ii asociem sistemul ,special” de puncte intermediare ¢ =(z,, ..., z,) (citim zeta) si deducem relatiile
0/ :0)= 2 /) (=3, = XIF(6) = Fx )= F(x)~F () = F(b) = Fla)
[0,/ 9~ (F ()~ F@)| =o,(f:8)~0.(f3 0)| - ‘ &)= 1)) (=) <
Zlf(&) SE)x —x) <2M & -z (x —x. o\zM JA]- G = x,) = M- [A]- (b - a)

in contmuare vom face un ratlonament de trecere la limita. Fle un sir arbitrar (A) _ de diviziuni ale

Fie primitiva F : [a, b] & R, F(x) = n); aluif.

intervalului [a, b] astfel incat lim||A,|=0 si fie un sir arbitrar (£"),, de sisteme de puncte intermediare, &’
asociat lui A (n € N). Avem inegalitatea \cA”( [ EN—(F(b)— F(a))\ <SM-(b-a)-|A,|.
Deoarece lim M(b—a) ||An|| =0, rezultd ca Ilimo, (f;&")=F(b)—F(a).
b " bm+1 _ am+1
Conform definitiei, f este integrabila si I . x"dx=F(b)—F(a)= TS
3) Fie functia f': [a, b] — R, fix) = sinx, Vx € [a, b]. Vom arita ca f este integrabild si
Ijsin xdx =—cosb+sina.

Solutie. Vom proceda ca in exemplul anterior.
Conform formulei cresterilor finite, Vx < y din [a, b], 3c € (x, y) astfel incat si avem

@)= fW)=]1) (= y)|=

139

<1-|x—y|=|x—y|.



Fie primitiva F': [a, b] = R, F(x) = —cosx a lui f. Fie o diviziune arbitrard A = (a = x, < ... <x, = b) si un
sistem §=(§,,...,§,) de puncte intermediare asociat lui A. Pentru orice i € {1, ..., n}, aplicim formula
cresterilor finite functiei /' pe [x_,, x] si deducem ca 3z, € (x, ,, x) astfel incit sa avem

F(x)=F(x_)=F'(z) (x;—x_) = f(z) (5, —x_) -

Lui A ii asociem sistemul ,,special” de puncte intermediare {=(z, ..., z,) si deducem relatiile:

’n

6\(f10) = éf(zi) (= x) = g[F(x,) —F(x )] =F(x,)~ F(x,) = F(b) - F(a).
l04(f3 &)~ (F(b)— F(@))| = [0, (3 &)~ 04(f3 )| = ‘z [E) - £(2)] (= x| <
<§|f<a,.)—f(z,-)|-<x,-—x,-,1><§|a,-—z,-|-<x,-—x,-,l> 21||A|| o —x ) =|Al-(b-a).

In continuare, vom face un rationament de trecere la limita. Fie un sir arbitrar (A ) _, de diviziuni ale

intervalului [a, b] =0 si fie un sir arbitrar ("), de sisteme de puncte intermediare, &"

asociat lui A (n € N). Avem inegalitatea \cA”( £ EN—(F(b) —F(a))\ <(b-a)|A,.
Deoarece lim(b—a)- ||An|| =0, rezultd ca 3limo, (f; &) =F(b)-F(a).

Conform definitiei, f este integrabila si I absin xdx =F(b)— F(a)=—cosb+cosa.

1, pentru x €[0, ]NQ
(x)={

4) Vom arata ca functia lui Dirichlet g : [0, 1] > R , nu este integrabild.

0, pentru x €[0, 1]\ Q

Soluie. Fie un sir (A ), de diviziuni ale intervalului [0, 1] cu lim|A,[|=0.

n—>0

Dacd luam sistemul &" asociat lui A, format din numere rationale, atunci GAn(g;Ej’):l, deci
limo, (g;&")=1. Daca luam sistemul &" asociat lui A , format din numere irationale, atunci &, (g;&")=0,
n—oo n ’ ”
deci limo, (g;&")=0. Deoarece limitele precedente sunt diferite, functia g nu este integrabila Riemann.

n—»0 n

0, pentru x=0

5) Vom arata ca functia /: [0, 1] > R, f(x)= , nu este integrabild.
T pentru xe(0,1]’

Solutie. Avem lim f(x) = Iim% =0, deci functia f nu este marginitd. Conform observatiilor si comentariilor
N\0 N\0

de la definitia integralei, functia f/ nu este integrabila.

. 07 dacéxe[—l, O) . . . . s
6) Vom arata ca functia /: [-1, 1] > R, f(x)= y este integrabild si nu admite primitive.
1, daca x €0, 1]
Solutie. f([-1, 1]) = {0, 1} nu este interval, deci f nu are proprietatea lui Darboux, deci f nu admite primitive.

Fie o diviziune A=(-1=x,<...<x,=1) siunsistem £=(§,, ..., §,) de puncte asociat lui A. Atunci 3k, 1 <k <n

astfel incat xk1<0<xk;f(E_,):O pentru 1 <i < k- 1si f(&)_lpentruk+l < n. Rezulta:
o,(f:8)= Zf(i) (x; = %) =0+ (&) (xk X 1)+§11 (O =x%) = f(&)- (xk_xk—1)+1_xk;

|csA<f &)= 1| =1/ (o = x) =5 <1 (o = x )+ <A+ [ =2[A].
Luéand un sir arbitrar (A)) _ de diviziuni ale intervalului [-1, 1] cu 11m||A =0 si un sir arbitrar (£"),,, de

converge

sisteme de puncte intermediare, &" asociat lui A , avem ‘GA”( i€ - 1‘ <2-||A, |z 5 0.
Rezultd ca Jlimo, (f; &")=1. Conform definitiei, / este integrabila si ffl f(x)dx=1.
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pPRODLESE
= @ 1. Calculati norma diviziunilor ur-
matoare (n = 2, r = b — a):
1111234 1).

ERs a)A:(O’s’4’3’2’3’4’5

b) A, =(n,\/n2+1,\/n2+2,___, \/n2+2n,n+1);

c)A:(a, ,b);

d) Anz(a,a+L,a+2r La+(2" -1~ )
271 27 n

3a+2b 2a+3b
5 7 5

Riemann o, =0,(f;&); calculati ,, in urma-
toarele situatii:

a)f[lz_)lR f(x)_ 2:

A:(l 11 13 ) [10 12 15)

b) /[0, 1] &> R, f(x) = 2sin’x;
A=(0;0,3;0,8;1,3; 1,8;2,3;2,8; m);

1
) f:[0,1] >R, f(x)=——;
) /[0, 1] S(x) Gl
A =(0;0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1);
£= 2.4.7.8.9)
1816713 12" 11

3. Reprezentati subgraficul I',; reprezentati si

2. Reprezentati in plan subgraficul I'; si suma

calculati suma Riemann o, =0,(f;¢&),

toarele situatii:

a)f:[2,3] > R, fix)=(x-2)
A=(2;2,1;2,5; 2,8;3}; £=(2,152,2;2,7;2,9);

in urma-

b)f:[L2] >R, f(x)— s A=(1;1,2; 1.4; 1,6; 1,8; 2);
gz(@-&.&.&)
17°16° 14" 11)

x|

1
o) f: [—5,2} - R, f(x):x+1;

A=(-05:0:05; 1; 1,5 2); = (_2,0,5,1,15 2)
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@ 4. Folosind definitia integrabilitatii, aratati ca
au loc formulele urmatoare (a, b € R, a < b):

2) Iab%dlenb—lna (@>0):

b) Ijexdx =e’—e;

dx = arctg b—arctg a

b1
C) J‘a x2 +1
@8 5. Folosind definitia integrabilitatii, aratati ca

au loc formulele urmatoare (a, b, c € R, a < b):

c+1

c+1
a) [Ixav=C—=0" (a>0;c2-1);

b . .
b) [ cosxdx=sinb—sina;
a

b
o) [edv=5"5 (c>0;c#]).

Inc
@8 6. Folosind definitia, aratati ca functia f este
integrabild si calculati integrala lui f, in urmatoarele
situatii:

1, xe0, 1]
a)f:[0,2] > R, f(x)z{

2,xe(l, 2]

b)/: [0.2] > R, f(x)={x’xe[°’ 2,

3, x=2
¢)f:[0,3] > R, fix)=[x] + I; ([x] este partea intreaga
a lui x).

@8 7. Folosind definitia, aratati ca functiile urma-
toare nu sunt integrabile:

2)/:[0. 1] >R, f(x)_{lz xe[[ ’ ]]r\w(gz
e
o S
& f:[0.11> R, f(x){ =10 D.



Proprietati ale integralei definite. Integrarea functiilor continue

Asa cum am vazut, verificarea directd a integrabilitatii unei functii si calculul integralei cu ajutorul definitiei,
sunt activitati destul de complicate. De aceea, vom da proprietati care sa le simplifice. Demonstratiile, fiind
laborioase sau in afara programei, vor fi omise. Rezultatele de la exemple si probleme propuse, din sectiunea

precedentd, vor fi utilizate in mod uzual.

Vom considera un interval inchis si marginit [a, ] — R, unde a, b € R, a < b.

Teorema. Proprietatea de liniaritate a integralei.

Daca functiile £, g : [a, b] = R sunt integrabile si dacd A, p € R, atunci functia combinatie liniard Af + pg

este integrabild pe [a, b] si avem fab(kf (x) + pg(x)dx = | ab F(X)dx+ - Iab g(x)dx .

Consecinte
¢ in particular, I:kf (x)dx = M- Iab S(xX)dx si
["(f)xgndx=[" f)dx £ [ g(x)dx .

¢ Daci f: [a, b] > R este functie polinomiala, f(x)= ia,.xi ,

i=0
Vxela, b],unde n € N*siq,,
si avem

.,a, € R, atunci feste integrabila

b n b n a-(bi+1 _ ai+1)
[ fx)dx=a-[ xdx=Y+F——
¢ =0 “ =0 i+1
Intr-adevar, aplicim proprietatea de liniaritate extinsa prin

inductie la n + 1 functii integrabile.

LrEMrLE
_ 1) S& ardatdm ca exista si sd calculam integrala
@ [=['@x+3) dx.
Solutie. Functia f: [1, 2] > R, fix) = 2x + 3)? =

= 4x* + 12x + 9 este functie polinomiald, deci este integrabila si

avem: [ = I12(4x2 +12x+9)dx = 4-_[12x2dx+12-_f12xdx+ _[129dx =

420 -T)  1202°-1) B 1

==t 3 +92-1)=36+ 3
2) Sa aratam ca exista si sd calculam integrala /= I Ogsin%dx.
Solutie. Avem identitatea sinzg :%_% -cosx,Vx e [0, g} )

T
Rezulta ca functia f: [0, E} - R, f(x)= sinZ% este combinatie

liniard a functiilor £, f, : [0, g} — R, fi(x) =%, f(x)=cosx,

care sunt integrabile (conform sectiunii precedente). Aplicand
proprietatea de liniaritate, rezultd ca f este integrabila si avem

1= (——— cosx)dx _[Ozdx

_1(gin®_ _n
3 (sm2 smO) )

n
02 cos xdx =

1
2 .

ENE

142

Calculati urmdtoarele integrale:

Da) [ (A+x)dx; b) [ (1+2x)dx ;

o) [J@x—1ldx;
&) [~ x)dx;
g [,

2 a) [ s
0) Lz(x+%)2dx;
o) [ ExLax,

)_[ 11dx

~[22x—1
1),[1 e dx;

fx +x+1
SNl e

22x —3x+2
) I x-(F+1)

—1)dx :

d) [,G3x +2x+1Ddx;

£ [ xet + D ;

hy [)(x* +1)dx .

b) [

2+ x°
d) I01+x dx;

f) ff—(x ;1)2 dx ;

h)jz(" D 4y

)Ifx +5dx

Iﬁx+(x2+l)
box-(x*+1)

:jﬁ—3x+2(x2 +1)

Lox-(P+))

b

Indicatii. Se aplicd proprietatea de
liniaritate. Pentru @ < b < 0 aplicadm

J/Ldx=1n[5|~1na].




Teorema. Proprietatea de aditivitate a integralei

Fie functia f': [a, b] &> R si ¢ € (a, b). Atunci functia f este
integrabild pe [a, b] dacd si numai dacad f este integrabild pe
[a, c] si pe [c, b]. In plus, avem

[ :’ fd=[ " floydr+ | Cb F(x)dx

Erémrit 1) SA ardtim cd existd si sd calculim integrala

I= _[i|x2 - 1|dx .
Solutie. Pentru x € [-1, 1] avem flx) = —x* + 1, deci
f este functie polinomiala pe [-1, 1], deci f este integrabila pe
[-1, 1]. Pentru x € [1, 3] avem f{x) = x> — 1, deci f este functie
polinomiald pe [1, 3], deci f este integrabila pe [1, 3]. Conform
proprietdtii de aditivitate, f este integrabila si avem
I=[" f)dx+ [ f)dx =] (-2 +Ddx + [ (x* = Ddx =

3__ 3 3 3
SR sl ) N i S

N 3 3
) Fie functi 0.2 5 R0 x*, dacd x €[0, 1]
ie functia 1 : [0, - R, X) = .
) unctia /= 0, 2] x®, daca x e (1, 2]

se arate ca f este integrabila si sa calculam integrala /= joz J(x)dx .

Solutie. Pentru x € [0, 1] avem f{x) = x* si pentru x € [1, 2]
avem f(x) = x°. Rezulta ca f este functie polinomiala pe [0, 1] si
pe [1, 2], deci f este integrabild pe [0, 1] si pe [1, 2]. Conform
proprietatii de aditivitate, f este integrabild pe [0, 2] si avem
1= I;f(x)dx + _[12 f(x)dx = J';xzdx + Lz xbdx =

r-o°, 27-1

3 + 7 _18+ﬁ'

Definitie. Fie doua functii f; g : [a@, b] > R. Spunemca f< g
(f mai mic sau egal decdt g) daci Vx € [a, b] avem f (x) < g(x).
Spunem ci f este pozitivd si scriem f > 0 daci Vx € [a, b] avem

f(x) = 0.

Teorema. Proprietatea de monotonie a integralei
Daca functiile £, g : [a, b] > R sunt integrabile si daca ' < g,

atunci I: f(x)dx < Iab g(x)dx .

e

Calculati urmdtoarele integrale.

3) a) I;ﬁdﬁb) [ el ;
c) Ilsx-i/;dx;d) J.14(x+1)x/;dx;
&) J (et x dvs ) [ (x4 Va)idr;

2733, 7 1 .
g |, Q/;dx,h)jl de’

b 2 ) [ ] v

NP
k) IS(%‘L)Z’X'D [ ax
| 7)) D T

Indicatii. Se aplicd proprietatea de
o .. .1
n —_— >
liniaritate. Termenii ¢/x si Ix (n=2)

1 1
se aduc la forma x” si x ”. Formula:

ac+1

b c+l
[*xde=b =
a C

,0<a<b,c#-1.
+1

4ya) [, (x+edx; b) [(Vx—2e")dx;
o [} 2 gy [ (e - L as

e) J';(2x+1_2X)dx;f) J‘;(z)wl_%)dx;

2x+2 2
o 12220 12 1

i) Iogsin(x+%)dx;j) Iogcos(x+%)dx;

Consecinte

¢ Daca [ : [a, b] - R este integrabila si pozitiva, atunci
[ f)dx = 0.

# Daca f: [a, b] > R este integrabila, atunci se poate arata

[ f(x)dx‘ <[] (0)] e

(inegalitatea modulului pentru integrald).

ca | f | este integrabild si in plus avem

Intr-adevar, avem —|f] < f <|f|. Conform proprietitii de mo-
notonie, obtinem relatiile (echivalente cu inegalitatea din enunt):

[l <Ll
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2
Toox ox x
k) [2cos Sdx; 1) foz(s1n2+cos2) dx .

Indicatii. Se aplica proprietatea de

liniaritate. Termenii ¢™" si — se scriu
c

sub forma (¢"y - ¢ si (%) , unde m € N*,
ne Zsic>0.
Pentru a < b, ¢ > 0, ¢ # 1 folosim

=
Inc

formula I :cxdx =

= -



* Dacd f: [a, b] > R este integrabila si dacad existd numerele
reale m < M astfel incat m < f{x) < M, Vx € [a, b], atunci,

integrand, se deduc relatiile m-(b—a) < Lb f(x)dx <M -(b-a).

£ EEMPLY

i

Solutie. Vx € [0, 1] avem 1 + x < e* si x* < x, deci

2 2
[+x" <e'

Sa se arate ca:
2 . 2
a)l +x<e, [+x° <e" §ie" <e',Vxel0,1];

b) %<I;exzdx<e—l.

< e". Conform proprietatii de monotonie,

3= [0+ x)dr < [y dr < [e'dv=e 1.

Teorema. [ntegrabilitatea functiilor continue
Orice functie continud f: [a, b] > R este integrabild pe [a, b].

LrEMrLE . e .
1) Functia f: [0, 1] > R, f(x)=e" este continua,

deci este integrabila.
2) Functiaf: [1, 5] > R, f(x)=+/x—1 este continua,
deci este integrabila.
3) Functia f: [-1, 1] > R, fix) = arcsin x este continua, deci
este integrabila.

Teorema. Criteriul ,,special” de integrabilitate
Fie doua functii f, g : [a, b] &> R. Presupunem ca g este
continui pe [a, b] si Vx € (a, b) avem f(x) = g(x). Atunci f este

integrabild pe [a, b] si fab f(x)dx = I: g(x)dx .

ErEMPLY 1-x*, xe[-1,1)
Fie functia f/: [-1, 2] > R, f(x)=42,

i x,

Sa aratam ca feste integrabila si sa calculam integrala /= j_zl f(x)dx .

x=1
xe(l,2]

Apoi sa reprezentam subgraficul I', a carui arie este 1.

Solutie. Functia f este discontinua in x = 1. Pe [-1, 1], f difera
in punctul x = 1 de functia continua g : [-1, 1] > R, g(x) =1 — x%
Pe [1, 2], f difera in punctul x = 1 de functia continua /2 : [1, 2] > R,
h(x) = x . Conform criteriului ,,special”, f este integrabila pe
[-1, 1] si pe [1, 2]. Conform proprietatii de aditivitate, f este
integrabila pe [-1, 2] si avem:

1= ij(x)dx = J-j1 f(x)dx + _[12 f(x)dx =

= [ go)dx+ [ Th()dx = [ (1= x*)dx + [ xdx = 17

? .

(SSTEN

3_
+5=
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e

5) Aratati ca functiile urmatoare sunt
integrabile si calculati integralele lor.
Reprezentati graficele si subgraficele
functiilor de integrat.

x, x€[0,1]

a)f:[0,2] > R, f(X):{xz ced 2];

x, xe€[0,1]

b)/:10,2] - R, f(X)={\/; re. 2]

e, xe[-1,0]

Of: 111 >R, f(X):{ex,xe(O,l] :

d) f: [0, %} — R, f{x) = max {sinx, cosx};

e)f:[0,4] > R, f(x)=|x-2

b

Hf:[-1,2] > R, f(x)=|x|+|x—1

b

9 /100,21 >R, f(x)=|x~1;
h) /: [0, 2n] > R, f(x)=|sinx|.

Indicatie. Functiile sunt continue si
se aplica proprietatea de aditivitate.

6) Folosind criteriul ,,special’, aratati
ca functiile sunt integrabile si calculati
integralele. Reprezentati graficele si
subgraficele functiilor de integrat.

x*, x€[0,2]

a)f:[0,4] > R, f(x):{x,xe(z,ﬂ

x*, x€[0,1]

bF02AR W=ty
x>’ ’

©) /[0, 2] > R, fix) = [x];
|x|~(x+1)

df:[-1,1]> R, f(x)= X
0, x=0

,x#0




e

7) Aratati ca functiile urmatoare sunt

Subgraficul I'; este reprezentat ca multime hasurata in X : 7
continue si calculati integralele lor.

desenul alaturat; aria (I',)= 167 a)f:[2,2] >R
y X', xe[-2,0]
5] Jx)=1, ;
x ,xe(0, 2]

x*, x€[0,1]
b)f:[0,4] >R, f(x)=1 | (1. 4’
)CZ, b

Exercitii rezolvate
1) Sd aratdm cd functia f/: [0, 2n] - R, f(x)=+1+cos2x este integrabild si sa calculdm integrala

1= foz " f(x)dx . Apoi sa reprezentam subgraficul I', a carui arie este /.

2cos’ x =

[0, 2m] .

T 3n x
Explicitim modulul, aplicim proprietatea de aditivitate si obtinem 7 =+/2 [ [ 2cosxdx — [ 2 cosxdx + | o cos xdx} =
2 2
=2 [sm——smO (sm3—n—sm )+sm27‘c—sm3—n}— y

2 2 2
=2-[1+2+1]=42.

Subgraficul ', este reprezentat ca multime hasuratd in desenul

2

aldturat. Deoarece /> 0, avem aria (I',) = 42 . 0 2 o 3m2 2n X

2) Sa aratdm cd functia f:[0, V2] >R, f(x) = x> — [x*], ([x] este partea intreagd a lui x) este integrabild si
sd calculam integrala [ = f Oﬁ S(x)dx . Apoi sa reprezentam subgraficul I'; a cérui arie este 1.

Solutie. Functia f este discontinud in x = 1 si in x =2 . Pe [0, 1], f difera in x = 1 de functia continua
g: [0, 1] > R, g(x) = x% Pe [1,~/2], f diferd in x=+/2 de functia continud A:[l,~2] >R, A(x) = x> — 1.
Conform criteriului ,,special” si proprietatii de aditivitate, f este integrabilé si

I=[!f)dx+ [ feode =] g@)dr+ [P h)dy = [ P + [ (2 = D = N_ l_(Z-1)=1- f

Conform explicitarii functiei f; subgraficul I', este reprezentat ca mul‘glme ha@urata

_1_2
3

in desenul alaturat. Deoarece f > 0, avem aria (I';) =
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pPRIBLEME
_—

= @ 1. Calculati urmétoarele integrale de-

finite. Reprezentati graficele functiilor de
integrat si subgraficele lor (daca f = 0).
P ioAE
a) ffxsdx b) fj;xsdx ;
o) |’ xdx d) [ xd

o) [[(2x+3)dx; ) [\ (5-x)dx;

g) j;xz(x ~1’dx; h) ff2(x3 +2x% = 3)dx .

@ 2. Calculati urmatoarele integrale definite. Re-
prezentati graficele si subgraficele functiilor de
integrat.

a) Jo e b) | Lax
o) jf%dx; dy | Vs,
e) [ x/xdx; f) [ ¥fxdx ;
o [[Vedr; b [,

@ 3. Calculati urmatoarele integrale definite. Re-
prezentati graficele si subgraficele functiilor de
integrat.

2) I” lax, b) [ s ;
853/x —2 !

C) L \/; dx; 01+x2dx;

e) J-jlexdx f) jflo-*dx;

g [, (V2)dx; hy [7sinxd.

@ 4. Calculati urmatoarele integrale definite. Re-
prezentati graficele si subgraficele functiilor de
integrat.

a) [°x|dx; b) [7,|x|ax
d) [ [2x—1]dx;
) [ (== 1) d

3
@) o (=1 +pr-2)dv:hy Vo + dxr dde

c) I5|x—l|dx;

e) j_22|x6—1|dx;
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@ 5. Ardtati ca functiile urmatoare sunt continue si
calculati integralele lor. Reprezentati graficele functiilor
de integrat si subgraficele lor (daca /" = 0).

0.2 R f() (x—l)2,xe[0, 1]
: ¥) = .
a)f [a ]_) ) (x_1)3’xe(1’2]:
x> +1, xe[-1, 0]
b f:[FL 1] >R, f(x)=1 1

X+

b

(0, 1]
]

x|

|x+l|—|x—1| 0
df: [2,2] >R, f(x)= x ’ ;
2 ,x=0

sinx,

I

xe[O,
of: [0, ] >R, f(x)=

1+ cosx, xe(

NI:-I

e)f: [-2,2] > R, f(x)zmin{x
f)f: [0,4] > R, f(x) = max{x?, 2*}, x € [0, 4].

@@ 6. Calculati urmatoarele integrale definite.
Reprezentati graficele functiilor de integrat si sub-
graficele lor (daca /= 0).

— },xe[—Z,Z];

a) Ion arcsin(sinx)dx; b) I 02 "arccos(cos x)dx ;

¢) [ Tarcsin(sinx)dx ; d) [."|arcsin(cos x)|dx .

o
lati aria lui I';, pentru urmatoarele functii:

7. Reprezentati in plan subgraficul I'; si calcu-

a)f: [0,2] > R, f(x)—% 3.
b) /[ 1] >R f()=x+1;

of:[-1, 1] >R, f(x)=1—|x;
d)f:[-1,3] >R, f(x) =—x*+2x + 3.

@8 8. Reprezentati in plan subgraficul T', si
calculati aria lui I';, pentru urmatoarele functii:

a)f: [2,2] >R, fx)=—%

|x+1|

b)f: [0,2n] > R, f(x)=



[0, 21] > R, f(x)=x+]|si

o) f:
d)f:10,4] > R, f(x)=max{2-x",Jx}.

@8 9. Reprezentati in plan si calculati aria multi-
milor urmatoare:

a)D={(x,))€ R [x>0,0<y<six+y<2};

b) D= {(x »eR|0<x<Z y<sinxsiy<cosx};

l\.)

D= {x.ye€R[-2<
xy = x— 1}.
@  10. Aratati ca functiile urmétoare sunt integra-

bile si calculati integralele lor. Reprezentati graficele
functiilor de integrat si subgraficele lor (daca / = 0).

a) [ [-2, 5] > R, f(x) = sgn(x);

x<0,0<y<x?—xsi

b) f:[0,4] > R, f(x) = [x];

of:[-1L,3] >R, f(x)=x-[x];

d)/:10,2] >R, f(x) =x* - [2x];

e) f:[2m 2n] > R, f(x) = x - sgn(sinx);
o {ho]om -1 {2);

g f:[2,2]>R, f(x)=x"-[x"];

h) f:[1,3]->R, f(x)= KEO2)

@ 11. Aratati ca functiile urmatoare sunt integra-
bile si calculati integralele lor. Reprezentati graficele
functiilor de integrat si subgraficele lor (daca / = 0).
X', xel-1,0)

a)f:[-1, 1] >R, f(x)= {1 roxef0.1]

2, xe[2,1)

b)f:[-2,4] > R, f(x)= {3)6 Lxe[L4

—x, xe[-1, 0] .

of:[-L 11 >R, f(X)={ex, e (0. 1]

x4
|x—2 ’

0

xX#2

df:[L3]->R, f(x)=
2

, X
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@8 12. Aratati cad functiile urmatoare sunt inte-
grabile si calculati integralele lor. Reprezentati
graficele functiilor de integrat si subgraficele lor
(daca f = 0).

5, X#1
a)f:[0,2] > R, f(x)= \x -1 ;
3 ,x=1
|0052x| x;tﬂ
b) f[ }—)IR f(x) = cosx —sinx’ 4;
2 ,xz%

1
o [__ 2}—>IR flx) = arctgx+arctg— x#0
1 , X = 0

arctgx + arctgl— x#-1

d)f:[-5,0] >R, f(x)= { 1+
0

,x=—1

@ 13. Stabiliti urmétoarele inegalitati:

a) 1< [Nat+ldx <2,

b) ﬁgjj /i—;}dxéx/g;

0 0<[Mxgr <L
X e
Indicatie. Se folosesc marginile functiilor.

@8 14. Stabiliti urmatoarele inegalitati:

a)%S lfxd %;

b) 2v/e < Ie dx+_[ e dx<l+e;

. 2
c) g < Ioif(x)dx < (g) , unde

X
——, x#0
f:[o,ﬂ]—HR,f(x)Z sinx .
2 .
1 ,x=0
Indicatie. a) 1 +y < ¢ luam y = —x* si y = x%.
P

Deducem 1-x*<e” >
1+x

< sif.

b) si ¢) Se folosesc marginile functiilor e +e



Proprietatea de medie a integralei.

Existenta primitivelor unei functii continue

Ca aplicatie a integralei definite, vom stabili ca orice functie continud pe un interval, admite primitive.

Teorema. Proprietatea de medie a integralei
Fie un interval [a, b] c R, unde a, b € R, a < b. Daca f: [a, b] &> R este o functie continud, atunci exista

un punct ¢ € [a, b] astfel incat sa avem I: fx)dx=f(c)-(b—a).

Demonstratie. Deoarece f este continua pe intervalul inchis si marginit [a, b], multimea valorilor lui f este
tot interval inchis si marginit, f{[a, b]) = [m, M], unde m, M € R, m < M.
Pentru orice x € [a, b] avem m < f{x) < M. Aplicand proprietatea de monotonie a integralei, obtinem

def

m-(b—a)= _[ mdx < _[f(x)dx J'de M- (b—a), deci m< If(x)dx

In consecinta, p € [m, M], deci p este valoare a lui f; deci 3¢ € [a, b] astfel y
incat u=fc). m ==

Remarcd. Numarul p :lea‘ Iab f(x)dx se numeste valoare medie a lui f A

pe [a, b], iar teorema arata ca aceasta este atinsd de f* intr-un punct ¢ € [a, b].

Interpretare geometrica. Daca in plus /' > 0, atunci subgraficul T',

(portiunea hasuratda din desenul aldturat) are aceeasi arie cu dreptunghiul de
bazd b — a si 1ndltime f{c).

o a c b X

£ EEMPLY

Fie functia /: [0, 3] > R, fix) = x*. Sa gasim ¢ € [0, 3] astfel incat f 5 f(x)dx=3f(c).

3
m Solutie. Avem j 5 x’dx =% =3"=3¢’. Rezultd ci ¢ =+/3. Valoarea medie a lui feste u = f(c) = 3.

Teorema. Existenta primitivelor unei functii continue
Fie un interval / — R, un punct a € I si o functie continua f: / - R. Atunci functia F' : I > R, definita prin

F(x)=["f(t)dt, Vx eI, este o primitiva a functiei f.

Demonstratie.
Observam ci Vx € I, f este continud pe [a, x], deci este integrabila pe [a, x] si deci AF(x) € R. Fie x, X, € 1,
X # X,, arbitrari. Presupunem x, < x. Conform proprietatii de aditivitate, avem

F()=F(x) =]} fode— " f@o)de=[ for

Conform teoremei de medie pentru f pe [x,, x], exista si alegem c_€ [x,, x] astfel incat sa avem
F)-F(x)_ 1 ¢x _
ey L od= s

R x)—F(x
Deoarece f este continud si x, < ¢, < x, rezultd ca limc, = x, si hmM

XX, X=X, X —

lim f(e,) = f(x) -

Rezulta cd F este derivabila in x; si F''(x,) = f (x,). Deoarece x, este arbitrar in I, rezultd ca F este derivabila
si F/' =f, deci F este primitiva a lui f. m
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Formula Leibniz-Newton

Formula lui Leibniz (1646-1716) si Newton (1642-1727)
exprima legdtura profunda dintre integrald si derivata si
reprezintd un instrument principal de calcul al integralelor.

Teorema. Formula Leibniz-Newton
Fie un interval [a, b] = R, unde a, b € R, a < b. Presupunem
ca functia f: [a, b] > R este integrabild si admite o primitiva

F:[a, b] > R. Atunci are loc egalitatea fab f(x)dx=F(b)-F(a).
Diferenta F(b) — F(a) se noteazi F (x)|z sau F |2 (citim ,,F(x)
luat de la a la b”).

Demonstratie

Fie o diviziune arbitrara A =
a intervalului [a, b].

Pentru orice i € {1, ..., n}, aplicim formula cresterilor finite
functiei /' pe intervalul [x, , x] si obtinem un punct z, € (x,_, x))
cu proprietatea

F(x) = F(x, ) = F'(z) - (- %) = fiz) - (x, -
F'=f).

Lui A i asociem sistemul ,,special” de puncte intermediare

€= (210 s 2,) (citim zeta) si avem o,(f18)=3 /() (v —x.)=

(@a=x,<x, <..<x =b),n€ N,

x, ) (deoarece

D]=F(x,)~F(x,) = F(b)~F(a)=F| -

M:

[F(x)-F(x,

i
In continuare, facem un rationament de trecere la limita.
Luam un sir (A), _,, de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel
incat 11m||A |=0. Pentru orice n € N, luim sistemul ,.special”

de puncte intermediare (", asociat lui A , astfel incat o, (f;C")= F|
Conform definitiei integralei, rezulta ca
["fydx=limo, (f; ¢ =limF[ =F = F(b)~ F(a).
n—o 7 n—w ¢ a
Consecinta
Daca functia f': [a, b)] > R este integrabild si admite o
primitivd F : [a, b] > R (in particular daca f este continud),
atunci, folosind formula precedenta si continuitatea lui F, avem

lim [ feyde= lim(F(b) ~ F(x)) = F(b) = F(a) = [ f@r.
lim [*f(eyde= lim(F(x) - F(a)) = F() ~ F(a) = [ f(odr -

Remarca

Pentru calculul integralelor cu ajutorul formulei Leibniz-Newton,
este util sd ne reamintim primitivele principalelor functii uzuale.
De asemenea, pentru calculul unor integrale, este util sa ne
reamintim si cateva formule trigonometrice.
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Folosind formula Leibniz-Newton,
calculati urmatoarele integrale.

1 a) [yr=1%d; b) [j—Loar:

L 52
C)L>(x+1)5ab“ &) [ 3y

s3x—1 21
e) .[03 +1d f)on2+4dx

o [ 5 4dx h) [y,

2)a) [ Vadx; by [ NI xdx;
c) I;zx/2x+ldx; d) f;(2x+l)\/2x+ldx;
e) _[;xi/;dx; f) _[Osx\/3x+ldx;

31 3 1
e ) I . E—
® o m B YW o

dx

N 1
i) fﬁﬂ ; i) Iomdx
3) a) Iogsiandx; b) Io%costdx;
T 4n
o [ptgFdxs  d) [ ctgdy;
3

n n
e) L;‘(sinx +cosx)’dx ; ) IOZ sin’ xdx ;

g) ffcos3 xdx ; h) IO% (sinx + x - cosx)dx -

Indicatii. sin’x = (1 — cos?x)sinx;
cos’x = (1 — sin?x)cosx;
sinx + x - cosx = f'(x).

4) a) Iogsin4 xdx; b) ffcos4 xdx ;

c) I;(ex + xe*)dx ; d) Lz (Inx +1)dx .

Indicatii. 4sin*x = (1 — cos2x)?;
4cos*x = (1 + cos2x)?%;

e+ x-er=f"(x); Inx + 1 = g'(x).




JA_ME

.f,;

Tabel de integrale nedefinite
In acest tabel, atunci cand nu se specifici altfel, fiecare functie de integrat se considera definita

Amiwriaq Deorice interval maxim” pe care au sens operatiile indicate in expresia functiei. Constantele sunt

n € N, a € R si variabila reala este x. Formulele se verifica prin derivare:

n+l a+l
L| [x'dx=2—+%,ne N, xeR 2. | [x'dx="—+?, a%-1,xe(0,+)
n+1 a+1
1, » * x :i 7 *
3. I;dx—ln|x|+% ,x€ R 4., Ia dx 1na+(’ aeR;\{l}, xeR
; —L X—a| . @ 2_ 2 1 _l X o
5. fxz_azdx—2a1n|x+a|+(, a#0,xeR, x*—a"#0| 6. Jx2+a2dx—aarctga+(,a;éO,erR
7. J‘%dlen‘x+\/x2ia2 +¢ ,a#0, x’+a’>0| 8. I - 2dxzarcsin%#g,a>0,az—x2>0
x“ta a —x
9, Isinxdx:—cosx+§€,xe R 10. Icosxdx:sinx+%’ , xeR
11. J.tgxdx:—ln|cosx|+%’ xe[R\{%+kn|keZ} 12. Ictgxdx:1n|sinx|+§?, XG'R\{kTC|kEZ}
13. j.lz dx:—ctgx+fg,xe|R\{kn|kez} 14 | L dx:tgx+%’,xelR\{£+kn|keZ}
sin” x cos’ x 2

Formule facultative:

2
15. j\/xziazdxzﬁ-\/xziaz i%-ln‘x+\/x2ia2‘+‘6’,a>0 16. J.\/az—)ngZ%C\/az—Xz‘l'az arcsm%:+§?,a>0.

S

Aceste formule se verificd folosind proprietatea ,, _[ f(x)dx=F(x)+€ < F'(x)= f(x) “

Jf e Formule trigonometrice importante (fara a mai preciza conditiile In care au loc)
1] Vom considera doud numere reale arbitrare x si y.
A:LJ."}..T b 1. sin’x + cos’x = 1; sin(—x) = —sinx; cos(—x) = cosx; sin(x + 27) = sinx; cos(x + 27) = cosx.
2. sin(x + y) = sinx - cosy + cosx - siny z tg(x +y) = tgx + tgy
cos(x + y) = cosx - cosy — sinx - siny 1-tgx-tgy
2t
3. sin2x = 2sinx - cosx; cos2x = cos’x — sin’x; ; tg2x = %
. 2 1—cos2x 2 l+cos2x., 2> _1-cos2x
. SIn" X =—F—=;co8 x =—F—7"; t =
4. sy =" T B T cos2x
2tg X 1-tg* X 2tg X
5. sinx = zzx;cosx— 2)2€;t = 22x
1+tg" = 1+tg = 1-tg" =
£2 £2 £2
6. sinx +sin y=2sin> =2 cos T =Y
2 2 . X+Y . X—Y
o o cosx—cosy=—2smT-smT
COSX+COoSy = 2cos it cos =Y

7. sinx-siny = %[cos(x —y)—cos(x+ y)]

2 2

| sinx-cosy = %[sin(x + y)+sin(x — )]

cosx-cosy==[cos(x+ y)+cos(x— )]

"2
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BrEMrLE Aplicarea formulei Leibniz-Newton, pe baza rezultatelor din tabel.
Toate functiile pe care le integram aici sunt continue, deci integrabile.

L/

1) Sa calculim integrala /= fjx%ix.
4
Functia f: [2, 4] = R, f{x) = x*, admite primitiva F : [2, 4] > R, F(x)= XZ
4 A4
I=F) =F(4)—F(2)=4T—2Z=60.

2) S calculdm integrala /= | :;%dx
X

—3+1
Functia f: [-2, -1] > R, f(x)=-L=x, admite primitiva F : [-2, 1] > R, F(x)= x3+1=—#.
X - X

[=F[)=F)-F2)=-1+1-

[e2J[O8)

o=
00 | —

3) Sa calculam integrala 1= I ?2ﬁdx.
Functia /: [-2, 0] > R, f(x) =ﬁ, admite primitiva F : [-2, 0] > R, F(x) =1n|x—1| .
[=F)",=F(0)-F(-2)=In1-In3=~In3.

4) Si calculam integrala /= (1)(\/; +~1=x)dx .

1 1
Conform proprietatii de liniaritate, functia /: [0, 1] = R, f(x) =vx +V1—x =x?+(1—x)?, admite primitiva

1

1

+1 ot

F:[0,1] > R, Fx)= fz _(11#)
~+1 §+1

I=F,=F)-F0)=301-0-30-n=1.

:%(\/x_3 —J(=x)*) . Verificarea se face prin derivare.

[\

0
5) Si calculim integrala /= J._Si/;dx .
1 1y

Functia f : [-8, 0] — R, f(x)=3x=x°, admite primitiva F : [-8, 0] — R, F(x)=2 =23

1
3
[=F@, =F(0)—F(—8)=%(0—%/87):—%-16=—12.
6) Sa calculam integrala = j 12+dx. Transformam functia de integrat astfel incat sa aplicam o

V5x© -4

formula din tabel.

=L

J5

Xt -2

SRl

=L

e

7) 84 calculdm integrala /= ;\/I—xzdx.

1
Conform tabelului, /= 1. (x -v1-x* +arcsin x)‘o = % -arcsinl =

n
2 4
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8) Sa calculim integrala [ = I;x/3x2 +4dx .

Transformam functia de integrat astfel incat sd aplicdm o formuld din tabel.

e R e S

9) Sa calculam integrala /= [, sin®x dx .

0_4+\/_ In(2++/3) .

Folosim identitatea sin®x =

-cos2x , liniaritatea integralei si consultam tabelul.

0 —%-sin2x|g =§—0=§; [(%-sian) :COSZxJ.

o=
N |—

] | X
I:IOde_E.J.O cos 2xdx ZE

10) Sa calculam integrala /= I : tg%dx .

Consultand tabelul, I tgtdt=—In(cost)+ €, te [O, E) si tinand seama ca (1) =

\e]

T

- _3. X
I1=-3 ln(cos3)

=-3. (ln(cos )—ln(cosO))——3 1n— 3:-In2

0

' —sin®
Verificarea primitivei: {-3-In[cosX|| = 3.1 3~ tg.
3 3 X 3
cos3

Exercitii rezolvate.
Calculati urmatoarele integrale:

3 1
1) f;zx\/2x+ldx=x/§-f;2x x+%dx=«/§féz(x+%—%) x+%dx:\/zfolz(x+%)2dx—ﬂj.12(x+l)2dx=

12
EN|

:ﬁ%.(ﬁé)?

1
:%-«/(ZX—H)S‘: —%-N/(zxﬂﬂ: -

0
71+(%-62x—x)

3) I= I | || . Explicitam modulele si aplicim aditivitatea si liniaritatea integralei.

1

:%-(e’2+62)—1.

| 2x _ 0 2x L. oy _ 1 2x
e —1|dx—_[71(l—e )dx+_fo(e —l)dx—(x—z-e )

0

=)' |x+x| j1|x x|d = [* 2+ [0 =2f " av=of (X =Lt Ly

I x—1
:2Ii(1+ﬁ)dx =2-Llldx+2_f71ﬁdx=2x|fl #2:Infx—1[ =2-2In2.
1

1, |x=2
Sopd=lrd i s

4) j;x22 o=l —f+4dx [Udx+ 4] —1-1n3,

0

V6 —In(+2 ++/3) .

5) IIV 2dx = L— -2 (%ﬁ—%ln‘x+ﬁ‘)i:

6) L;‘tgxdx——ln(cosx)|0 = 1n(cos4)+ln(0050)——ln\/_—lnx/—
T COS” X sm X n(l-SlIlX)(l-i-SlIlX) [T . _ o
7 j01+s1nx '[0 T+sinx " =, 1+sinx dx= [ (1=sinx)dy =(x +cosx)f =m-2.
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2,
8) Aratati ca functia f: [0, 1] > R, f(x)= 2 este integrabila si calculati I ; f(x)dx .

1-V1-x*" ’

=
Il
e

Amplificand cu conjugata, f(x)="> 1(1 J’(l“l x) —1+/1-x7, Vx e(0,1]. Dar f(0)=2=1+1-0, deci

f(x)=1+~1-x*,Vx€[0,1]. Functia f este continu, deci integrabila si avem
1
I;f(x)dx=_[01(1+x/1—x2)dx=_f;1dx+_f01x/1—x2dx=x|:) +%'[x-\/1—x2 +arcsinx]0 =1+%.
9) Aratati ca functia /: [-1, 2] &> R, fix) = (9 — x?)*D este integrabila si calculati fl f(x)dx . Functia
semn, sgn(x —1)=-1 pentru x € [-1, 1), sgn(l — 1) = 0 si sgn(x — 1) = 1 pentru x € (1, 2]. Rezultd ca
Jx) = 9,2 pentrux€ [-1, 1), A1) =1sif(x) =9 —x* pentru x € (1, 2].

Functla f este discontinua in x = 1. Pe [-1, 1], functia f diferd de functia continua g : [-1, 1] > R,

g(x)= 2 in punctul x = 1. Pe [1, 2], functia f difera de functia continua % : [1, 2] > R, A(x) =9 — x* in

punctul x = 1. Conform criteriului ,,special”’ de integrabilitate, f este integrabila pe [-1, 1] si pe [1, 2].
Conform proprietatii de aditivitate, f este integrabild pe [-1, 2] si

[2 f@dx=[" f)du+[] fx)dx =] g)dx+ [ hx)dx =] 5

d)c-}—‘[1 (9—x")dx =

2

_ ES I O ‘ 20 1 20
.[1 7 dx+(9x 3)1— 5 x+3 12+3
0, x=0
10) Aritati ci functia f :[0,%}—)[& SO=1 1 1 (o E} este integrabila si calculati [2 f(x)dx .
sinx X ( "2

2 .2 2
Folosind descompunerea f(x)=*—S0X. X ,‘v’xe(O,%] si regula lui I’Hospital, se aratd ca
x sin” x

1
=, x=0
Elhm f (x) =5 . Fie functia continua g: [ ]—> R, g(x)= } . Functia f diferd de functia g in

f(x), xe(O,%

punctul x = 0. Conform criteriului ,,special”, f este integrabild si f 0% f(x)dx = I 0% g(x)dx . Ultima integrala se

calculeaza printr-un proces de trecere la limitd, permis de consecinta formulei Leibniz-Newton. Pentru ( < x <% avem
2 1_2 x-cosx—sinx _x

Ig(x)dx I( ! —%)dt=(—ctgt+%)n—ctg +E&£-_1=%24

sint ¢t R T X = X2 sinx

2

L?f(x)dx:I§g(x)dx:nnéfﬁg(t)dt:uné(%X’Cosx—smx. X ):%, deoarece, aplicand regula lui
x>0

sinx/ m©
x>0 X
I’Hospital, lim *-€98X = SINX _ iy X-Si0X _ si lim—2—=1.
x—0 X 02X x—08in x
x>0 x>0 x>0
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Fﬂ#ll’AE Calculati urmatoarele integrale:

ﬁ @ l.a fé(2x+l)5dx;

piopsiE

b) I:zl(x—%)dx;
o [3E51a @ [N 5
@ 2.a I13xx—ledx; b) [ 2(;6:5) :
o lif3 x+1 d) Ijmdx
@ 3.a) Ilm\/g/i“dx; b) f%ﬂdx;

c) IZ\5ISx—3dx; d) _[fﬁdx
5 X —
@ 4.2) I(jx\/x+ldx; b) I;|x—l|\/;dx;

2x +1dx

2
0 i3 —dr; d [;2

@ 5.a) J'%l

1 2 1
—dx;b ——dx;
T+ —4x° ) IO V3xi+4

)I1\/4 x° +\/4+x dx .

Ji6—x*

3 1

© IO x+Vx?+1

dx;

@ 6.a) j;cosgdx; b) _[4sm3xdx,

c) ‘[Ogsinzxdx; d) _[Ogcoszxdx.

@ 7.2 jgx/l—sin2xdx ; b) J-OZT[\/1+COS)CdX ;
c) _[O%tgzx dx; d) ‘[O%sin3x‘cosx dx .

@8 8. Aratati ca functiile urmatoare sunt continue
si calculati integralele lor.
Nx+2,xe[-2,2]

a)f:[-2, 8] >R, f(X)={m, re.8]
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Jax 11, xe[—%, 0}

b) f:[—% 2}—>IR, f(x)=

T
tgx,xe[ 4}
nn
ctgx,xe(4, 2]

d) f[ }—)IR f(x) = min{tg x, tg’x}.

o f{0. 2[R, s(0-

@ 9. Aratati cd functiile urmatoare sunt integra-
bile si calculati integralele lor.

I nx _2+sgn(x) |

2) f[ 4,4}—>|R,f(x) cos’x
_sgn(x—1)

b) /:[0,/3]>R, f(x)= R

¢)f:[0,2] > R, flx) = (x + 1)seb;

3
ik SN

d)f: 2,01 >R, f(x)=

,x=-1

@ 10. Aratati ca functiile urmatoare sunt integra-
bile si calculati integralele lor.

1_ n
ctg x, xe(O, 21

D £:0.2|5R, f={x .
b)f: [0, 11 > R, f(x)= J%_ 1:8’ 0.,
0 ,x=1
1n+tgx,xe[0,g)
o f:0.3|5R, f={*"2 :
0 ,x==1
2
1 5= 1 xXe O,E
@ r{0.7]R. few=ll3) °3
S



Metode de calcul al integralelor definite. Integrarea functiilor rationale

Definitie. O functie rationald f, definita pe un interval 7, este de

forma f(x)=%, Vxel,unde P, 0 € R[X]si O(x)#0 pe I.

Pentru a calcula integrala definitd a unei functii rationale,
va fi suficient sd stim sd calculdm o primitivd a sa, urmand
apoi sa aplicdm formula Leibniz-Newton.

Deci ne vom ocupa in cele ce urmeaza de metodele de calcul
ale integralelor nedefinite ale functiilor rationale.

JA_ ~€ . cateva integrale nedefinite ale unor functii rationale im-
portante. Intervalul de definitie al acestor integrale este

inclus in domeniul functiei. Formulele se verifica prin derivare.

n+l
Ix"dxz +¢|,ne N; Ildx=1n|x|+%”
+1 X
—n+l
[xrdv==mi?| ne2, 3,4, ..
1 _1 X ol . 1 1
Ix2+a2dx—aarctga+( ; -[xz—a dx _2a1 a+%’

,unde P € R[X], P(x)#0,Vxel.

jP(x)dx_1n|P(x)|+%

J‘&dx =arctg P(x)+ ¢ |, unde P € R[X].

1+ P*(x)

Formuld facultativda

}+%’,a>0

1 1|1 X X
_[ ——odX =——| —arctg—+———
x"+a) 2a°| a a x +a

£ EEMPLY

QX" —1y
> dx =arctg(2x' —1)+¢
m j4xl4 P j1+(2x = arctg2x’ 1)

Definitie. O functie rationald se numeste functie rationald
simpld daca are una din formele:
(Df(x) = P(X) P e R[X]
2) f(x)=—>—,4,acR, neN"
(x a)
Ax+ B

(2—b)na1‘1aB,a,bEIR,A=a2—4b<O,neN*
X2+ ax +

B3) f(x)=

Importanta functiilor rationale simple rezultd din urmatoarea...

Teorema. Orice functie rationala se poate descompune, in
mod unic, in suma de functii rationale simple.

EEEMPLY

i

—4x3+9x2—5x+16:x+1+ 2 5
(x> +1)(x=2)° 4l (x=2)Y x-2°
Verificati egalitatea prin aducere la acelasi numitor.
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1) Calculati urmatoarele integrale
nedefinite si precizati un interval de
definitie:

a) [ ~2x+Ddx; b) I(x3—%)dx;

3x? 2x+1
———dx; d
o) [ S ) e
2x
Ci .
) '[1+x2 o
) —3y* +1 )
2) O—)dX, )_[ P 5

i) I(2x2+3—%)dx;

. 5
i) J(2x5 +x-— 7 +1)dx ;

12x° —x+2

k | . dx;
3x4—x7+2x—\/§
6x—1
1 dx ;
)-[1+(3x2—x+5)2 *

2x-3
m dx .
)'[x4—6x3+11x2—6x+2 o

2) Aplicati teorema impartirii cu rest
pentru impartirea polinomului P la
polinomul Q si apoi descompuneti

. P . o .
functia f =— 1in functii rationale simple.

0
a)P=X-17, 0=X
byP=(X-17 0=X+2
OP=(X-1y, 0=X2-1
HP=X2-X+1P, O=X-1)
OP=X'-1, 0=X?
fl)P=X—X+1, O=-3X?

gPPr=X-1y, 0=X+1
hyP=X°+2, O=X+1

DP=X’-X2-4X+2, O=X+1
DP=X5-X>—4X+2, O=(X +2)
KYP=X-X>-4X+2, O0=X¥X +2)

DP=X5_ X2 4X+2, Q= %XZ

o -



Pentru a integra functiile rationale este suficient sa stim:
I. cum descompunem o functie rationala in functii rationale simple;
II. cum integram functiile rationale simple.

Sa tratdm pe rand aceste doud cerinte.

L. Descompunerea in functii rationale simple — tema de sinteza
Fie f(x)= %, P, QeR[X]. Conform teoremei impartirii
cu rest, exista si sunt unice polinoamele C, R € R[.X] astfel incat

R(x) R(x)

(x)=C(x)+
/ () 00
in functii rationale simple, descompunem polinomul Q in factori
ireductibili, care pot fi numai de gradul I (de forma x — a) sau
de gradul II (de forma x> + ax + b, cu a®> — 4b < 0). Distingem
mai multe cazuri in care este necesar sa determindm coeficientii
reali 4, B, C, ... de la numaratorul functiilor rationale simple.
R(x) __4

—a

X—da

si gradR < gradQ. Pentru a descompune

Daca gradQ = 1, atunci (pentru O(x) =x-a).

Daca gradQ = 2, putem avea una dintre urmatoarele situatii:
R(x) 4 B -
¢ = entru O(x) = (x — a)*);
G-af  Goay x_a (e O = -ay)
R(x) A B
= b =(x - “b)):
G-aG=b) x-atx-p (1L -a-b));

. R(x) _ Ax+ B
x’+ax+b x*+ax+b
Daca gradQ = 3, putem avea una dintre urmatoarele situatii:

R(x) A4 B C
3T 3T 2
(x—a)y (x—a) (x—a) Xx-

(Ox)=x*+ax+b,a>-4b<0).

— (pentru 00 = (- a)° )

D e e e (G0 = - -
R(x) __ 4 N B N Cc
(x—a)x—-b)(x-¢c) x—-a x-b x-c’
R(x) Ax+ B N C

(x> +ax+b)(x—c) x’+ax+b x—c’
Daca gradQ = 4, putem intalni mai multe situatii dintre care
vom prezenta numai doua:

R(x) __ 4 . B Cx+D
(x—a)’ (x> +bx+c) (x—a)® x—-a x*+bx+c ’
R(x) Ax+ B Cx+D

(C+ax+b)(x* +ex+d) xX+ax+b xX>+ox+d

Celelalte cazuri se obtin considerand toate descompunerile
posibile ale unui polinom de gradul IV in factori ireductibili de
gradul I si II. De fiecare datd cand unul dintre factori apare la o
putere n > 1 vom considera toate functiile rationale simple care
au la numitor acel factor la o putere £k < n, k€ N.
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e

myP=X5-X>-4X+2, 0=2Xx-1

N P=X-X—4X+2, 0= X -2
3) Descompuneti in functii rationale
simple:

_ 1

A ey P
_ xi+x+1

b) f(x)_x4—2x2+1
_ox—1

©) f(x)_x4+x2+1

d) ()= 2

(x> +1)(x=2)°

o) f(x):x3—x+7

(x+1)x
Indicatii.
)X -6+ 1lx—6= (- D(x-2)x-3),
1 __4 B N C
X' —6x*+1lx-6 x-1 x-2 x-3’

Aducem la acelasi numitor si identificam
coeficientii termenilor de acelasi grad.

A+B+C=0
Obtinem sistemul {54+4B8+3C=0
6A4+3B+2C=1
.. I :l
cu solutiile A_Z’B_ 1, C >
_ 4 B Cc _
ca urmare, f(x)_x_l+x_2+x_3—...

b)x*—22+1=-1P=@x-1P2x+ 1>
X 4+x+1 A B C D
4 _n 2 - _1+ _ 2+ 1 2
X =2x"+1 X (x=1)" x+L (x+1)
Prin identificare obtinem sistemul
A+C=0

A+B-C+ D=1

-A+2B-C-2D=1
-A+B+C+D=1

cu solutiile A:O,B:%,C:O,D:%.
Oxt+x+1=+x+1DHX*-x+1),
x—1 _ Ax+B |, x+D

(X +x+1)(x* —x+1) X 4x+l P—x+]

xX*=2 Ax+B  C D
d = + +
)(x2+1)(x—2)2 X+l (x=27 x-2
3_
e)x x;lr7:A3+Bz+C+Q
(x+)’x  (x+1° (x+1)° x+1 x

I —



Pentru calcularea coeficientilor care apar la numaratorul functiilor rationale simple, sunt doud metode:

Metoda I. Metoda II.
Identificarea coeficientilor polinoamelor obtinute Dam valori necunoscutei in ecuatia obtinuta dupa
prin aducerea la acelasi numitor a functiilor rationale. aducerea la acelasi numitor a functiilor rationale.

Exercitii rezolvate.

Sa descompunem in functii rationale simple urmatoarele functii:

1 = * ;
) S ) x*=5x+6
Solufii. x* — 5x+ 6 = (x — 2)(x - 3), deci —>—— =4+ B Ghtinem x = A(x — 3) + B(x - 2).
) ’ x2=5x+6 x-2 x-=-37 "7
Metoda I. Avem x=x(4+B)—-34-2B. i Metoda II. In identitatea x = A(x — 3) + B(x — 2),
Identificam coeficientii polinoamelor; obtinem 2 dam lui x, pe rand, valorile x = 2 si x = 3:
A+B=1 — _ _
{ » deunded=-2,5=3 ? 2=AR=) =B 2). Obtinem B=3si 4 =-2
34+2B=0 z 3=A43-3)+B(3-2) ’ ’ ’
f@)=——2s 4 6 2,3
T i-2 yx_3° )4 de unde f(x)z—m+x_3.
2) S =5
X' —4x* +5x-2
x+1 A B C

Solutii. Avem x* — 4x> + Sx —2=(x — 1)’(x — 2) ; + . Prin aducere la

= +
X —4x7+5x -2 (x-1)? x-1 x-2
acelasi numitor obtinem x+1=A(x=2)+B(x—D)(x-2)+C(x-1)*.
Metoda I. i Metoda II. Dam lui x, pe rand, valorile 0, 1, 2 in
x+1=x*(B+C)+x(4-3B-2C)-24+2B+C, identitatea x+1=A(x—2)+B(x—1)(x=2)+C(x—1).

¢
B+C=0 ¢ 1= A(-2) + B(-1)(=2) + C(~1)?
de unde ¢ 4-3B—-2C=1 . Rezolvim sistemul si z Obtinem sistemul <2 =A(-1)+B-0+C-0
—2A4+2B+C=1 : 3= 4.0+B-0+C-12
obtinem 4 = -2, B=-3,C=3, : Solutia sistemului este 4 = -2, B=-3,C=3,
3 2 3 3 2 3
X)=— — + . =— —
f( ) x—1 (x—1)2 (x—2) : f(x) -1 (x_1)2+(x_2)‘
3 S@)= .
xt—x’+x-1

1 _ 4 B Cx+D
xt-xP+x-1 x—1 x+1 ¥ —x+1’

I=Ax+ D> —x+1)+Bx-1D*—x+ 1)+ (Cx + D)(x + 1)(x — 1).
- 1+iV3

Solutii. x* —x* +x—1=(x— D)+ (x> —x + 1). Avem

Metoda I. Identificdm coeficientii in ecuatia i Metoda II. Dam lui x valorile 1, —1 si 3
1=x’(A+B+C)+x*(-2B+ D) +x(2B-C)+ A—B-D
FAFB+ O+ (2B+ D)+ x( )+ ¢ care este o solutie a ecuatiei x> —x + 1 = 0. Obtinem
A+B+C=0 ¢ (1=4-2
2B+D=0 - TS S S U R
Obtinem + , A:l, B:_I,C:_l,D:_l ¢ J1=B-(2)3 ) A_E’ B__E’C__§’D__§
2B-C=0 2 6 3 3¢ 3 3
O P P Ee NN EeNE
A-B-D=1 : 2 ) 2
1 1 1 x+1
Rezultd f(x)= — - ) ¢ S S S S
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II. Integrarea functiilor rationale simple.

n+l n
n n—1 _ X x_ ©
¢ I(anx +a, x +...+ao)dx-ann+1+an_l . +o.tax+€|
A A
¢ dx =— +¢.,ne{2,3,4,..}.
-[(x—a)” (n-D(x—a)"" { j
OI A dx=Aln|x—a|+¢
xX—a
¢ Calculul integralelor J‘zAw—jLde , A=a*—4b<0.
X +ax+b
J‘ Ax+B J‘(x tax+b) +( lAa)J‘ dx2 _
x° +ax+b X +ax+b 2 a |A|
x+o |+
2 4
=§1n(x2+ax+b)+2B_aA-arctg2x+a v .
VAl NIN
f—zAx+B dx =éln(x2+ax+b)+23_aA-arctg2x+a 4
X" +ax+b 2 /|A| /

Nu trebuie sa retinem aceasta formula, ci doar modul de calcul.
Ax+ B

(x* +ax +b)’

Vom calcula integrala cu ajutorul unor integrale mai simple:

¢ Integrale de forma J dx,A=a" —4b<0.

t (& +1) 1 1
1 —+
) '[(t2 +1)° -[ 1+7

1 _1 l t ,
2) j(tz ) dt = Saretg+ 37517 ¢ - conform formulelor
recapitulative.

pl+q tdt dt -p+qt q
+ = arctgt+ ¢

) I I(r +1)° 1 (F+1)* 201+ e

4) jf(pt+q)dt =;F(pt+q) +% , VY fcontinua si F ejf(r)d;

Pt+q
¢+ 1 ror 1 (¢
5) Adtz—SIr—"zdt:—zF(;),cu Fej _ds

(Z+r7)? r {(I)Z_H} r
r

6) J—ZAX+B = I AQ2x+a)+2B- aAdx=8F(2x+a)+§{3,
(x +ax+b) [(2x+a) +|A|}
unde F € f)t—tg)za’t ,p=4, g=2B-ad,r=+IAl.
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4) Calculati integralele urmatoare si
verificati prin derivare obtinut rezultatul:

a) [(x=Tydx b) j(—— - )dx
o [ 25 9 [55

¢) J@)Cd% D Ix+1
)J~33dx ) szdil

D J.xz +sin’a ) J‘x2 +tg’a

2dx
9 Im )~[4x2+3
Sl B el
O)I 2x—3 J-(x+1)dx
2xcosa+1 X +x+2
J-( x+1)dx _[ dx
X +2x+2 (x* +1)°

J‘ dx J‘ dx
)11y Y VG i3y

(x+1)dx

w | (1 2x+5) J 4 1)
Jr( x+2)dx Jr (2x+1)dx
(4x° +1)° (x> +2x+5)

5) Calculati integralele nedefinite ale
urmatoarelor functii rationale:
1
a) f:Ro>R, f(x)=————
)/ S (x) x*=2x+3
x—1
x> +2x+5

c) f:(a,b)—)lR,f(x):xz_EZ;Z;i.,.ab

( 1)(x +3)
x +1
-9x
—-2x+3
x(x2 ~1)(x*-9)

(1 o _ xt+1
g) f(la )—)R,f(X) (x_l)Z

b) f:R—>R, f(x)=

d) f:LD->R, f(x)=
e) /:(0,3) >R, f(x)==
f) f:Gi0) >R, f(x)=

I —



Exercitii rezolvate.

1) Sa calculam: I

1
s dx

, 0<x<l1 51I2—.
N D

;X —X +x—1

dx
xt=x+x-1
Solutie. x* —x*+x—-1=(x-1)(x+ 1)(x2 —x + 1). Descompunem 1in functii rationale simple:

_ 1 1 1 1 x+1
f(x)_x4—x3+x 1 2(x 0 6(x+1) 37 ff(x)dx——ln(l X) —ln(x+1) f x+1
x+1 (x* —x+l) 1 ) 2x—1
dx + =—In(x* —x +1)+/3 -arct +¢ .
'[ x+l I -x+1 ZJ x+1 2 (" —x+]) &
1
) 1, 0=x 1l o A 1,7 N33
Rezulta: jf(x)dx-EIn 1 —Earctg \/5 +€ si I; P a+x-1 6 18 3 g 9 -
2) Calculati: [ = j x—l x
0(x* +4x+5)
Soluie. |1 =] | Cordeed) goaf 9 L3y unde o= 9
(x* +4x+5) 29 (x* +4x +5) (x"+4x+5) 2(x” +4x+5) (x* +4x +5)
g = —dx2 >=F(x+2)+%, unde FGI zdt 2=%arctgt+%—2t +.
[(x+2)" +1] (* +1) £ +1
dx 1 1 x+2
=|—F——F=zarctg(x+2)+ =———+€
J‘(x2+4x+5)2 2 &( ) 2x*+4x+5
_ 1 3 1
j > x-1 sdx=——— I —3(72—123)C—+7—§arctg(x+2)+%. Rezulta [ =———arctg—.
(x*+4x+5) 2(x* +4x+5) 2x°+4x+5 2 5 2 7
preblEar @ 1. Calculati integralele nedefinite ale @ 3. Calculati:
=—=  urmatoarelor functii rationale:
X 1 2
a = = + ,x>2
pRopUsE ) 169 P 3x+2  x-1 x=2"
2 1 3 1 2 2x+1
b o X Ex+l N x<-l _2x+l
) Jx) x'=2xT 41 4(x—-17  4(x+1) Jl x4+l
x+1 2
c _ X
RS e N o [, Lot
2. Calculati urmatoarele integrale definite: @ 4. Calculati J- (x+3)dx . pe un in-
2 X(x+2)(x+4)(x+6)
0 x*—2x+43 X -2x+43 . ! X de
Ax-D(x+2) IO(X+1)(X+2)2 o terval pe care x(x+2)(x+4)(x+6)=0
2 x* -1 2 x*+2
: dx ; Fi .. : A
0 7 +5x +8x+4 L T+ D+ 4) @ 5. Fie functiile f, g : R —> R astfel incat

f'(x)=m-g(x) si g(x)=n-f(x), m, n constante nenule.

dx ;
o 42x% +2x+1 . f(x)dx
a) Calculati J—
- Jaf(x)+bg(x)

3xt-8x" +12 af (x) + bg(x) # 0.
b) Aplicatie: f (x) = sinx, g(x) = cosx.

, pe un interval pe care

I x =1 - J'4 ¥ —x+1
-1 (x? +1)(x —x+1)

3

J
Jor
J‘ -2 Jl 3x-2
J
J

2 (x +1) (x —6x+10)
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Metode de calcul al integralelor definite.

Integrarea prin parti si schimbarea de variabila

Metodele de calcul urmaresc transformarea unor integrale
~complicate* 1n integrale care sd poatd fi calculate mai usor.

Vom considera doua intervale /, J — R si doud variabile de
integrare x € [, t € J.

Vom mai considera doud functii f, g : / —> R continue si o
functie ¢ : J — [ derivabild, cu derivata ¢' : J — R continua.

Teorema. Formula de integrare prin pdrti.
Presupunem ca functiile f, g : I — R sunt derivabile, cu
derivatele f', g’ : I > R continue. Fie doua numere a, b € I.

Atunci: [ f(x)g'(v)dx = f(0)g() [, -] g0 f (x)dx

Demonstratie.

Formula de derivare a produsului a doud functii derivabile,
(f-2)x)=f"(x)gx)+ f(x)g'(x), Vxel, arata ca functia
produs f - g este o primitiva a functiei f'-g+ f-g’.

Folosind formula Leibniz-Newton si liniaritatea integralei,

obtinem (f-g)(b)—(f-g)(a)= Iab[f'(x)g(x) + f(x)g'(x)]dx =
=" fgdr+ [ f()g'(x)dx, adica
[ g @adr = gl [ g()f (x)dx . =

Observatii.
¢ Uneori, se foloseste scrierea pur formald f'(x) dx = df (x),
care face ca relatia sd capete un aspect simetric:

b b
[ rdgo =g -] g dr ).
¢ Formula se aplica ori de céte ori functia de integrat se
poate descompune in produsul a doud ,,parti“ f (x) si g'(x), alese

astfel incat Lb g(x)f'(x)dx s fie mai usor de calculat.

¢ Formula de integrare prin parti pentru integrala nedefinita

Presupunem ca f si g sunt derivabile si cu derivatele con-
tinue. Conform formulei de integrare prin parti, pentru orice
a, x € I avem

[, f(®)-g'0)dt = f(x) g(x) - f(a)-g(a) - |, &) f'(D)dt .
Deoarece x este arbitrar, conform teoremei de existentd a
primitivei unei functii continue, formula precedentd se scrie

[ f(x)-g'()dx = f(x) g(x) = [g(x)- f(x)dx, x €]

£ REMPLY

i

- 1
Sa se calculeze integrala .7 = IO xe  dx .

Solutie. Luam functia f (x) = x, V x € R. Rezulta
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1) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:

2 1
2) L In xdx ; b) jo In(3x + )dx ;

5 ¥
c) j 13 arctgxdx; d) J‘ 3xarctgxdx .
ﬁ 0
Indicatii. Integralele se scriu n forma:
2) Lz(lnx)(x)'dx :

b) jol(ln(3x+1))(x)'dx;

NG
c) j |, (arctg x)(x)'dx ;
N

N5 Y
d) .[0 (arctgx)(Tj dx .
2) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:

2n

a)I xsinxdx
0
2n

b) IO xcosxdx ;

2
) L xInxdx;

3
d) | ? xarcsinxdx.
0

Indicatii. Integralele se scriu n forma:

2n
a) IO x (—cosx)'dx;

2n . ,
b) [ "x (sinx)dy;

2 2y

c) J; Inx {%j dx;
N 2y
> . X

d) J‘O arcsin x (TJ dx .

3) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:

a) [, x2%dx;

elnx
b | 7




ca g'(x) = e*, deci putem lua g(x) =le2x. Inseamna ci am

2
ficut alegerea: /, g : R > R, f(x) = x, g(x) :%e“, a=0,b=1.

Functiile f si g verifica ipotezele din teorema. Rezulta

o _ 1 2x _ 1 1 2x 1 2x ! 1 2x
(/—J‘Oxe a’x-j0 (2 )dx x(ze )0_'[0(2 )(x)dx_

1 -l

1
e _2 =’ __(

2x
2 2j d = 2 2¢ 1,72
Calculul lui I poate fi prezentat schematic astfel:
f0) =5 g@) = ()= 1. g(x) =3¢, VxeR;
o 1 2x _ l 2x 1 1 2x
(/—J‘Oxe dx—x(ze ) .[o -1dx.

2¢

e 7 e ey

(e2 +1).

0

Teorema. Formula de schimbare de variabild.
Presupunem ca functia ¢ : J — [ este derivabila, cu derivata
continud si functia f': / —> R este continud. Fie doud numere

o, B e J. Atnci: [ f(o(0) ¢'()dr =j‘”(“‘: f(x)dx .
o o(a
Se fac schimbadrile, de variabila si de simbol,
ot)=xsio'(O)dt=dx,te Jsixe I

Demonstratie.

Constatam ca ¢(a), ¢(B) € 1. Functia ffiind continud, admite
o primitiva F': [ -> R, deci F'' = f. Formula de derivare a functiei
compuse, (F o) (1)=F'(¢(1)-9'(1)= f(¢()-9'(1), Vie ],
aratd cd [ o este o primitiva a functiei (fo@)-¢’ .

Conform formulei Leibniz-Newton, aplicatd de doua ori, avem

_[ff(¢(l))~(p'(t) di=F = F(o(B)) - F(g(a)) = F oB) _

o(a)
j‘”“” f(x)dx.m

Observatii.
¢ Schimbénd rolul variabilelor x si ¢, formula se mai scrie
p , o)
[, ey o@ax=[ .
Se fac schimbadrile, de variabila si de simbol,
o(x)=tsi@'(x)dx=dt,xeJsitel.
¢ Daci trebuie sa transformam integrala Ib f(x)dx , unde
a, b € I, atunci, ,,citind invers formula®, trebuie ca a si b sa fie
valori ale lui ¢, adica trebuie ca sa existe a, p € J astfel incat
o(a) = a si ¢(B) = b. In acest caz,
o(B)
[[reoax=[""" rax=[" foe)-gyar.
Se fac schimbarile, de variabild si de simbol,
=) si de=0¢'(t)dt,te J si xe 1.
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c) I xln—dx

d) IO x’ arctg x dx .

Indicatii. Integralele se scriu n forma:

a) J‘;x(%jdx

b) Lelnx(—%)'dx;
c) j In “1( jd ;
d) J‘ arctgx( jdx

4) Calculati integralele urmatoare cu
ajutorul a doud integrari prin parti:

T T
a) I x’sinxdx; b) I x* cosxdx ;
0 0

U2 oov g, L
c) Xe dx ; d) xe dx
Indicatii. Integralele se scriu 1n forma:

a) Ionxz(—cosx)'dx; b) Ionxz(sinx)'dx;

oz Jaes @ fx

5) Calculati integralele urmatoare,
folosind formula de integrare prin parti:

™

2 X .
a) [} —dx;

7 sin“x

b) Exctgzx dx
4

2n 2n
) IO e'sinxdx ; d) IO e’ cosxdx.

Indicatii.
a) =(—ctgx)’;
sin® x
by ctg’x= .12 -1
sin”x

¢), d) se integreaza de doua ori prin parti.




¢ Folosind ,scrierea pur formald“ do(t) = @ (t)dt formula
de schimbare de variabild devine I f (o) do(t) =j “ f (x)dx.
o o(a

4 Formula de schimbare de variabila pentru integrala nedefinita
Presupunem ca f: I — R este continud si ¢:J —> [ este

derivabila, cu derivata continud. Conform formulei de schimbare
de variabila, pentru orice, o, t € (y € J, x € ) avem

[ (@) @'y =[5 f(x)dx|

Deoarece t este arbitrar, conform teoremei de existentd a
primitivei unei functii continue, formula precedentd se scrie

[ £ (@) @'(0)dt = ([ f(x)dx) o @
Daca ¢ este inversabila, atunci, compunand cu (p’l , avem
(f (@) @'()dt) oo™ = [ f(x)dx .
LrEMrLE
Solutie. Avem (cosx + sinx)’ = cosx — sinx, deci integrala are
o n/4 . , _ B o
forma 7 = jo o (cosxsinx)dv = j F(o(x))- ¢'(x)dx .

Luam: o = 0, B=%; (p(x):cosx+sinx:t,Vxe[o,%}

< < . /4 cos X —sinx
1) Sa calculam integrala .7 = I —————dx
cosx +sinx

Apoi reprezentam subgraficul I',, a carui arie este I.

f()= %, Vt e (0, ). Functiile care rezultd, o¢: [0, %} — (0, )

si f: (0, ©) > R, verifica ipotezele din teorema: ¢ este
derivabild, cu derivata continua si f este continud. Facand
schimbarile, de variabila si de simbol, @(x) = cosx + sinx = ¢ si
do(x) = ¢'(x)dx = (cosx — sinx)dx = dt, obtinem

(n/4) V2
7 =" roydi=| %dtzlnt|lﬁ:1nx/§.

©(0)

Calculul lui | poate fi prezentat schematic astfel:

. (Zcosx—sinx , |cosx+sinx=1,1e(0, ) x=0=1=1
~Jo cosx+sinx (cosx +sinx)'dx = dt x:%:ﬂ:\/i
N:3
7 =["Lar=m2.
1t
y
Pentru grafic, calculam derivatele Iy
f'(x) = —2(cosx + sinx)2 < 0 si f"(x) = 0
: an
Subgraficul I', este reprezentat de
multimea hasuratd din desenul alaturat. 0 p i %
Avem aria (T',)= In/2 . Y
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6) Uitlizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

I x
a) j0x4+1dx

b) [ ———d
) 0 ’4_x2 x
c) I;xlex3+ldx;

d)j

e —d
) I02x2—2x+1 3
f) J.lee"x2 dx ;

dx ;

b

b

& 1
O | Sy

h) J? (sinx +cosx)e*dx .

Indicatii.
a),b),d),fH)x’=¢r; co)xX+1=¢;
e) x—%:t; g)Inx=1¢; h)esinx=1.

7) Utilizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

m m
2 . 2.3 .
a) jzsmxcostdx, b) Iozsm xcosxdx ;

2 smx . T .
9 -[0 cos’x x: 9 -[El—cosx ’
A ) 3 s1n2x )
) -[0 1—sinxdx’ D -[ 1+cosx ’
5 sSin2x 1 s1n2x
dx; h
& 'L /sinx ) '[ x/cosx

Indicatii. a)cosx=1¢t; b)sinx=¢;

c)cosx=¢; d)ctgE=r; e) T—x=1;
2 2

f) cosx=¢; g)sinx=1¢; h)cosx=1

8) Utilizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

™

7 1
a)_[ 2

0 cos'x

b) 1

0 cos®x

dx ;

dx ;




=
et

Vx € (0, 1]. Pentru a scépa de

2) Sa calculam integrala .7 = _[

=
idx

radicali, facem schimbarea de variabila

x=@(t) =sin’ ¢, ‘v’te(O, %} Avem: ¢(f) € (0, 1], Vte(O, g},

Solutie. Notam f'(x) =

functia (p;(o, %} — (0, 1] este derivabild, cu derivata continua;

I . . . . e
numerele 5 8 1 sunt valori ale lui ¢ si anume, pentru t:Z,

.om 1. T .o
xX=sin"— == tru t==, x=sin"==1;
4 =7 §ipentru 7> > =1
dx = '(t)dt = 2sintcostdt. Aplicand teorema, rezulta

\] Sll’l t

7= I f(x)dx I f((P(f))(P(f)df—j R -2sintcostdt =
:2I£§S§§j+t1 2] (1-sint)dt = 2(t +cost) ;:__(

2
cos't =1-sint|.
1+sint

Calculul lui | poate fi prezentat schematic astfel:

in s P S
(szlmdx X =SIln t,tE O’E 4 >
3 x++/x N - .
dx =(sin” t)'dt = 2sintcostdt t_f =x=1
K a2
7:'[712 @%intcostdl‘:ﬂ_ﬁ.
7 sin” ¢ +sint 2

Aplicatie. Functii pare si functii impare — teme de sinteza
Fie un numar a > 0, o functie continud f: [-a, a] > R si

integrala .7 = faf(x) dx .
Facand schimbarea de variabilda x = —, ¥V ¢t € [-a, 0], avem
[ reode={ feorend=— fende=[ fende=|" f(-xydx.
Daca f este functie pard (f (—x) = f (x), V x € [—a, a]), atunci
T = j" F(x)dx + jo“ F(x)dx = jo F(=x)dx+ jo f(x)dx =

= jo“ F(x)dx+ jo f(x)dx =2 jo F(x)dx.
Daca f este functie impard ( f (—x) = —f (x), V x € [-a, a]),

atunci .7 = j" F(x)dx + jo“ F(x)dx = jo F(=x)dx + jo F(x)dx =
= —jo“ F(x)dx+ jo F(x)dx=0.
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) J’O sinx

3+sin? x

T[ .
7 COSX—sinx
J“‘—dx

0 (cosx +sinx)’
Indicatii. a), b) tgx =t ;
d) cosx + sinx = ¢.

c)cosx =t;

9) Aratati ca avem relatiile:

m Y
2 - 10 2 10 .
a) ,[02 sin"'xdx = JOZ cos xdx ;

b) L‘x“(l —x)dx= jolxb(l —x)'dx (a, b>0)
Indicatii. Se fac schimbarile de variabila:

a)x—z—y, byx=1-y.

10) Fie functia f: [0, 1] > R,
2.@ xel0,1)
f(x)= x—1" 7. Aratati ca f
1 ,x=1

1
este continua si calculati IO f(x)dx .

Indicatie. Se simplifica fractia cu Jx -1
si se face schimbarea de variabila x = £

11) Fie functia f: [0, 3] > R,

—\;x-l—l—l, xe(0,1]
S (x) = :

,x=0

N — =

Aratati cd f este continud si calculati

jol F(x)dx .

Indicatie. Se amplifica fractia cu con-
jugata numaratorului, se simplifica, se
noteazd Vx+1=¢ si se face schimbarea

de variabila x = # - 1.

12) Fie functia f: [-1

X2

S(xX)=91-+1-x2
2 ,x=0

Aratati cd f este continud si calculati

j_ll f(x)dx .

1] > R,
, xe[-1,1]\{0}




LrEmrLE 2 X
1 dx=0.
@ B e
Intr-adevar, f(x)= X =
I+x

Pentru a reprezenta grafic functia, stabilim semnele deriva-

, este functie impara.

telor f'(x)= si f"(x )—M. Graficul lui f este

(1 ) (1+x7)
simetric fatd de O si este reprezentat in figura urmatoare.

y
Lo y=fx) .
a Bt
S B N
i 12

_ 1
2) ,"2211:12 dx=2 JOI T J d+xy ) ——=dx=In(1+x )| =1In5.

A X
Intr-adevar, f(x)= | | >
I+x

, Vx e R, este functie para.

Deoarece graficul lui f este simetric fatd de axa Oy si f coin-
cide cu functia precedentd pe [0, 2], rezulta urmatoarea
reprezentare grafica:

Aplicatie. Functii periodice — tema de sinteza

Fie un numar 7 > 0 si o multime nevida 4 — R astfel incat
V x € Asaavem x £ T € A. Fie o functie continua /: 4 — R,
periodica de perioada 7 (adica f'(x + T) = f (x), V x € A). Atunci
Vne ZsiV a, beA, a<b, astfel incat [a, b] C 4, avem

b+nT b
Ia+nT f(x)dx - -[a f(x)dx ’
Intr-adevar, in prima integrala se face schimbarea de variabila

x=y+nl,YyE€E [a, b].

£ EEMPLY

i)

Rezolvare. Facand schimbarea de variabila

. T . . -
Sa calculam integrala .7 :IO |sm5x|dx si sa

reprezentam subgraficul functiei de integrat.

=5 vre[0,5m), avem = ["[sind|-tdr =1 [ [sineld .

Functia f(¢) =
Conform proprietatii de aditivitate a integralei si aplicatiei 2, avem:

1l pem
g —2
(/_5[0

1 <& plr,
—g;"’m Sin

, este periodica de perioada 7 = .

t|dt=%‘gfon|sint|dt =%-5J'Onsintdt =—cost|g =2.
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Indicatie. Se amplifica fractia cu con-
jugata numitorului si se face schimbarea

d bild x = sint, T
evarlalax Sll’l t€|: 2 2j|

7 =[ @1=x?ya = 2+ﬁcos2 tdr |
- 2

13) Utilizand formula de schimbare
de variabila, calculati integralele urmatoare:

) j;x\/f3dx; b) j 1+[
e afia

b

Indicatii. Se fac schimbarile de
variabila: a), b) x = #; c¢), d) x = sin’t.
Se obtin integralele:

)IIZt dt;

042 +3

b) IOI+t ;

c) EZcoszt dt .

d) E 2(1—sint)sintdt

14) Calculati integralele urmatoare:

)J' 1+xdx

12+x

3 1
;b)) | ———dx
) J“’ 3+1+x

! . 3 1
2 '[01+e" “; 9 -[0 5+3cosxdx
Indicatii.
a), b) Se noteaza 1+ x =t si se face
schimbarea de variabilda x = 2 — 1.

}:

¢) Se noteaza e* = ¢ si se face schimbarea
de variabild x = Inz.

d) Se noteaza tg% =t si se face schim-

barea de variabila x = 2arctgz.

15) Calculati integralele urmatoare:

9

X
2 B
Indicatii. Functii: a) impard; b) para.

dx:

b




e

Subgraficul functiei g(x)= [0, ] este hasurat 16) Calculati integralele urmatoare:
in figura urmatoare si are aria 2. 2) J~ )
Y *1x2—4|x|+4 ’
M- e == === = .
i A h i i b) ETE sin|2x|dx .
1; — [ [ [ [ 1 J:E | |
' , ' , ' , ' , ' , Indicatie. Functiile de integrat sunt pare.
0 x 2t 3w 4n m ¥
5 5 5 5

Exercitii rezolvate.
1) Sa calculam integrala .7 = I l\r/lf

Solutie. Fie functia (continud) f(x)= 1\r/11c Vx € (0, ©). Facem schimbarea de variabila
X

x=¢(t)=1>, Vte (0, o) ; functia ¢ : (0, ©) — (0, «) este derivabila, cu derivata continui; pentru = 1 avem
x =1 si pentru = Je avem x = e ; dx = @'(t)dt = 2tdt. Aplicand formula de schimbare de variabila,
cp(\/z)ln_xdx Ifln(t )

o \[x

se verifica), deducem ca .7 :4L e(lnt)(t)'dt =

rezulta .7 = 2tdt = 4I In¢dt . Utilizand metoda integrarii prin parti (evident, ipotezele

f —4]1 et.(lnt)'dt:2\/_—4fl Ndt=4-2e .
LPiartile* au fost: g(t) = Int, h'(1) = 1; g'(t) = %, ht)=t (t>0).
2) Sa calculam integrala .7 :J.Onx‘sinxdx.

Solutie. Luam ,partile”: f (x) = x, g'(x) = sinx; f'(x) = 1, g(x) = —cosx (x € R). Aplicand formula de

integrare prin parti (evident, ipotezele se verificd), deducem ca

9 = Ionx-(—cosx)'dx =—XCOSX |g —fon(—cosx)(x)'dx = Tc+J'0ncosxdx =T +sinx |g= .

3) Sa calculdm integrala .7 = I arctgx
0 (x+1)°
Solutie. Fie ,partile”: f (x) = arctgx, g'(x) :(;1)2’ Vx e[0, 1]. Rezulta:
X+
1 1 ' .
) di=-—=+C si lui _
f(x)= 1+x '[(X+1)2 X x+l+ si luam g(x) —

Aplicam formula de integrare prin parti (evident, ipotezele se verifica) si obtinem
arctgx|1

7 = [aretg ) g | v~ - rergde = e

Folosind metoda coeficientilor nedeterminati, obtinem descompunerea in fractii simple:

L4 +Bx+C:l[ 1 +_x+1) PR
(x+D(*+1) x+1 x¥*+1 0 2{x+1 x*+1 =5 =75, L=5]
Deoarece 1 _bor 1 2x 11 . rezulta

(x+1)(x2+1) 2 x+1 4 x¥*+1 2 x*+1

g=_n,1 I(x 0y 1
0

_n,l i 0l Laretax < L
) 0x+1 En 2 0 7 +1dx——8+2ln(x+1)|o 4ln(x +1)|0+2arctgx|0—4ln2.
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4) Sa calculam integrala .7 = j dx .

X +1

Solutie. Integrala se poate calcula descompunand functia de integrat in fractii simple. Observand insa ca

functia de integrat se poate aduce la forma
¥ x-x 1 X 3
x)= == -(x7), Vxe[0,1],
S x) X+l x4l 3x3+1( ) [0.1]

integrala se calculeaza, mai simplu, cu schimbarea de variabila ¢(x) = x* =1, cu x, t € [0, 1].
Functia ¢ : [0, 1] — [0, 1] este derivabila, cu derivata continud; f: [0, 1] = R este continua; ¢(0) = 0,
¢(1) = 1. Facand schimbarile, de variabila si de simbol, @(x) = x* = ¢ si ¢'(x)dx = 3x*dx = dt rezulta

I e X 2, I B a S P
(/_J‘Of(x)dx_:; o dx—3jot 31( t+1)dt— F=In@+ )| =3(1-In2).
< U o Inx

5) Sa calculdm integrala .7 —L/S . dx .

Solutie. Deoarece nu putem gasi o primitiva a functiei de integrat, vom apela la un artificiu de calcul.

Vom face schimbarea de variabild x=¢(y) = %, cux,ye [%, 5} . Functia ¢: [%, 5} — (0, ) este derivabila,
1

cu derivata continud; functia /: (0, ©) > R, f(x)= 11Jr:x2 este continua; %: o(5) si 5= (p(—
X

5

dx = Gj dy = —%dy . Rezulta: .7 = | f(x)dx = ﬂ(;)f(X)dx = [ /(0o () dy =
1

. In—

_ g—y 1 _ 1/5_1ny 1/5 lny _ 5 1ny B 5 lnx o
_.[5 1+(1)2 [ j - ,[5 Is 1+ )7 dy__-[l/51+y2 dy__-[l/51+x2 dr=-5.
y

La sfarsit, am scris limitele de integrare in ordine crescatoare (cu schimbarea semnului integralei) si am
inlocuit variabila y cu variabila x.

Se obtine ecuatia | = — I, care are solutia unica | =0, deci 1= 0.

6) Sa calculim integrala [ = Ll1|x|-(arcsinx)2dx.

Solutie. Functia de integrat este pard, deci /= ZI;x-(arcsinx)de.

Formula de integrare prin parti nu se aplica deoarece functia nu este derivabila in 1.

Facem schimbarea de variabild x = sin¢, te[o n] si avem [ = 2[ 2£2sint-costdt = f 2 £ sin 2tdt .
2
[=

Integram de doud ori prin parti si obtinem

z cosZt)' _ £ cos 2% 5 _ g.(sinZI)' _
Ozz( o= | dt 5 |0+0tcoszzdt gt |2 d
2 : b
_ 7 t-sin2¢]5 _ 3sin2s costhzn__l
8+2°0dt80+4°82'
7) Deducerea formulei facultative|[] = f Lz [1arctg +—2}+({/,a>0.
(x* +a) 2a- La X +a

Solutie. Aplicam formula de integrare prin parti (observatie) si obtinem

_fx( 1 )'dx— X +_[

x+a x+a

1 1 '
dx = -(x)'d
Ix2+a2 N ‘[x2+a2 (xy'dx = (x* +a)

= 2x 5>+ Ix +a _adx— zx +2_[ 5 dx—2a2-J
X +a (x* + ) X +d ¥ +d )

1 X 1 1 1
.. J=—L. + d ——— +—arct +¢
Rezolvam si avem By [xz e ] il x} 20 [ o aE } :
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8) Deducerea formulei facultative. |I = I\/x2 +adx = %[x\/x2 +a+a- ln‘x N a‘] + %, a# 0|, unde functia

f(x)=+ x> +a este definitd pe un interval / pe care x> + a > 0.

Solutie. Avem | = [Nx*+adx = | X4 g

2 2
2  _dx+a- 1 dx = X
VXt +a I\/x2+a I\/x2+a I\/x2+a

Ultima integrala nedefinita se calculeaza prin parti:
dx =Ix-(Vx2 +a)dx=xJx*+a —_[\/xz +adx=x\Ix*+a-1.
de unde 21=x\/x2+a+a-ln‘x+\/)c2 +a‘+%’.

9) Deducerea formulei facultative.| I = j\/az —x’dx = %[x\/az -x'+d -arcsin%} +¢,a>0.

dx +a-ln‘x+\/x2 +a‘

x2
I\/x2 +a

. 2 2
Prin urmare avem [/ =xvx +a—1+a-ln‘x+ X +al,

Solutie. Formula are loc pe intervalul (-a, a). Avem

2 2
I=[Na —x*dx = X’ dx A=l ax= X~ aresin®[—X_ax
I N Rl s AT
Ultima integrala nedeflmta se calculeaza prin parti:

Prin urmare avem [ =a’ ‘arcsing +xvat —xP =1 , de unde 2/ = a -arcsing +xva X+ .

Aplicatie.

Consideram un mobil care se miscad in intervalul de timp [0, u] cu viteza v(¢), acceleratia a(f) si parcurge
in primele ¢ (secunde) distanta s(¢), ¢ € [0, u]. Care este relatia dintre acceleratia, viteza si spatiul parcurs de
acest mobil?

Sa studiem cateva exemple simple:

1) Miscarea cu viteza constantd v. Avem v(f) = v constant pe un interval [0, u]. Acceleratia mobilului la

momentul ¢ este a(f) = v'(f) = 0. In intervalul [0, 7] mobilul parcurge spatiul s(f) = fév(x)dx =L§vdx =vy- L
Avem s'(f) = v(t) = v.

2) Miscarea unui mobil cu acceleratie constanta a(f) = a, t € [0, u]. Avem: v(f) = I éa(x)dx :I ;adx =at,

VI(t) = a; s(t) = I;v(x)dx =I(:ax dx :ath; s'(t) = v(t) = at.

Este cazul caderii corpurilor in cAmp gravitational. Acceleratia gravitationald pe Terra este constanta

g = 9,8 m/s%. Viteza obiectului dupa ¢ secunde este v(f) = gt si distanta parcursa de obiect dupa ¢ secunde de
2
cadere liberd este s(7) -

prebiiar @ 1. Aplicand metoda de integrare prin @8 3. Aplicand metoda de integrare prin parti,

=——  parti, calculati urmatoarele integrale: calculati urmatoarele integrale:

rane a) IO P ———dx;b) j x-tg'xdx; a) IO e*sinxdx ; b) IO e cosxdx;
\/_ n e | . e .

0 J- 3arct2gxdx; d) Io2cosx-1n(1+cosx)dx. c) L sin(In x)dx ; d) L cos(In x)dx
! X

@ 4. Aplicand metoda schimbarii de variabila,
calculati urmétoarele integrale:

a).[

n x 2 o X g sin2x
o) J’O (x-sinx)’dx ; d) J’O (x-cosx) dx. c) IO (cosx —sinx)e’dx; d) _[ mdx.
167

@ 2. Aplicand metoda de integrare prin parti,

calculati urmatoarele integrale: 1

ST R S
N ') ¥ inx-n(ng)

a) f(xz +Dedx;  b) j:e-‘ ~min{l, x*}dx ;




@ 5. Aplicand metoda schimbarii de variabila,

calculati urmatoarele integrale:

COSX —Ssinx

1
COS X —Sinx i
@) [ISOSESINY e [ R
1+ cosx +sinx 0 (cosx +sinx)
LA sn
2 . 6
c)jn,4 dx ; d) [f——adr.
6 SmXx 5 SIn x

@ 6. Aplicand metoda schimbarii de variabila,

calculati urmatoarele integrale:

2) jol J_; d
)J'll+2\/_

1+x

a1-+/x
b) jOHJ;dx,
NG
3 1
2
w

@ 7. Aplicand metoda schimbadrii de variabila,

calculati urmatoarele integrale:

a) I;xll—xzdx; b) J‘_llxzx/l—xzdx;

o [

1 e3x
d [ e

@ 8. Aplicand metoda schimbadrii de variabila,

calculati urmatoarele integrale:

1 1
a) IO arcsin x dx ; b) IO arccos x dx ;

d) J‘g sinx
0 cosx+/cos2x

@ 9. Calculati urmétoarele integrale:

2 . d
©) -[0 1+cosxdx’ v

> +1 1
a) jllj#dx; b) .[11de;
O s o el

@ 10. Calculati urmétoarele integrale:
1 NG
a) ji |arcsinx|dx; b) J: |arctgx|dx;

|smx|

; d ——————dx.
dx )'[-“4 sin’x ~

Indicatii: Se va studia paritatea functiilor.

)J' arcsmx

@ 11. Calculati urmatoarele integrale (n € N¥):
a) Ion|sinnx|dx; b) Ionarcsin|sinnx|dx.

Indicatii: nx = t si explicitarea modulelor.

@8 12. Calculati urmatoarele integrale:

2) J‘Ox+\/7 : b) J‘l x+\/_

x+1 x+1
c)jx 1—/x dx;

d) [ 1+ dx

@8 13. Calculati urmatoarele integrale (a > 0):
ax* +a X, U l—x
a) j I dxs ) [

o ﬁd O [

@ 14. Calculati urmatoarele integrale:

)IZ“ cosx| b)j |cosx sinx
1+ cosx ’ 0 I+ cosx+sinx
—sin2x cos X

¢) j ;o d) I
1+sin2x 0 2 —3sin’ x

@8 15. Calculati urmatoarele integrale:

1
a) I_l x-arccosxdx; b) I x’-arctgxdx ;

1x’ arctgx
1+x°

c) j arcsml2 ~dx; d) I

Indicatii: a) x = cost;

@ 16. Aratati ca functiile urmatoare sunt continue

si calculati integralele indicate:

1 _ 0
3 [ S LR 0= 1w
0 ,x=0
r=1ro.1)
b) jf(x)dx [0,1] >R, f(x)=1 *~1
%, x=1

0) j F(x)dx; £:10,2] >R,
f(x) =max{In(1+x),In(1+ x*)}, Vx €[0, 2].

@8 17. Calculati urmatoarele integrale (n € N*):

a) ,[_22 ‘xz —1‘ dx
o) I_OI\/4x2 +Ax+4dx; d)

ll—n\/;
°1+n\/;

dx.

o =x
b) jox- 1+\/;dx,

b), c), d) integrare prin parti.

b



@ 18. Calculati urmatoarele integrale:

2
a) LIHZ\/e" —1dx b) jlg(me) dx ;

1 . 2x . 3 .
c) L(x —1)arcsin T dx; d) IO arcsin/x dx .

@8 19. Calculati urmatoarele integrale (n € N*):
b i X g
2) Io 5—4sinxdx’ b) -[0 1+sin2xdx’
" e sinxdx;  d J.n ﬁ— cosnxd.
) Ln e “sinxdx; ) N nxdx .
@ 20. Calculati urmatoarele integrale (a > 0):

@ Inx i )
2) _[%md b) [In(1+tgx)dx;

@@ 22. Aplicind metoda integrarii prin parti,
stabiliti o relatie intre integralele | si | (n € N*)si
calculati 1, 1, 1, [, in urmatoarele cazuri:

. 1
a) 7, = IO x"e dx ;

b) 7, =[x 1= xdr;
o _pa=x)
”_J-o n!

d 7 =["—L _ar.

2n+l1
0 cos™ x

@ 23. Pentru orice n € N fie .7, =stin” xdx .

Stabiliti o relatie intre | si | , (n = 2) si calculati
l, 1, 1L, |

0> 1?22 73

1
@8 24. Pentru orice n € N fie .7, = Z;dx
O(x"+1)"
Stabiliti o relatie intre | si |  (n > 2) si calculati
l, 1, 1, |

0> 1?22 73

Teste de evaluare

! ln(l + x) In(a+ x)
dx d) | ———-dx.
© -[ ) '[0 a+x
@ 21. Calculati urmatoarele integrale‘
T x-sinx 5 1+sinx
—d . x
a) .[0 1+ cos?x s b) -[ T+cosx
Test 1
2p) 1. Fie functia f: [0; 3] > R;
X
———, daca x (0, 3]
f(xX)=9Jx+1-1
2 ,daca x=0

Aratati ca f este continud si calculati integrala
3
jo F(x)dx.

o 2 2x+1
(2p) 2. Calculati integrala _[1 m

2p) 3. Calculati integrala ,[05 In(x + |x - 2|) dx .

o n |sinx|
(2p) 4. Calculati integrala I mdx-
- x

.. 9 x
(1p) 5. Calculati integrala IO edx.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Test 2
2p) 1. Fie functia f': [0, 1] > R,
Jx -
f=q X7

— ,dacax=1
2

1, daca x [0, 1)

Aratati ca f este continud si calculati
1
jo F(x)dx .

. 3 x+1
2p) 2. Calculati integrala J ———=dx.
2 x(x—1)?

(2p) 3. Calculati integrala I03x e gy

@2p) 4. Calculati integrala J‘ 3 sin2x

0 Jcosx

1
(Ip) 5. Calculati integrala _[_lxoarcsinx dx .

dx .

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.
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g(x)

@ ximam printr-o curba malurile lacului.

Aria unei suprafete plane

In acest paragraf ne propunem si prezentim o aplicatie
importantd a integralei definite si anume calculul ariei unor
suprafete plane.

Stim, din lectiile de geometrie plana, sa calculam arii pentru
poligoane.

Cu ajutorul tehnicilor dezvoltate la integrala Riemann, vom
arata ca daca functia /' : [a, b] &> R, este o functie continua,
atunci multimea

Ff={(x,y)e|R2|a<x<bsiOSySf(x)}
numita subgraficul lui f; are arie, mai precis avem urmatoarea
teorema:

Teorema 1. Fiea, b€ R, a <bsi functia f: [a, b] - R, o functie

. - . . . . . b
continud, atunci I', are arie si aria suprafetei I, este Ia f(x)dx .

Demonstratie
Fie A, =(a=x; <x/ <..<x) =b), n > 1 un sir de diviziuni
astfel incat lim||A,[=0.
n—»00
Pentru (£"),,,&" = (&, &, ..., &, ), sistem de puncte interme-

diare asociat lui A, suma
Py
o, (f.8)=2f (Ej)(x," —xf,l) reprezintd suma ariilor drept-
i=1
unghiurilor de forma:
[xf,l, xf]x[O, f(E_,f)] , deci intuitiv, pentru diviziuni de
norma tinzand la zero, obtinem aproximari ale ariei multimii

[';. Cum f continud, deci integrabila Riemann, prin trecere la
limitd obtinem:

aria(T",) =limo, (f, &) =] ’ fx)dx

170

1) Calculati cu ajutorul integralei aria
AOAB, unde A(a, a'), B(a, b")
Aa, a')

;B(a, b")

S
rd

0Ol Cll
Indicatie.  OA este graficul

functiei f:[0, a] >R, f(x)=%x.

2) Calculati aria subgraficului functiei
{x}=x—[x]pe [-1, 4] (unde {x} este partea
fractionard si [x] este partea Intreaga ale
lui x).

r ) =x ]
2T A,
e . -1 10 4
o I 5
o y

3) Calculati cu ajutorul sumelor
Riemann si separat, prin formula
Leibniz-Newton, aria suprafetei dintre
graficele functiilor x >x si x x°,
intre intersectiile acestor grafice.

e



EreMrY Fie f: [0, 11 > R, fix) = ¥?
T, ={(x,»)|0<x<lsi 0<y< f(x)}!
si reprezintd suprafata hasuratd din % %
figura alaturatd (fig. 1) vom avea: X
aria(l" ;) = _[;xzdx = % . Fig. 1

Putem extinde teorema 1 pentru situatii mai generale si
anume:

f. g : [a, b] > R functii continue cu proprietatea ca f{x) <
g(x), oricare ar fi x € [a, b].

Consideram multimea:

r,, =i, y)eleIR|a<x<bsi fx)<y<gx)}

9

adica multimea cuprinsd intre graficele celor doud functii si
dreptele verticale x = a si x = b.

Y Fiefg:[0, 11> R AX) =x*si g(x)=+/x . Stim ca fsi
g sunt continue si g(x) = flx), Vx € [0, 1] si avem:

I, ={x ) eRxRI0<x<lsif(x)<y<g)}

suprafatd reprezentatd in figura 2.
Pentru calculul ariei suprafetei I';, vom

I
|
|
I
|
T

utiliza urmatorul rezultat.

Fig. 2

Teorema 2. Fiea, be R,a<bsif, g:[a, b] > R doua
functii continue astfel incat flx) < g(x), oricare ar fi x € [a, b].

Atunci aria(T, ) = | ab (g(x) = f(x))dx .

Demonstratie.
Fie A, =(a=x; <x/ <..<x, =b) un sir de diviziuni astfel
incat lim|A,[=0.
n—»00
Pentru (£"),.,,&" = (Ej &y s & ) sistem de puncte interme-
diare asociat lui A , suma:

5,= 2 (e (2) (&) (xi 0

reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de forma:

[X,:’,l , X,Z’J x [ f (E,Z), g(&}z )J si deci intuitiv pentru diviziuni cu
norma tinzand la zero, obtinem aproximari ale ariei multimii
[, ., iar prin trecere la limita, obtinem:

aria(T ) = im 3. (&)~ /(E)) (5 ~ /1) = ] (¢() /() m

£ EEMPLY

Fief, g: [0, 11> R, AAx) = ¥ si g(x)=+x, Vxe[0, 1]

m aria(T" ) = [ (=) = | ;<x5—x2>dx=(;x3‘lx3]|‘o -3

3 3 3
171

0 1
Indicatie. Se calculeaza abscisele
punctelor de intersectie ale graficelor.

4) Calculati aria suprafetei cuprinsa
intre graficele functiilor sin si cos pe
intervalul [0, 2mx].

Indicatie. Se calculeaza abscisele
punctelor de intersectie ale graficelor. Se
stabilesc intervalele pe care sinx > cosx
pentru a explicita |sinx - cosx|.

5) Explicitati functiile ale caror grafice
descriu cercul ‘«C, r): 4

r

(x—ay +(y—b) =r’

b ==
Calculati aria
cercului ‘€C, r). :
T a
6) Calculati aria M

suprafetei hasurate.

7) Calculati integrala J‘_",\/rz —x* dx

prin schimbarea de variabild x = r cost.

8) Calculati aria suprafetei cuprinsa
intre graficele functiilor /', g daca
a)f(x)=x,gx)=x"-x,x€ [l,3];
b)f(x)=x,gx)=¢€",x€ [0, 2];

O f(x)=xgkx)=2"x€e [-1,1].

o -



Aplicatie. Aria cercului — tema de inteza

Reamintim ca cercul de centru O si raza r, r > 0 reprezinta
locul geometric al punctelor din plan aflate la distanta » de
punctul O.

Notam “0, r) cercul de centru O si razd r care are ecuatia
carteziana generala:

“UO, r): x> +)y*=r?

si trecand la ecuatia explicita

“O, 1) y=+Jr* —x°

deducem ca aria (¢(0, r))=aria (Ff’g), unde:

fag[oar]_)R,f(X)Z—m sl g(x):m
Vom demonstra ca:
aria (W(Oa I")) = TCI”z

aria(¢(0, 1) = [* (N1’ x> =(—r* —=x*))dx =2[" i —x’dx =
=4. f(;'\/r2 —x’dx .

Cu ajutorul schimbarii de variabilda x = rsint, te[o, %} ,

deducem:
aria(¢(0, r))=4- J'Ogr\/r2 — 7 sin’ tcostdt = 4,,2-"0%\/1 —sin’ fcostdt =

a2(53 2 aar3l4cos2t,, 42( (51 I¢5 _
=4r*[ 2cos” tdt = 4r josz = 4r ( OZEdHEI()Zcostht)—

b

2 2
=r-m.

0

Aplicatie. Aria elipsei — tema de sinteza

Elipsa reprezinta locul geometric al punctelor din plan care
au suma distantelor fatd de doua puncte fixe, numite focare,
constanta.

Stim din clasa a XI-a c@ ecuatia carteziand generald a elipsei
este:

— 47 [%+%sin2t

%:1.

aw|><

Utilizand ecuatiile explicite: y =i§\/a2 —x* deducem ci

aria (¢)=aria(I',,), unde

figil-a,al > R, f(x)= —S\/a2 —x* dar g(x) =§\/a2 —x*.
Vom demonstra ca:
|aria((€) = Tcab.l

aria(¢) =aria(T’, ) = | * (g(x)— f(x))dx = | fa%\/az —Pdx =
= %b [ Na® —xdx = %b -[,Na* —x*dx . Utilizand schimbarea
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e

9) Intr-un cerc de raza r, consideram
doua raze care fac unghiul « (in radiani).

Aria sectorului de cerc dintre cele doua
2

ur
raze este T .

Indicatie.
Metoda 1.

A(r cos % , rsin %)

S
7

19) r
B

Sectorul de cerc AOB este situat Intre
graficele functiilor f,g:[0,7]—>R,

xtg%, xSrcos%

fx)= :

2 2 u

ro—x", x>rcos—

2

—xtgﬂ, x<rcos%

_ 2 2
g(x) =

—\/rz—xz, x>rcos%.
S=[ (f(x)-g(x)dx =
\/r —x’dx=

=2.[(;cos xtg— dx+2_[ u
:2tg%-%|rm 2 +2r I (—sin’t)dt =

2 sinu

+r j (1-cos2t)dt =...

Metoda II. A
A(rcos u, rsin u)

7

u

v

Aria sectorului de cerc AOB este sub-
graficul functiei pozitive 4 : [0, 7] —> R,

h(x) xtgu, X< rcosu
X)= .
2 2
Nro—=x", x=rcosu
2 2
N =x"dx=...

rcosu

S =J‘0rcosuxtgu dx +J‘

I —



de variabila x = asint, t € [0, g} obtinem:

aria(¢) = 475) : j’()%\/a2 — &’ sin’ tacostdt = 4ab- IO%\/I —sin®tcostdt =

+M)dt:4ab-[ﬂ+

T2 21
:4ab-[j02cos tdt):4ab-fg(§

=abr.

2

Observatie. Elipsa de semiaxe a si b se poate obtine prin
proiectia unui cerc de raza a pe un plan care face cu planul

cercului unghiului o, cu cosa =b
a

Ca urmare, aria elipsei este produsul dintre aria cercului si

cosinusul unghiului dintre plane, deci:
2 b

na’ - cosa = Ta ——Tcab.

Fj:;,-.-_LE-*E 1. Sa se calculeze aria multimii I, , pentru:
Ty @ 1.1£,2:[0,4] > R,

piopusE f(X)Z—\/;,g(X)Z\/;.

@ 2.1£,g:[0,1] > R fix)=x% g(x)=x%.

@ 3.fg:[1,31 >R, f(x)=%,g(X) X,

@ 4.£g:[0,2] >R, fix)=2—-x, gx)=~4-x".

® 5./g:[0,1]1 >R ) =x gx)=x.

@ 6.1£,2:[0,2] > R, fix) =x% g(x) =2~

@ 7T.f£,g:[0,1] >R fix)y=¢7 gx)=¢

@ 8.fg:[l,e] >R fix)=1nx, gx)=x- 1.

@ 9.fg:[0,1] >R, f(x)=x,g(x)=3"+2

3

@ 10. f,g:[O,%]—)lR,f(x) = sinx, g(x) = cosx.

II. 1. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre para-
bola de ecuatie y* = 9x si dreapta de ecuatie y = 9x.

1

477
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—sin2¢t

e

10) Calculati aria determinatd de
cercul ¢ x* +)* =2, dreapta y = J7x si
semiaxa Ox, cu x > 0.

%
OJ 11) Calculati aria suprafetei deter-

minata de elipsa ¢ 4x> + 9y = 36,

dreapta y = ZTSx si semiaxa Ox, cu x> 0.

@ 2. Interiorul cercului ¢ : x> + y?> = 16 este
despartit de parabola de ecuatie »* = 4x in doua
regiuni. Sa se gdseascd aria fiecdreia dintre ele.

B
9 4
partit de dreapta: y = 2x — 2 1n doud regiuni. Sa se
gaseasca aria fiecareia dintre ele.

@ 3. Interiorul elipsei ¢ : =1 este des-

2
16
partit de cercul €: (x — 5)* + )? = 25 in doua regiuni.
Sa se calculeze aria fiecareia dintre ele.

@@ 4. Interiorul elipsei (‘% £ =1 este des-

@ 5. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre

2

XY
g 16 9

d:y=x-4, pentrux > 0.

hiperbola: =1 si dreapta de ecuatie

@ 6. Sa se calculeze aria cuprinsa intre parabolele
de ecuatii: y* = 3x si y = 4x2.



In mod intuitiv, volumul unui corp (in spatiul tridimensional) este
numarul care aratd cate cuburi si fractiuni de cub cu latura unitate

Volumul unui corp de rotatie

Hincap® (pot fi distribuite) in tot interiorul corpului.

Am 1nvatat formule pentru calculul volumului anumitor corpuri
geometrice. Volumul unui corp mai complicat nu poate fi calculat
cu ajutorul unei formule simple, dar putem sa-1 aflam daca reusim

sa-1 scufundam intr-un vas gradat; avem 1/ = 1dm® = 0,001m’ .

N
Y cub
1
(0) 1
1 X
z
prisma

M paralelipiped 1 prisma
dreptunghic dreapta
e

piramida trunchi de
""""""" piramida

v

S : Y S
/ \/ , / W .
cilindru

T

AVERYN

trunchi de con

-
;
: -
S

ST

sfera

=)

S
7

/

Y
.
.

.

~
0y

Cum calculam volume ?
Tema de sinteza
1) Asociati fiecare dintre corpurile

geometrice alaturate cu formula potrivita
pentru calculul volumului sau:

3 2 2 .
2) 47gr L B2 o n(R" +7r" +Rr) h;
3
2 A,-h
O erLon S

Ay + Ay + A A) - h
g) w'h ; h)( B b 3 5 h) ;i) 4, h
2) Care dintre corpurile geometrice
alaturate se pot obtine prin rotirea
graficului unei functii in jurul axei Ox?

3) Calculati volumul unui tetraedru
regulat si al unui cub, ambele de latura /.
Comparati volumele obtinute.

4) Sectionam o piramidad cu un plan
paralel cu baza si obtinem o piramida si
un trunchi de piramida de volume egale.
Care este raportul dintre indltimile pira-
midei si trunchiului de piramida?

Lutul a fost unul dintre cele mai folosite materiale utilizate la confectionarea de vase. In antichitate,

oamenii au observat ca vasele de lut ,,perfect rotunde* sunt mai incapatoare, mai rezistente si mai frumoase

decat cele cu forme neregulate. Pentru a fabrica cat mai repede vase de lut rotunde, oamenii au inventat

»roata olarului®. Mult mai tarziu, principiul rotii olarului a fost folosit pentru proiectarea strungurilor. Exista

astazi strunguri programabile deservite de specialisti care stdpanesc notiuni de matematicad precum axe,

coordonate, grafice, arii sau volume. Uneltele au rostul de a ajuta oamenii sa confectioneze cat mai repede

si mai exact obiectele pe care le imagineaza si le proiecteazd. Matematica 1i invata N
cum sa gandeascd, pentru a descoperi acele proprietati ale obiectelor de care au

nevoie si pe care intentioneaza sa le realizeze.

Un corp de rotatie este caracterizat de o axa de rotatie si de o generatoare. Ne
vom ocupa in continuare de volumele corpurilor de rotatie, care au ca axa de

rotatie Ox si ca generatoare graficul unei functii.
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Definitie.
Fie f: [a, b] = R o functie continud. Multimea punctelor din
spatiu

/7/={(x,y,z)e|R3 la<x<b,si 0<yy* +2° <|f(x)|}

se numeste corpul de rotatie 1n jurul axei Ox determinat de functia f.

Pentru aproximarea volumului unui corp de rotatie determinat
de o functie continud f: [a, b)] > R, vom considera o diviziune
a intervalului [a, b], de exemplu diviziunea lui [a, b] in n parti

b—a —b)

b—
<a+2 <..<a+n

egale (a<a+b_a

Numarul rf? (a+kbna) b_na este

volumul cilindrului cu raza f (

a

n
meaza volumul obtinut prin rotirea in jurul

axei Ox a graflculul functiei f pe intervalul
[a Tk a+kP= "}

Volumul V al corpului de rotatie determinat de f: [a, b)] > R
b—a ) b-a
n n

si Tndltime b=a  Acest volum aprox1—

este aproximat de V, = anz (a +k
k=1
melor tuturor cilindrilor, in sensul ca
—hmV —hngf (a+kb a) b

n—»0

, suma volu-

a =njabf2(x)dx.

Rezulta urmatoarea teorema, care ne indica formula de calcul
pentru volumul unui corp de rotatie.

Teorema.
Fie f: [a, b)] > R o functie continud. Corpul de rotatie
determinat de /* are volumul

V:njabfz(x) dx .

e

5) Calculati volumul corpului de
rotatie determinat de functia /. Desenati
(schitati) corpul obtinut in fiecare caz.

a) f:[-1,2] > R, f(x)=x
b) f:[-1,2] > R, f(x)=x—x
¢ f:[1,5] > R, f(x)=Inx

x*, xe€[0,1]
d) 7:1[0,2 R,
) 10,2 > R, f(x)= 5,xe(1,2]
2
2
0.2 R, , xe€[0,1]
Q) f:10.2] >R, f(x)- {_X e

fy f:[-1,2] >R, f(x)=¢"
g) f:[1,2]1 >R, f(x)=x - Inx

h) f:[-1,2] > R, f(x)=sinx

i) f:[-1,2] > R, f(x)=sinx — cosx

x*, xe[0,1]
i) 10,315 R, f(x)=4x, xe(,2]

1, xe(2,3]
k) f:[0,1] >R, f(x )—1+

D /L 1> R, f(x) =]

6) Se considera curba de ecuatie

y* =x’. Si se calculeze volumul corpului

obtinut prin rotatia curbei in jurul axei

Observatie.
Daci functia £ : [a, b] — R este continui, atunci functia f*

b
este continua pe [a, b] si .[ f?(x) dx are sens.

ATENTIE

@

cu ajutorul diviziunilor domeniului functiei.
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Oy pe intervalul [1, 2].

De multe ori, folosirea in practica (in fizica, chimie, tehnicd) a unor concepte matematice se
bazeaza pe aproximari, pe utilizarea de modele ideale pe care le dorim cat mai apropiate de realitatea
studiatd. Vom folosi 1n acest capitol aproximarea unor forme geometrice generate de niste functii



Aplicatii

¢ Volumul conului

Teorema. Volumul
conului de rotatie cu raza r

whr?
3

si inaltimea 4 este

Demonstratie. Generatoarea conului este graficul
. . ’/‘
functiei /: [0, 1] > R, f(x)=¥tgu="x.

wth
3

(" _”zr2 _x3r2h
V—chof (x)dx-njox ?dx_ﬁT?‘o

¢ Volumul sferei

Teorema. Volumul

. 47y
sferei cu raza r este 3

Demonstratie. Din ecuatia cercului

«0, r): x> +y* =1 deducem y=+r —x?.
Sfera este corpul geometric de rotatie determinat

de functia f: [, ] = R, f(x)=+r’—x".

VZE.“:;‘fz(x)dx:n_E.(rz _xz)dXZTE(rzx—x_;)‘_rr 3

4

pregliar @ 1. Calculati volumul conului de rota-

=—= tie curazar =4 cm si indltimea & = 6 cm.
@ 2. Calculati volumul unei sfere cu

PROPSE  raza r =2 cm.

@ 3. Calculati volumul elipsoidului cu semiaxele

a=2cmsib=3cm.

@ 4. Calculati masa unei piese de forma unui
elipsoid de rotatie din care lipseste un cilindru, con-
form schitei de mai jos. Se stie cd densitatea
materialului este de 5kg/dm’ si dimensiunile sunt

date in decimetri.

i/

Indicatie. Se intersecteaza elipsa cu semiaxa mare
2 2

X Y
254

Elipsoidul are se-
miaxa mare 5, semi-
axa mica 2, iar cilin-
drul are diametrul 2.

5 si semiaxa micd 2 de ecautie 1=0 cu

dreapta de ecuatie y = 1.

3
)
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¢ Volumul elipsoidului

Teorema.
Volumul elipsoidului for-
mat prin rotirea elipsei de
2 2
ecuatie ¢': x_2+y =1

A
in jurul axei Ox este 471:;1[) .

Demonstratie.

2 2
Xy
St

Din ecuatia elipsei ¢ : ,

x2
deducem y==b 1—? .

Elipsoidul este generat de graficul functiei

f:l-a,a]l > R, f(x)=b4/1—x—z.
a

Volumul elipsoidului este

V:nfafz(x) dxznf_‘labz[l—i:—z) dx =

x3
= 7'|:b2 (X —gj ’

1,

N

@ _ 4mab?
3

—a

@@ 5. Volumul torului.
Se roteste in jurul axei Ox cercul de ecuatie
¢:x*+ (y- b)Y =" unde |b|>r>0.
Care este volumul corpului obtinut (tor)?
Indicatie.
Cercul € este descris de graficele functiilor

F)=b+Nr? =X si fL(x0)=b—~r"—x".

Volumul torului se obtine din volumul de rotatie
determinat de f1 , din care se scade volumul de rotatie

determinat de f. f P

2



Calculul unor limite de siruri folosind integrala definita

In acest paragraf vom prezenta modul in care integrala definita poate fi utilizata in calculul unor limite de siruri
sau uneori in stabilirea convergentei acestora. Pentru inceput ne vom referi la siruri de numere reale cu termeni
sume Riemann. Avem urmatoarea situatie generala: f : [a, b] > R o functie integrabila, de exemplu continua,

(A),., un sir de diviziuni ale intervalului [a, b], cu ||An|| tinzand catre zero si (&") ., sir de sisteme de puncte

. . . . . L n\eon  on - b
intermediare, &, asociat lui A . Sirul a,=2 f (ék )(xk —-x;,), Vn = 1 este convergent si llma = j f(x)dx .
k=1

in practica, de cele mai multe ori vom intalni intervalul de definitie [0,1] cu A = (0< 1.2 2 <.<h=lon 1)

non n n
si respectiv &" = (%, %, s nT_l,l).
LrEMrLE =1 1 1
1) Fie sirul (a), ., 4, n+1+ n+2+"'+ PR 1) Pentru

(0< <2< <—1<ﬂ_1) si
n n >

Transformam suma precedenta astfel:

1 1_~_ 1 (k_k-1
W= 1n+k Z k n 2, k(n n )
n

k11+ k=114 :(lg _ ﬂ:1) o
1 X ' p scrieti
Fie functiaf: [0, 1] > R, f (x)= si pentru oricare n € N*,
fie diviziunea echidistanta si respectlv 51stemu1 de puncte asociat = Z f (E_,k )( - X 1) pentru
(01,2, n). (L2 n S _
An _(Oa }’l, I’l, cees n), E.a _(}’l, I’l, CEE) n). Constatam ca: f: [0, 1] BN IR, unde:
a=3r(E)E-Ed)=0, 00, D0 =r b f()=vx

¢) f()=Yx d)fix) = sinx

e) fix) = cosx f) flix) = tgx
g) flx) =xe*  h) fix) =In(1 + x).

Deoarece f este functie continua si 1im||An||:0, avem:

hma —f f(x)dx = IO =In2.

2) Fie sirul (a), ., a, nw,(2nn) Transformand expresia

termenului general a,, avem:
[Cn)! \/(”+1)(”+2) (n+n) _ ( 1)(1+g)m(1+%) . scrieti a, = Zf(é,’i)(x,f —x,’j,l) in urma-

. k=L
n'n" n n toarele situatii:

2) Pentru f: [0, 1] > R, f(x) = 1+1x2 )

no4 n

A: _13 k
Cum a, > 0, deducem ca: Ing, = Zln(1+n), de unde 2) A :(0<%<%<...<”_1<ﬂ:1) si

apropierea de suma Riemann este evidentd. Alegem deci:

f:10, 11— R, fix) = In(1 + x) si pentru oricare n, n > 1 avem: g =(%, %, s %)
12 n-lmn 1
Ar/:(oa_a_a'“a_’_)’ | =7, respectiv ”:(l,g,...,”—_l,ﬂ).
n'n n’n n g n n ' n b)An(0< 11< 21<
Deoarece f este continud, deducem: limlna, —hmcs (f. &)= n(n+1) n(n+1)
= [yIn(l+x)dv=In = [Inl+ x)dr =In%  de unde lima, = Len=h )
o e’ n(n+1) ’
L. . . 3 n
3) Fie sirul (x ) _ definit prin: x, _1;—4112 T n 1 , 20+ m)
Transforménd expresia lui x , obtinem: &= nn+1) n(n+1)""" W 4n

1Z Q1 1 _(Lk—l)
4= (2k Y 7 A5, (2k—1f \n n ) C)A=(0<l<2<...<”——1<ﬂ:1) .
1+ 4n 1+7 n n n n n >
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Sa mai remarcam ca, % € (u, k) prin urmare putem
n

n n

si pentru orice n € N¥,

&n:(i i 27[—1)
2n’ 20”77 2n )¢

Cum f este o functie continua, deducem:

alege: f:

An:(oalaga---an 1 }’Z)’
n n n

[0, 1] > R, f(x):% 1

2

An” -

. . n 1 1
lim(x,) =limo, (/&)= [y dx = garctge|, = -

Utilizand proprietatile integralei Riemann putem stabili
convergenta unor siruri de numere reale in care termenii pot fi
exprimati cu autorul integralelor definite.

LrEMrLE

1) Fie sirul (@), _,, cu termenul general
@ a

_qolp 1 ( 1)
b S

Se observa ca:

a,=[,(1=x" +x* —.+ (=1)'x 2")dx:I;(1+

_Iol

Utilizand proprietatile integralei definite, avem:

,Vn e N*.

n+2x(+))dx:
1+

n+2 1x 7 :_+( l)rHZJ' fx
01+ x? o1

2n+2 1

dx \IO x"2dx =—— de unde deducem ca

0< I01+x 2n+3

2n+2
lim f X dx=0 si prin urmare lima, =
14+ x°

n—w n—w 4

2) Fie sirul (1) _, cu termenul general /, = f ;sin” xdx . Si se

studieze convergenta sirului si sa se determine limita sa. Stiind
ca sin x € [0, 1] pentru x € [0, %] , obtinem ¢d / € [0, 1] pentru

oricare n, n = 0.

Deoarece sinx este din intervalul [0, 1] avem si relatia
sin'x = sin"x, Vn = 0 si obtinem I _, = 1, adica sirul este
descrescator, prin urmare convergent. Utilizdnd inegalitatea

sin x < x, Vx = 0 si proprietdtile integralei Riemann, avem:
f;sin” xdx < I;x”dx=ﬁ, de unde cu teorema ,clestelui”
obtinem:
0<lim/ <0, deci lim/,=0.
n—» n—0

3) Fie sirul (w ) _, cu termenul general

_L1.3. 2n=1 pr
L R i 2n+1.
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3) Pentruf: [0, 1] > R, fix) = xIn(1 + x)
scrieti termenul general al sirului (a,)

n=1
definit prin a,= if(&;)(xf —x}f,l) in
k=1

urmatoarele situatii:

2) An=(0<l<3<...<”—‘1<ﬂ:1) si
n n n n

12 nw=1_n
b)A, :(0<—2 —2 < " <F:1)
n 1 2 }’l
=| "3 5~ 5 1
Slé (ﬂZ }’l2 )
n2
©) A= (0<”(”+1) n(n+1) n +n<l)

sigof 1 3 2~ 1
’ 2n(n+1)’ 2n(n+1)" "7 3n(n+1) )’

4) Calculati lima,, in urmatoarele
n—»0

situatii:
1+22+ +n2
a) a,=—
- f+f+ +f
) n I’l%/;
P+2°+3+...+n
c) a,= i ;
N+2+..+Yn
d) a,= .

n{n

5) Fie sirul (1) _, 1, =[,In(1+x")dx
a) Calculati /,.
b) Aratati cd 0</, <In2,Vne N
c)Aratatical <1
d) Demonstrati ca In(1 +y) <y, Vy = 0

I —



Dorim si utilizdm integrala definitd in studiul acestui sir.

n
. < . . _ (2 n
Consideram sirul: (7)), _,, 1,=[2cos" xdx.
Mai intai sd remarcam relatia de recurenta:
32 3 2
I.,,= I02 cos” xcos” xdx = _[02 (I+cos”x—1)cos" xdx =1, -

!
b3 b3 n+l
—J'2sm2xcos”xdx=1 +_[Zsmx- €OS X | gx =
0 0 n+l

e

e) Calculati ii_r}}o‘f;x"dx .
) Calculati lim [, In(1+x")dbx .

6) Fie sirul de numere reale

(), 1, j—dt

0]+¢
=1 +Sinx.Cosjr“l 2 J’2cosx %dx =1 _ﬁjm . de a) Calculati /, si 1,.
b) Aratati ca / €(0,1n2).
unde /,., = n+l e
w2 = ot c)Aratatica [, +1, = 1
Obtinem: 1,, —% % 2’;’;1-10, Vn > 1si d) Calculati }‘i_)rpwln.
24 on 1. f) Calculati
w135 Dt 1 1
) 1im(——T1+ ot (=) (1Y 1n2) .
Calculand I, =f§dx:§ si :fofcosxdx:l gasim ca e
s 7) Fie sirul de numere reale
(w,)’ = , prin urmare problema se reduce la calculul "
L (), I,=],——=dx, unde a > 0.
]2 a+x
limitei sirului 7 “~ . Deoarece cosx € [0, 1], Vxe[o,%} se a) Calculati /, si L,
2n+1 5 >
obtine ca sirul (/) _, este descrescator si pozitiv, adica b) Ardtati ca I, < ( 1 5
’ " an+l)’
0<I, <1,Vn>O0.

Utilizand relatia de recurentd, deducem:

c¢) Utilizdnd metoda integrarii prin
parti, aratati ca:

1 2 . 1 1 1t "
[=0F27 < PE2. e unde: 0<—2- <2 i avem I =2 %l e X iy
n+l n+l I, +1 " a  ndo P .
I _1 prin urmare 111_13010 w, = \/% d) Aratati cd In(1+x)<x, Vx>-1.
e) Calculati limn/, .
prapriay @ 1. Cu ajutorul integralelor definite @ 2. Folosind sumele Riemann ale unor functii
= si al sumelor Riemann, calculati limita ) ) - .
E urmitoarelor siruri: integrabile calculati lima,, unde (a,) ., este sirul
de termen general:
pROPSE 3y o — L (142 4. +n), e N g
m/n 33 n n S kn
b -1, 1, 1 \v/ IN* 2) 4 o kz1 n+3k’ o) &=y k=osm7’
)a”_n+l n+2 3n’ ne N
C)azn-( L, 1 1 ) Vi e N* c)a—n-i L d) a iike%
" w41 ot 42’ nw+n')’ ‘ im(n+k) > "o ’
_ 1 1 1 1 * 1 < k 1 < -k
d +..+ € N*. =4 L . .sinf
)@= Jn (x/n+1 Jn+2 x/n+3n)’vn ) 4=y Z‘larctgn, f @ kz::lk s
T 2n ) K
a,=2(cos ™ +cos<l+.. +cos— e N*. n no\E
) 211( 2n 2n Vn g) a 1 > Nnt—k? ;h) anzl-lnl_[(k) :
nooia n k=1\n

f a, =</(1+%)(1+%)...(1+%) VWne N
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@ 3. Fie sirurile de numere reale: (x)

x =2.4 . _2n
"3 57 2n+1
a) Aratati ¢a I, = x,.

n=1>

Sl (In)n>l’ [n = J.;(l_xz)”dx .

b) Utilizdnd metoda de integrare prin parti, aratati ca:

_ 2n .
In_2n+l 171713

c) Aratati ca [, = x , Vn = 2.
d) Stiind ca pentru a, b € (0, +©) a # b avem:

~Jab <1, deduceti ca: 0<x, < 1
a+b " o2n+2

2
e) Calculati lim7,.

n—>0

® 4. Fiesirul (1), I,=[tg"xdx

n=1>

1
+1

a) Calculati /, si I,. b) Aratati ca /,,+1, = P

c) Calculati lim/, d) Calculati limn-1 .

n—w n—»0

@ 5. Se considera sirurile (7),_,, (), ., definite
. T fg"x . T ctg'x
prin: In=f(;‘ - —dx si Jn:j(;‘ - -
tg'x +ctg'x tgx+ctgx
n=1.

a) Calculati /, si J,.

c) Calculati lim/7,.

n—>0

b) Calculati 1, +J .
d) Calculati limJ, .

n—>»00

Probleme date la admitere in facultate

x—1

X +1

a) Determinati o primitiva a functiei f.

b) Determinati aria limitatd de graficul functiei f, axa
Ox si dreptele x =0 si x =\3.

(ASE, Bucuresti, Finante, 1996, enunt partial)

@ 7. Calculati aria figurii delimitate de graficul

2
functiei f:R—{3} >R, f(x)=2 %2

x=3
dreapta y = 6.
(Universitatea Bucuresti, Fizicd, 1996, enunt partial)

@ 6.Fie f:R-oR, f(x)=

si de

@ 8. Fie f:[O, %}—)IR, f(x)=sinxIncosx. Cal-
culati aria multimii cuprinse intre graficul functiei si
axa Ox. (Universitatea Ploiesti, Matematicd, 1996)
@® 9. Se da functia /: R — R definita prin

f(x) = max{x?> — x — 2, —x? — x}. Calculati aria supra-
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fetei plane marginite de dreptele x = -2, x = 2, axa
Ox si graficul functiei f.

(Universitatea Cluj, Matematicd, 1996)
@@ 10. Calculati aria figurii delimitate de graficul

functiei /:D—>R, f(x):\/% si dreptelex=1,x=3
siy=3

(Universitatea Bucuresti, Fizicd, 1996, enunt partial)
@® 11. Fie functiaf: R > R, f(x) = e™(1 + mx),
m > 0. Fie P, Q punctele de intersectie dintre graficul
functiei si axele de coordonate.

a) Calculati aria S a portiunii plane cuprinse intre
graficul functiei si axele de coordonate.

b) Aratati ca raportul dintre S si aria triunghiului OPQ
nu depinde de m.

(Universitatea Baia Mare, Matematicd-fizicd, 1994)
@ 12.Fiefg:[0,1]> R, f(x)=uxe" sig(x)=ex.
a) Calculati aria multimii cuprinse intre graficele
functiilor f'si g.

b) Fie V' volumul corpului de rotatie determinat de

2
functia f. Aratati ca V < n%.

(Academia Tehnica Militard, Pitesti, 1994)
@® 13. Determinati aria marginitd de graficul
functiei /: R —> R, f(x) = x%arctgx, axa Ox si dreptele
x=0,x=1.

(Universitatea Timisoara, Matematicd, 1994)

@8 14. Fie hiperbola echilatera de ecuatie
x? — )2 = @ si dreapta de ecuatie y = kx (0 < k< 1).
Calculati aria multimii cuprinse intre semidreapta
Ox (x > 0), arcul de hiperbola x> —y*> = a* (y > 0) si
dreapta y = kx.

(Universitatea Brasov, Matematicd, 1995)
@® 15. Calculati volumul corpului de rotatie
determinat de functia f:[0,4]—> R,

2—-x,x€[0,2]

f(x):{m,xe(z,q

(Universitatea Cluj, Stiinte Economice, 1996)
@® 16. Fie /: R —> R, definita prin:

(x+ 12x3)sin%, x>0

f(x)= . Aflati aria cuprinsa
X , x<0
intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = %,x =%.

(Universitatea lasi, Matematicd, 1996, enunt partial)



d@® 17. Calculati volumul corpului de rotatie
determinat de functia f:[0,4]—> R,

2—-x,x€[0,2]
f=)= I —4,xe@, 4]

(Universitatea Cluj, Stiinte Economice, 1996)

d® 18. Calculati volumul corpului obtinut prin
rotatie in jurul axei Ox a domeniului plan marginit
de graficul functiei f: [1, e] > R, f(x) = xInx, axa
Ox si dreapta de ecuatie x = e.

(Universitatea Cluj, Fizica, 1996)

Teste de evaluare

Testul 1
1
1+x

(1p) a) Calculati f'(x) si determinati imaginea lui f.

2
X
<X

2
1
1+x% |

2. Reprezentati si calculati aria multimii D din
semiplanul superior, cuprinsd intre parabola de
ecuatie > = x + 4, axa Ox si dreapta de ecuatie
x+ty=2.

I.Fief: R—> R, f(x)= >

(Ip) b) Rezolvati inecuatia

I+x
(1p) ¢) Calculati aria multimii plane:

2
A ={(x, V)| -1<x<lIsi %<y<

(2p)

3. Fie I, =[x (x—2)"dx, 0<k<7, kN,

(Ip) a) Calculati Z,.

(1p) b) Cu ajutorul metodei de integrare prin parti,
gasiti o relatie de recurenta intre /, si 7 ,,, 0< k < 6.
Deduceti /.

(Ip) c) Reprezentati grafic f: [0, 2] —> R,

[ =@ - 20"

(Ip) d) Calculati aria multimii plane

A={(x)»]0<x<2si(@®-2x) <y< 0}.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Testul 2

(2p) 1. Reprezentati si calculati aria multimii D din
plan, cuprinsa intre curba de ecuatie y = x + sinx,

axa Ox si dreapta de ecuatie x = 2.

2.Fie f:R> R, f(x)=1-x%™
(1p) a) Calculati 1'(x), f"'(x) si determinati / ©(x), k > 3.

2 *
(1p) b) Daca I, = IO x‘e “dx,keN" | determinati, cu

ajutorul metodei de integrare prin parti, o relatie
de recurentd intre 7, si /.
(2p) c) Calculati aria determinata de x = 0, x = 2, axa

Ox si graficul functiei f'(x) = 1 — x?e™.
3. Fieae (0, +©) si f: [-a, a] > R,

f(x)=1
+x

(1p) a) Determinati V(a) - volumul corpului de rotatie
obtinut prin rotirea graficului lui f in jurul axei
Ox.

(2p) b) Calculati li_r)nV(a).

5 -

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Vs

reguli de derivare

pe un interval

=%

Parcurgind ,,Elemente de analizd matematica” ati dobandit urmatoarele competente specifice?

1. Identificarea legdturilor dintre o functie continud si derivata sau primitiva acesteia
2. Identificarea unor metode de calcul ale integralelor, prin realizarea de legdturi cu

3. Utilizarea algoritmilor pentru calcularea unor integrale definite
4. Explicarea optiunilor de calcul al integralelor definite, in scopul optimizdrii solutiilor
5. Folosirea proprietdtilor unei functii continue, pentru calcularea integralei acesteia

6.1. Utilizarea proprietdtilor de monotonie a integralei in estimarea valorii unei
integrale definite si in probleme cu continut practic
6.2. Modelarea comportdrii unei functii prin utilizarea primitivelor sale

181



Probleme recapitulative
Grupuri

X
1. Fie M= {[0 ZJ |x,y, zeR, xy= 0} . Aratati ci
¥

M este o parte stabild a lui .#(R) in raport cu operatia

de inmultire a matricelor si sa se studieze proprie-

tatile operatiei induse pe M de inmultirea matricelor.
2. Pe R se defineste legea de compozitie

def
X*y=x+y+ax+by, unde a, b € R. Determinati

a si b astfel incat legea de compozitie
asociativa si comutativa.

.,k sa fie

3. Pe R se defineste legea de compozitie
def
X%y = xy—x—y—2;a,beR.

Aratati ca legea ,,**“ nu admite element neutru.

4. Pe multimea R se defineste legea de compozitie:
def
x*y=ax+by,a,beR*. Determinati a si b astfel
incat legea ,,*“sa fie asociativa.

. g . def
5. Se considera operatia x*y =x+ay,acR.
Determinati a € R astfel incat legea sa fie asociativa.

6. Se considerad legea de compozitie
def
x*y=2xy—2x-2y+a,acR. Determinati a € R
astfel Incat legea de compozitie sa fie asociativa.

7. Se considera legea x*y=xy+4a(x+y),ac R
Determinati € R astfel incat = si fie asociativa.
8. Fie multimea IRjr si legea de compozitie

def
x*yilogax+logay;ae|R,a>1.

Determinati valorile lui a pentru care (a, +o) este
parte stabila a lui R, in raport cu operatia ,,*“.

Studiati proprietatile acestei legi.

2

def
9. Se considera operatia x*y = x+ y —%xy.

Aratati cd M = Q \ {2} este o parte stabila a lui Q
in raport cu legea de compozitie. Aratati ca legea este
asociativa, admite element neutru, elementele lui M
sunt simetrizabile si legea este comutativa.

10. Fie M ={x+yJ5|x, yeQ,x*=5y? =1} .
Aratati cd M este parte stabild a lui R in raport cu

inmultirea. Aratati cd existd element neutru si
determinati elementele simetrizabile (inversabile).
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11. Fie M = (3, 5) — R si legea:
x*ydifxy—4(x+y)+20.

Aratati ca M este parte stabila a lui R in raport cu
legea de compozitie si ca , *“ este operatie comu-
tativda pe M.

12d. fFie M= (2,4) c Rsi legea:

x*y:exy—3(x+y)+12. Aratati ca legea ,,*“

ba

este
o operatie comutativa. Determinati elementul neutru.
13. Fie M = (1, +o0) — {2} si legea de compozitie

def = L. .
x*xy=1+(x- 1)ln‘/ﬁ. Aratati cd | *“ este comutativa.

x+4
14. Fie M:{[ 7y J|x,yelR,x2—2y2:1},
Ty

M < A, (R) . Aratati cd inmultirea indusd pe M in
raport cu ./, (R) este comutativa.

2y
x—4y

def
15. Fie operatia x* y = (1—-m)x+my —m. Determinati

m € R astfel incat legea , ** sa fie comutativa.

I-x 0 «x
16.Fie M={4.=| 0 0 0 |xelR,x¢§,
x 0 l1-x

M < 44, (R) . Aratati cd inmultirea indusa pe M de
inmultirea matricelor este asociativa, admite element
neutru si este comutativa.

17. Fie M = [5, 7] si legea de compozitie:
x*y=xy—6(x+y)+42. Aratati ca ,,*“ este o lege
de compozitie interna asociativa, comutativa si cu
element neutru. Determinati elementele simetrizabile.

18. Fie multimea M = (0, +o0) \ {1} si operatia
x*ydifelnxmy. Aritati cd legea ,,*“ este lege de
compozitie internd, asociativa, cu element neutru,

comutativa si toate elementele din M sunt simetrizabile.

19. Pe R} ={xcR|x>0} se definesc legile de

2

X+y
def . 2 .
xTy = 4/xy (media geometricd),

def L o
compozitie: x*y = (media aritmetica) ,
def 2x . .
xly= Ty (media armonica) .
X

Aratati ca aceste legi de compozitie sunt comutative
si nu sunt asociative. Admit element neutru?



0
20. Fie multimea M = {[x J X% ye IR} . b(R).
zy

Aratati cd M este o parte stabila in raport cu
inmultirea matricelor . #(R). Determinati elementul
neutru si elementele simetrizabile ale lui M in raport
cu operatia indusa.

21. Fie multimea
M={x+yﬁ|x,ye©,x2—7y2 =1}.
Aratati cd M este parte stabild a lui R in raport cu

inmultirea si ca toate elementele lui M sunt
simetrizabile in raport cu operatia indusa.

22. Fie multimea G = (3, +o0) si operatia:
x*ydifxy—3(x+y)+12.
a) Aratati ca , *“ este lege de compozitie interna si
ca (G, *) este grup abelian.
b) Determinati a, b € R astfel incat functia
/iR, > G, f(x)=ax+b si fie un izomorfism de
la grupul (R, ) la grupul (G, *).
c) Aratati cad x*x*..*x=(x-3)"+3,VxeG.

x de n ori

23. Se considera pe Z legea de compozitie:
X *ydifx + y—2. Demonstrati cd (Z, *) este grup
abelian si functia f': Z > Z, f (x) = x — 2 este un
izomorfism de la grupul (Z, *) la grupul (Z, +).

24. Fie G = (2, +o0) si legea x* y'= xy—2(x + ) +6.
Demonstrati ca ,, *“ este o lege de compozitie interna
si (G, *) este grup abelian. Calculati x*x*...*x.

x de n ori
9(x+y)

9+xy
Aratati cd | *“ este o lege de compozitie interna

si (G, *) este grup abelian.

25.Fie G= (-3, 3) = Rsi operatia: x* y =

207 1)

o este
e +1

Functia: f:R—> G, f(x)=

izomorfism de la grupul (R, +) la grupul (G, *).
Aratati casi f! : G —> R este izomorfism de grupuri.

x —
26. Fie Gz{[ yJ|x,ye|R,x2+y2¢0},
Yy X

G c 46 (R).

a) Aratati cd G este o parte stabild a lui . #(R) in raport
cu Inmultirea matricelor si ca (G, -) este grup abelian.
b) Aratati ca (C*, -) este izomorf cu grupul (G, -).

I x y

01 z||x,yzeZ},
0 0 1

G c 44(R) . Aratati ca (G, -) este grup, unde ,,”* este
operatia indusd de inmultire a matricelor.

27. Fie multimea G =

28. Fie multimea G = (3, +0) si operatia:
def

xX*y = xy—3(x+ y)+12. Aratati ca:
a) (G, *) este grup abelian.
b) functia /' :G —>R,, f(x)=x-3 este izomorfism
de la grupul (G,#) la grupul (R},-), grupul
multiplicativ al numerelor reale strict pozitive.

29. Pe multimea Z a numerelor intregi se definesc

def def

legile de compozitie x*y = x+y+1, xLly = x+y-1.

Aratati ca (Z, *) si (Z, 1) sunt grupuri izomorfe,
(Z,)=(Z, L), f(x)=x+2.

30. Se considerda multimea G = (E, 4, A%), unde

(1 0} , (1
e={3 0. ae[?

complexa a unitatii, €2 + ¢ + 1 =0, & = 1. Aratati ca
(G, -) ese grup in raport cu inmultirea matricelor.

€ . < ix s .o
5 | si € este o radacind cubica

31. Aratati ca pe multimea
X
Gz{[ yJ | x,yeQ, x*+)° ;tl} inmultirea
3y x

matricelor determind o structura de grup.
Aratati ca acest grup (G, -) este izomorf cu grupul

(Q(/3), ), unde Q(V3)={x+43 | x,yeQ},

f:G—>©(x5),f(A)=x+yx@,A=(x yj.
3y x

Aratatica £ :Q(\/g )— G este izomorfism de grupuri.
32. Fie multimea G = (1, +o) si operatia:
def

X*y=xy—x—y+2.

a) Ardtati ca | ** este o lege de compozitie interna
si cd (G, *) este grup abelian.

b) Demonstrati ca: x*x*..*x=(x—1)"+1,neN,n>2.

%{_/

de n ori

33. Fie multimea G = R \{1} si legea =

ke

x*y:%(l+x+y—xy). Aratati ca (G, *) este grup.

34. Fie multimea G = (m, +o) si operatia ,,*“:

def 2
xxy=xy—m(x+y)+m- +m,meR.
Demonstrati ca (G, *) este grup abelian.



35. Se considerad legea de compozitie

def
ZI*ZZ = ZIZZ_(ZI+ZZ)I_1+I’ ,,*“: C X C —)C

a) Aratati ca multimea C, = C \{i} este parte stabila a
lui C fata de legea ,,**, iar C, cu operatia indusa
este grup comutativ, (C,, *).

b) Demonstrati: z*z*..*z=(z—i)" +i,neN, n>2.

36. Se considerd multimea

I Inx O
G=M_=40 1 0| xeRi\{l};.
0 0 1

Aratati ca inmultirea matricelor determina pe G
o structura de grup comutativ, (G, -).

37. Se considera multimea G = Q \{k}, k € Q* si

. def Xy
legea de compozitie: x*y =x+y——.

Aratati ca (G, *) este grup abelian.
38. Fie grupul comutativ (G, -) si a € G fixat. Se

def
defineste legea de compozitie pe G :x*y = xva.

Aratati cd (G, *) este grup comuativ.

39. Se considerd multimea de functii:
G={f:R—>(0,+0)| f(x)=e™,acR}.
a) Aratati ca (G, ) este grup multiplicativ.
b) (G, -) este izomorf cu grupul (R, +), grupul aditiv
al numerelor reale.
40. Fie multimea G = (0, 1) si operatia:
syl
vy 2xy—x—y+1
a) (G, *)este grup abelian.
b) functia f:G —> R}, f(x):%—l este

. Aratati:

izomorfism de la grupul (G, *)la grupul (R}, ").

41. Pe multimea numerelor complexe se definesc
operatiile: z, L z, =z +z,+a-i,a€ R;
z, Tz, =z +z - a Aritati ca (C, 1), (C, T) sunt
grupuri izomorfe: f: (C, L) > (C, 1), f(z) = iz.

Inele si corpuri

1. Pe multimea Z se definesc operatiile:
xLly=x+y-3,xTy=xy-3x-3y+ 12

Aratati ca (Z, L, T) este o structurd de inel.

2. Pe multimea C a numerele comlexe se considera
operatiile: z, + z,, z *z, = x;x, + y;,i , unde
z,=x, Tyl z,=x, Tyl

Aratati ca (C, +, *) este un inel comutativ.

3. Pe multimea 4 = R X R se introduc urmétoarele
legi de compozitie: (x,, y,) + (x,, y,) = (x, + x,, y, + »,),
(s v - (5, 1) = (ox,, Xy, +xy).

a) Aratati ca (4, +, -) este inel comutativ.
b) Aratati ca functia f:4 — .4, (R),

X
0
. . Xy
4. Fie multimea A4 = | x,yeZ}.
vy ox

Aratati cd (4, +, -) este inel comutativ, ,,+“ si ,,
fiind operatiile de adunare si inmultire a matricelor.

f((x, ») :[ yj este izomorfism de inele.
X

5. Fie operatiile definite pe multimea Q:

def def
XLly=x+y+2, xTy=xy+2(x+y)+2.
Aratati ca tripletul (Q, L, T) este o structura de corp.

184

@ e
yooox=y

K c 44 (R). Aratati ca multimea K Tmpreund cu

operatiile induse de adunarea si inmultirea matricelor

este un corp comutativ (K, +, -).

6. Fie multimea K = {[

7. Fie multimea K ={x+iyv/3 | x, yeQ} dotatd
cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire.
Aratati ca tripletul (K, +, ) este un corp.

8. 5’? multimea R se definesc operatiile:
def
xLly = x+y-2, xTy = 2xy —4(x+y)+10.
Aratati ca (R, L, T) este o structurd de corp.

9. Fie inelele (4, +, ), 4, = {x + iy |x, ye Z}si

(A, + ), A2={£x _yJ|x,yeZ}.
Yy ox

Demonstrati ca cele doua inele sunt izomorfe.

10. Fie corpurile:

(Ki, +,), K1 =Q(3) = {x+ 33 | x, ye @},

(K2,+,'),K2:{£x yJ|X,yE(D}
3y x

Aratati ca cele doud corpuri sunt izomorfe.



Polinoame

1. Gasiti radacinile rationale ale polinomului
f=12X°-8X*+13X -2eZ[X].
2. Demonstrati cd un polinom f eZ[X] nu are
radacini Intregi daca f(0) si f(1) sunt numere impare.
3. Determinati ordinul de multiplicitate al radacinii:
a) o.=2 pentru
f=X"-5X*+7X’-2X’+4X -8eZX] ;
b) a =-2 pentru
f=X"+7X*+16X° +8X*—16X -16Z[ X].

4. Fie x, x,, x, radacinile polinomului f € R[X],

f=X+aX +b. Construiti polinomul g ale carui
ridicini sunt x>, x,”, x,.
5. Aflati radacinile polinomului f eR[X],
f=2X’-12X"+6X +a stiind cd acestea formeazd
0 progresie aritmetica.

6. Determinati radacinile polinomului f e R[X],
f=2X-7X*+7X +a, stiind ca acestea formeaza
0 progresie geometrica.

7. Fie feX],f=X'+6X"+8X’+aX +bh.
Determinati a si b stiind ca trei dintre radacinile lui
fsunt in progresie aritmetica si a patra este egald cu
suma celorlalte.

8. Determinati radacinile polinomului f e Q[X]
stiind ca admite radacina indicata:
a) f=X'+aX =X -2X+b, x=2+3;
b) f=X'-2X’+aX*+bX +1, x=1--/2.

9. Fie feR[X], f=X"+aX’+3X*+2X +b.
Determinati a si b stiind ca f'admite radacina z=1+1.

10. Fie feRX], f=2X"-aX’+2aX —a+2.
Determinati a stiind ca f admite rddacina z =2+ i3.

11. Fie x,,x,,..,x, radacinile polinomului
feQX], f=X"+a, X" +. . +aX +a,.

a) Dacd max

0<k<n-1

a,|>1, demonstrati ca:

n—1

xj|<2|ak|'

k=0

max

Isj<n

185

b) Daca M > 0 are proprietatea ca
|x.][<M, (V)k€{1,2,...,n}, demonstrati ca:
(M+1)" -1

—

min

0<k<n-1

ak| <

12. Aritati ca polinomul f =X+ X" 4 X+
se divide cu polinomul g=X*+ X +1.

13. Fie feR[X], f=X*+2X° +3X* +aX +b.
Determinati radacinile lui f'stiind cd una din ele este
z=1+1i.

14. Determinati radacinile rationale ale polinomului:
a)f=4X*-7X*-5X —1;

b) f=X*+4X°-2X* 12X +9;
Q) f=6X"+19X° —7X*-26X +12 .
15. Determinati m € R astfel incat polinomul

feRX], f=X"+mX’+2X° -8
g =X —2 sadearestul 4.

impartit la

16. Determinati m € R astfel incat polinomul
feRX], f=X"+4X° - X*>+6X —m sa se divida
cu X+ 2.

17. Aritati ¢ polinomul f =(X*+ X +D)*" - X
se divide cu X% +1.

18. Ardtati cd polinomul f = X%+ X +1 se di-
vide cu X7+ X +1.

19. Determinati numerele reale m si n stiind ca
polinomul f=2X°+mX*+4X +4n are radicina
dubld o =2.

20. Aritati ca polinomul f=X""—-X"? -3X+3
este divizibil cu g=(X —1)*. Gasiti catul impartirii
polinomului f la polinomul g.

21. Demonstrati cd polinomul
F=1+X)"" —(1+X)*" sedivide cu X? + X +1,
unde m, peN.



Primitive. Integrale nedefinite. Integrale definite

I. Determinati primitivele urmatoarelor functii:

1. f(x)zx\/1+9x2,erR; 2. f(x)zxz-\3/x3—27,xelR; 3. f(x)z(x3—l)\/x4—4x+1,xe(2,oo);

4. f(x)=e"sin(e"),xeR; 5. f(x)=sin" xcosx,xeR,neN; 6. f(x)=e"cos(e),xeR;
2 tgx
7. S =8 x,xe[o,f); 8. f(x>=tg2x+tg“x,xe(o,ﬁj; 9. f(x)=— ,xe[—ﬁ,fj;
tgx 2 2 coszx 22
ctgx -3
10. f(x)=e ,xe(O,n); 11. f(x)zsm—x,xe(o,ﬁj; 12. f(x)= ! ,x>1;
sin® x cosx 2 xInx
e\/; 3 X
13. f(x)=—=,x>0; 14. f(x)=x’¢" ,xeR; 15, f(0)=—55,x>1;
Vx ln(xx )
252 4Inx X X
16. f(x)=e ,x>0; 17. f(x)= ,xeR; 18. f(x):4—,xe|R;
4x% +1 X+l
X sinx 21 sinx b
19. f(x)=———,xe(-L1); 20. f(x)=—,xe(0,—j; 21. = , 0,— |:
s 1—x4 V1+2cosx 3 S 3cos x *e 2
sin2x e’ +1 1
22. f(x)=—=,x€e(0,nt); 23. f(x)= ,xeR; 24, f(x)=——,x€eR;
4 \sinx (0.7) e +1 e' +e "
3
X 1 In® x
25. f(x)=———,xeR; 26. f(x)=——, x>1; 27. =7 x>1:
S ) (1+x%)? A xInxIn(Inx) /@ y
1 1 1
28. f(x)= . xeR; 29. f(x)=——,x€(0,m); 30. f(x)= ,xe(—ﬁ,ﬁj;
1+e2* sinx COSX 22
1 1
3 S == x> 2 =" s e ,xe[‘ﬁﬁj;
x(1-In” x) x cos” xy/1+tgx 42
2x .
e
3. f(¥) =55, xcR,a%0; 35 f()=—>"—.xeR; 3. f(x):%,xelR;
e +a 1+sin“ x 1+cos” x
V1-x2
37. f(x)= ,xe(0,1).
X
Determinati urmatoarele integrale nedefinite:
xdx 1 xdx 2 _
. jz—,x>——; 39. jz—,x>2; 40.] 2x” 4l =9l dx,x>4;
2x° +3x+1 2 2x°=3x-2 (x=D(x+3)(x—4)
s, o4 dx 3 S
41. ILxgdx,x<—2; 42. J‘#,x>—; 43.J‘ x3 dx,x>1;
X —4x 6x” —7x" —=3x 2 4x3 — x
32xdx 5 d 2x? —5)dx
4. | 2 s X>=5 45, I%,x»ﬁ; 46. j%,x»ﬁ;
2x—1)(4x" —16x+15) 2 xT=3x"+2 xT=5x"+6
3 2 2 2
_ — - 1 +2
47. J3x ix 2x+2dx,x>l; 48. J‘#dx,x>2; 49. I—-(X j dx, x>1;
X —x X 4+2x7+x x \x-1

186



50.

x2dx

5 — = x>-2;
(x+ 2)2(x + 4)2

3.

xdx

(x—1*(x* =1

56. x>1:

59.

62.

dx

.[ 2,2 X

65.

68.
71.

74. IW, X e

¥2 —3x+3

e 2)3 dx, x

5 >2;

i
¥ —6x> +9x+7

e

J
xdx

J=

x” -1

54.

(x? = 2x+3)dx

57. 3 > X
(x—=D(x” —4x” +3x)

60. L x>1;

24
J‘X4 X

x -1

©

J- (5x —12)dx
6x+13)

63.

L x>1;

b

S 42X +4x+4)

66. 3

2 3 dx, x
X +2x7 4+ 2x

69.

72.

b

(x> +1)dx
.[—2 - 7> X €
(x"—4x+5)

xdx

75—
1+ x2)(1+ x)?

J

X >—

Calculati integralele nedefinite:

77. Isin3xcos§xdx, xeR;

80. Isinz xcos* xdx, xeR;

J

J
J

J
J

J

0082 X

sin® x

83. dx,x e (0,m);
dx

——— Xx€

3+5cosx

dx,xe [O,E);
4

cos® x —sin’ x

cos* x +sin? x

86.

1+tgx

89. 90

1-tgx

92. dx,xeR;

sinxcosx
95, | ——
sinx +cosx

cos*x dx

1+cos’ x

98. , xeR.

78.

81.

84.

93.

dx, x € [O,EJ ; 96.
2

jsinlesinledx, xeR;

Isin3 xcos’ xdx, xeR;

dx b
Joa ——xel0g):
sin” xcos” x 2
_[ cosx dx,xe(0,m);
1+cosx
. joﬁlx,xe[O,Ej;
(1-cosx) 2
CcOSX

sin® x —6sinx +5

J
J

COosXx

cos’ x +sin’ x

187

>0;

b

79.

82.

8s.

8

e

91.

dx,x e [O,Ej ; 94.
2

dx,xe[o,zj; 97.
2

52.

5S.

7x> -9

58.
x*—5x3 +6x

2

I 2x? =3x-3
(x-1(x*=2x+5)

e e

X +x +x +X

61. dx,x>1;

64. ,x>0;

(x* = 6)dx R

7 S5 xR,

X +6x°+8

6

(B3x+5)dx

70. [—————5,xeR;
(x +2x+2)

2x> +6x7 +6x+4

73.I 3 5 dx,xeR;
(x*=2x+2)
76. .[(x —4)dx x>1.

—2x? +1

J-cosicosidx, xeR;
2 3

3

J‘sm4x dx,xe(0,7);
cos” x
d.
Jfﬁrl—?ﬂxe[aﬁ}
sin” xcos” x 2
j s1n.x dx,xe(O,Ej;
1—sinx 2
J-sm2x§lx, cR:
1+sin” x
I dx [ e nj
,xe| ——,—
I+tgx 4’2
_[ cos2xdx [ Ej
sinx +sin3x’ 6



II. 1. Aratati ca functiile urmatoare sunt continue si calculati integralele indicate:

a) [ f)d; f(x)={x

o) [ f@)dx, f(x)=mintx, VT=x};

x +1 1 (x_\/;)Z
o) [ f(0dv, f(¥) =1 +x x 30, U [ oo, rn={1ox o FEl0D;
-1 xZO 0 , x=1
. arctgl, xe(0,1] = . 12 _Lz, xe(o, %}
g) Iof(x)dx,f(x): x ; h) Iozf(x)dx,f(x): sin 1x X .
2 > x=0 = ,x=0
3
Calculati integralele urmatoare:
U S (x— 1) Bo(x-1)° 3x+2
2. a) J‘%X(XZ'FD ’ IO X +1 5 ) J‘\/_ x(x +1) 5 ) I—Zx +x _
3. a) _[;\lx\/xx/;dx; b) I;x3V1—x2dx; c) J‘ x4 d) J‘2 (2 + 44— dx |
'Wxt+3 2
4. a) Izvxz—ldx; b) Il \N3-2x-x*dx; c¢) Ide d) Il /1_—xdx
: - " J1++/x oVI+x

10.

11.

12.

13.

14.

o

. a) J._n |sinx|dx;

In? x

dx;

. )Lx‘( ‘dx

. a) L|lnx|dx;

9.a )jo

cos’ x
———dx;
1-2sin’ x

a) E sinxv/cos2xdx ;

n

a) IOZ x-sin® xdx ;
'

a) IO |cosnx|dx;

1
a) IO arcsin/xdx ;

x>, xel[-1,1]
,xe(l, 3]

s
a) IOZ (sinx +cosx)e*dx ;

Inx

)I(x 1)

b) I_z sin|x| dx ;

L e‘—l‘dx;

b) f:x‘e"““dx ;

®) '[04 3cos’ x

b) F" cosxv/cos2xdx ;
4

|cosx|

b) J?x-cos2 xdx ;

b) Ion sin® nxdx ;
b) IOI arccos/xdx ;

b)j

1+cos2x

; b) || f(x)dx, f(x)={

T2+sin2x

Ji-x

c) Iole" In(1+e")dx ;
¢) [* V1-sin’ xdx;
C) J‘_lle”"“ dx ;
c) I:nx|sinx|dx;
c) thg“xdx;
© '[0 1+|cosSx| ax;
) Ion x”sin2xdx ;
2n
c) IO arccos(cosnx)dx ;

1
c) I x-arcsin~/xdx ;

e'dx; c) J-O

COoS X

188

sinx+cosx

,xe[0, 1]

Yx-17, xe(, 5]

d) j: F(0)dx, f(x)=max{l, In(1+x%)};

et -1
9 '[0 ex+1dx'
d) I:nxll—cosz xdx .

d) [T .

d) J~02n .

cosx|dx

d) jfthxdx.

sinx

D[
) '[0 \/(2—cosx)2+sin2x

d) Ion x> cos2xdx .

L S
01+ |sm nx|

d) J.O\/;‘arccos\/;dx.
———dx; d) _[0

d) dx.

x-sin’ X g
1+ cos? x

dx .



15. Reprezentati si calculati aria subgraficului I':

a)ft&%zyeRtfu>=h+ﬁx

b) f:[0,2n]—>R, f(x)=|sinx—\/§~cosx|.

16. Reprezentati si calculati aria multimii D din se-
miplanul superior (y = 0), marginita de:
a) parabola de ecuatie y = —x> + 2x + 3 si axa Ox;
b) parabola de ecuatie )* = x, axa Ox si dreapta de
ecuatie x + y = 2.

17. Reprezentati si calculati aria multimii D din plan:
a) D={(xy)[x=0,y>0)< 81
b) D= {(x,») |0 <y<2-xsi) <x};
OD={(xy)|0<x<20<y<xsixy <1}

xsi2y+x <

d) D={(x, ) |O<y<l—x2+cos% .

18. Stabiliti inegalitatile urmatoare:

a) ISIOI\/x4 +1dx<+2;

b) 2\/g<'l.ole"zdx+J.Olel"xzdx<l+e .

19. Calculati urmatoarele limite:
sin nx

2) limjolx”(l—x”)dx; b) lim [ S0 gy
.3 —
c) limJ‘Sde; d) lim j
n—%0 ln.3x+1 n—% X+1

20. Folosind metoda integrarii prin parti, stabiliti
o relatie Intre integralele 7 si I  (n > 1) si calculati
integralele /, I, I, I, In urmatoarele situatii:

O, 1’ 2, 3,
a) 1,=["(nxy dx; b) I ZIIX_"dx;
1 n Oex

c) I,,:'I.le"‘\/l—xdx; d) Inzjol(l—xz)"dx.

21. Calculati integrala I: f(x)dx , unde

1
f(x)=lim(1+x")", Vx [0, 2].

Aplicatii ale integralei definite

. B _3x -
1. Fief: R\{-2} > R, f(x)= PR
a) Stabiliti monotonia lui f.

b) Determinati o, p € R pentru care:
L, Vx#-2.
X

X)=o+

S =a+—=
c¢) Calculati aria suprafetei limitata de graficul functiei,
axa Ox si dreptele de ecuatii x = -1 si x = 0.

2. Fie f: [0, t] > R, f(x) = cos2x + 2sinx.
a) Calculati f'(x), V x € (0, ) si determinati punctele
de extrem ale functiei.
b) Calculati aria curinsa intre graficul functiei si axa Ox.

3.Fief: (-1, +©) > R, f(x) = x + In(1 + x).
a) Calculati /' (x) si stabiliti intervalele de monotonie.
b) Pentru a € (-1, 0), calculati A(a) - aria suprafetei
cuprinsa intre graficul lui f; axa Ox si dreptele x =a. si
x=0.
¢) Calculati iijlilA(a).
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4. Fief:[0,3] > R, f(x)=x+3-x.
SB+h)-f3)
Y .

a) Calculati lim
<o

b) Determinati o primitiva a lui f pe [0, 3].

c) Aratati ca f verifica ipotezele teoremei lui Lagrange

si determinati valoarea lui ¢ € (0, 3) din teorema.

d) Calculati aria suprafetei determinatd de graficul

functiei si axa Ox.

e) Calculati volumul corpului de rotatie obtinut prin

rotirea graficului functiei /' in jurul axei Ox.

5. Fie f:[o, ﬂ R, f(x) =1+ cos3x.

a) Calculati f'(x), f"'(x) si f“(x), n = 3

b) Reprezentati grafic functia f.

c) Calculati aria suprafetei determinatda de graficul
functiei f'si axa Ox.

d) Calculati volumul corpului de rotatie obtinut prin
rotirea graficului functiei /' in jurul axei Ox.



6.Fief:R > R, f(x)=¢"+4e™

a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei /-
b) Fie S={(x,») |0 <x<Indsi0<y<f(@)}
Calculati aria lui S si volumul corpului obtinut prin
rotirea lui S in jurul axei Ox.

¢)Fie §'={(x, y)| 0<x<In4si /(x)<y<5}. Calculati
aria lui S si volumul corpului obtinut prin rotirea lui
S 1n jurul axei Ox.

7. Fie f: [0, ﬂ S R, f(x) = sinx.

a) Fie S:{(x, y)|0<x<% si 0<y< f(x)}. Calculati
aria suprafetei S.

b) Demonstrati ci sin4x = % +%cos16x - %cos 8x
pentru orice x € R.

c¢) Calculati volumul corpului obtinut prin rotirea
ui S 1n jurul axei Ox.

1

xlnx "~

8. Fie f: (1, o) - R, f(x)=

a) Caleulati [ f(x)dx.

b) Pentru a. € (1, e), solutie a ecuatiei f(x) = x, notam:
S(a)={(x, y)|a<x<esi f(x)<y<x}. Calculati aria
Iui S().

I+x

l-x°

9. Fie f: (-1, 1) > R, f(x) =%ln

a) Aratati ca f este bijectiva si calculati /.
b) Fie §={(x, y)|0<x<1, 0<y<Isi f ' (x)<y<f(x)}.
Calculati aria lui S.

10. Fie f: R - R, f(x)=——.
1+e

a)Aratatica f(x) + f(—x)=1,Vxe R.
b) Calculati: J: f(x)dx .

¢) Fie S={(x, »)|0<x<l, f(x)<y<1}. Calculati
aria lui S si volumul corpului de rotatie obtinut prin
rotirea lui S in jurul axei Ox.
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11. O sfera si un cub au fiecare aceeasi arie totala, S.
Care are volumul mai mare?

Indicatie. Se calculeaza in functie de S raza sferei
si latura cubului.

12. Fie g(x) = x’¢™, g : (0, +o0) = R si (x))

n=1’
2
X =l+i+2+...+n—. Daca 4 este aria multimii
n e eZ eB en n
()| n<x<n+1,0<y<gK)},ne N* atunci

alegeti raspunsul corect:

Dayd, >1;  bd,=2: o Ale(é,iz);
e
)4, >4,; e)d,=1.
2)a) limx, =1; b) limx, =e; c¢) limx, =+o0;

d) limx, =2
e

n—»0

e) limx, =0.
13. Fie functia f': (—o0, 0) U (1/2, +0) > R,
S@) =In2x* -x)si (x) _,, ()., doud siruri definite

astfelx, = (1), n > 1si y,= [ f(x) dx, ¥n>1.

Atunci alegeti raspunsul corect:
1) a) x; =50-3!; b) sirul (x ) strict crescator ;

¢) sirul (x ) marginit; d)x, =33 -4!;e) limx, =0.
1

2)a) limy, =5; b) limy,=e"; ¢) limy, =+w;

d) limy, =—1;  ¢) limy, =
n—»0 n—>0 e

14. Cu ajutorul integralelor definite, calculati
limitele urmatoarelor siruri (n = 1):

1 T 27 nr .
a) a, = n(cos 2n+cos o +...+cos Zn)’
b) a,,=n—12(1-sin%+2-sin§—2+...+n-sin%);

¢) a, = + ) +20) ()
n

d) a =%-2('/(n+1)(n+2)...(n+2n) .



Probleme de tip bacalaureat

Grupuri

1. Se considera matricele

11 L o) . .
A= = si multimea
11 0 1

H = {H(x) |H() =1, + x4, x (_% oo)} .

a) Sa se arate ca [, € A.
b) Sa se calculeze A4°.

¢) Sa se arate cd 2xy+x+ye (—%, oo) pentru orice

X, ye(—%, oo).
d) Sa se arate ca
HX)H(y)=HQ2xy+x+y), Vx, y e(—%, oo).

e) Sa se arate cd inmultirea matricelor determind pe
J o structurd de grup abelian.

f) Sa se arate ca grupurile (., -) si (R, +) sunt
izomorfe.

g) Sa se rezolve in R ecuatia

Hx) = H(%)H(%)H(%)H(&z‘”) .

2. Consideram pe R legea de compozitie o

2
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definitd prin xocy=xy—-2x-2y+6.

a) Sa se verifice daca legea ,,0* este asociativa.

b) Sa se calculeze xoy—(x—-2)(y—-2).
¢) Sa se determine elementul neutru al legii ,, 0.
d) Sa se determine x € R cu proprietatea

caxoy=x,VyeR.

e) Sa se determine solutiile ecuatiei
xo(x+1)o(x+2)o...o(x+2006)=2.

3. Se considera multimea

1 ab
A, = 0 1 ¢ &,l;,éeZp , unde p > 2 este
0 0 1 C
1 00
un numar natural impar si matricea [ = 01 0]
0 0 1
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a) Sasearateca /€ //p

b) Daca 4, B € //p, sa se arate ca AB € //p

¢) Sa se arate ca 4” = [ pentru orice 4 € //p .

d) Sa se determine doua matrice 4, B € ,//67 cu
proprietatea ca AB # BA.

e) Sa se arate ca (,//{7 , *) este grup.

f) Sa se arate cd p este prim daca si numai daca
ord4 = p, oricare ar fi

A€ ANAT

g) Sa se dea exemplu de grup necomutativ cu p?
elemente, p fiind un numar natural prim si impar.

4. Se considerd multimile

x 0 l-x
M=1Ax)e M[R) |Ax)=| 0 0 0 |, xeR
I-x 0 «x
1 00
si A4'=4]0 x 0|, xeRy}, iar pe R se defineste
0 0 1

legea de compozitie xoy=2xy—x—y+1.
1 1.1 .
a) Sa se arate cd xoy=2(x——)(y——)+—, oricare
) 2 272
arfix, ye R.
b) Sa se arate ca legea de compozitie este asociativa.
¢) Folosind metoda inductiei matematice, sa se

demonstreze cd, pentru orice neN', n>2, avem
1

1 1 1
X 0x,0-0x, =2""(x; —=)(x, = =)+ (x, ——) +
1 2 n (1 2)( 2 2) (n 2) 2

d) Sa se arate cé, oricare ar fi x,yeR,
AXx)A(y)=A2xy—x—y+1).
e) Si se rezolve ecuatia 4”" (x)=A(x).
f) Fie #={Ce. #(R)|4(x)-C=C-A(x)=A(x), VxeR|.
Sa se determine multimile - .A'si .4/ NP .

5. Pe multimea numerelor reale se considera

legea de compozitie ,,o“ prin
xoy=3xy+3x+3y+2, oricare ar fi x, yeR.



a) Sa se verifice cd xoy=3(x+1)(y+1)-1,
oricare ar fi x,yeR.
b) Sa se arate cd (xo y)oz=xo0(yoz), oricare ar fi

x,y,zeR.
¢) Sa se determine e € R astfel incat
eox=xo0e=x,VxeR.

d) Sa se arate ca (-1)ox=-1, VxeR.

e) Sa se arate ca, dacd xoy=-1, atunci x = -1 sau
y=-1

f) Sa se rezolve ecuatia log, xclog, y=—1.
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6. Pe R se considerd legea de compozitie ,,°
definita prin xoy=x+y—9. Se stie cd legea este
asociativa.

a) Sa se determine elementul neutru al legii ,,°“.
b) Sa se determine simetricul elementului x € R,
fata de legea ,,o%.

¢) Sa se calculeze 0olo20...05.

d) Sa se afle cate solutii reale are ecuatia 4" 02" =11.
e) Sa se calculeze suma solutiilor reale ale ecuatiei
Jx=204102-x =1.

7. Pe multimea numerelor reale definim legea de
compozitie “o” prin xoy=xy+3x+3y+6.

a) Si se calculeze xoy—(x+3)(y+3)+3,x, yeR.

b) Sa se determine pentru ce valori ale lui x, y, z€R
are loc egalitatea (xoy)oz=xo0(yoz).

¢) Sa se determine multimea
{(a,b)e Q-2Z) x (Q-2)| aocbeN}.
d) Sa se afle cate solutii are ecuatia
(log, x)o(log;x)=-3,x€ (0, 00).
e) Sa se afle cate elemente are multimea
{xe R| 203" =-3}.

8. Pe R se defineste legea
x*y=2xy—2x—-2y+3.
a)Sasearateca x*y=2(x—1)(y—-1+1,Vx, yeR.
b) Sa se arate ca multimea R\ {1} este parte
stabild a lui R in raport cu legea ,,* .

¢) Sa se determine elementul neutru al legii ,,* .
d) Sa se calculeze X *X*X*...%X
—_

nori

e) Sa se rezolve ecuatia xxxsx*x*xx=17.
f) Sa se calculeze (—27)*(—26)*...%2%3=* %27,
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9. Pe R se considera legea de compozitie
xoy=x+y+10, Vx,yeR.

a) Sa se calculeze (-10) © 1.
b) Sa se rezolve in R inecuatia x* o x < 10 .

¢) Sa se rezolve in R ecuatia 402" =12.
d) Si se giseascd x,y€Q\Z astfel incat xoye@Q.

e) Sa se arate ca legea ,,o” determind pe Z o structura
de grup.

10. in multimea Al(C) se considera matricele

0 -1) . 1
A= si [,=
-1 0 0

timea G = {X € .#,(C)|AX = XA4}.

a) Sd se verificecad € Gsi L, € G.

b) Sa se gaseascd o matrice T' € .4/,(C) cu proprie-
tatea 7¢G.

¢) Si se verifice ca 4> = I,.

d) Sa se arate ca, daca a, b €C, atunci matricea
B=al,+ b4 € G.

e) Sa se calculeze A420%.

f) Sa se verifice dacd G este grup, unde legea de
compozitie e data de adunarea matricelor.

0
J, precum si submul-
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11. Pe R se defineste legea de compozitie ,,°
prin xey=2xy—x—y+4.
a) Sa se determine valorile lui x, y, z € R pentru
care are loc egalitatea (xo y)oz=xo0(yoz).
b) Sa se determine, daca exista, elementul neutru al
legii ,,o* .
¢) Sa se calculeze cardinalul multimii {xelR |xo2:3}.
d) Sa se calculeze (—1)c0¢l.

e) Sa se determine, daca existd, x pentru care x o x = x.

12. Se considerd multimea G = {f: R — R | flx) =
=ax+bj,a, b€ R, a# 0sifunctial,: R —> R,
1(x) = x.

a) Sa se arate ca, daca fsi g€ G, atunci foge(G.
b) Sa se arate ca 1, € G.

¢) Sa se arate ca Vf € G, existd g € G astfel incat
fog=1lg.

d) Sd se arate cd Igo f'= folg=f.

e) Sa se arate cad fog=go f nu este adevarata
pentru toate functiile f'si g din G.

f) Sa se determine H={h:R—R| /o f=foh,Vf cG}.



13. Pe multimea

a 00
M=3A=|b a O0|,a,b,ceR,a=-2}. Se intro-
c b a
duce legea de compozitie ,,o “ astfel:
1 00
AeB=A4-B+2(A+B+1,),unde I;=/0 1 O].
0 0 1
a) Sa se verifice dacd 4o Be M , pentru orice
A si B din M.
b) Sa se verifice dacd legea este comutativa.
¢) Sa se verifice daca legea este asociativa.

d) Sa se verifice daca exista element neutru pentru
legea de compozitie.

e) Ce structura algebrica determina pe M legea ,,0 “?
f) Sa se calculeze 7,01/, .

14. Pe multimea numerelor reale se defineste
legea , o prin xoy=3xy+3x+3y+2,Vx, yeR.
a) Sa se verifice ca
xoy=3(x+D)(y+D)-1,Vx,y, zeR.

b) Sa se arate cd (xoy)oz=x0(yoz), Vx, yeR.
¢) Sa se gaseascd doua numere a, b € Q — Z, pentru
care aoche”.

d) S se determine elementul ¢ € R, care verifica
relatia xoce=x,VxeR.

e) Sa se arate ca, dacd xoy=-1, atunci x = -1 sau
y=-1

f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate
cd  aoao..0a =3"(a+1)a,+1)..(a +1)-1,
vneN siVa,a,..,a €R

Inele si corpuri

1. In inelul Z, considerdm ecuatiile =0,

A

=%, 2%=4.
a) Sa se determine cate elemente inversabile in raport
cu inmultirea are inelul Z ,.

b) Si se calculeze produsul solutiilor ecuatiei 2% =4 .
¢) Si se calculeze suma solutiilor ecuatiei %> =% .
d) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei
=0.

e) Sa se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un ele-

ment din inelul Z , acesta si fie o solutie a ecuatiei

122

=0,
2. Pe multimea G = (-2, +o0) se defineste legea
xX*y=xp+2x+2y+2.
a) Sa se determine elementul neutru al legii.
b) Sa se calculeze simetricul lui 2 1n raport cu legea ,, * .

¢) Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei X° =%
inZ,.

d) Sa se calculeze probabilitatea ca un element din
inelul Z, sa fie inversabil.

3. a) Sa se determine cate solutii are ecuatia
=% in inelul Z,.
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b) Sa se determine cate elemente inversabile fata de

adunare are inelul Zzooﬁ.

¢) Sa se calculeze cate solutii are ecuatia ° =% in
inelul (Z,, +, ).
d) Sa se calculeze produsul elementelor inelului Z,.

4. a) Sa se determine cate solutii are ecuatia
3x=2 in inelul Z,
b) Sa se calculeze produsul elementelor multimii Z,.
¢) Sa se determine cate elemente inversabile fatd de
inmultire sunt intr-un corp cu 3 elemente.

5. Fie p un numar prim, p = 3.
a) Sa se demonstreze ca (prp +) este grup.

b) Sa se demonstreze cd VxeZ ,,x#0, exista

p-1°

ye Z;_l astfel incat xy=1.

¢) Sa se demonstreze ca (Z , +, -) este corp.
p-1

d) Sé se arate cd, dacd X€Z, | si ¥* =1, atunci

tefl, p-1.

e) Sa se demonstreze ca iﬁ;—\l:;—\l

f) Sa se demonstreze ca, dacd p este numar
compus si nu este patrat perfect, atunci p|(p — 1)!



Polinoame

1. Se considera multimea
Fy={a,X" +4X +44,, 4,8} .
a) Sa se determine numarul polinoamelor de gradul

al doilea din F,.
b) Sa se calculeze cardinalul multimii F,.
¢) Sa se determine polinoamele /' € F, pentru care

0,1si 2 din Z, sunt simultan radacini.

d) Sa se calculeze s()= >, f(®), xeZ,.

fek
2. Consideram polinomul P(X)=X3 +aX?+bX + c.
a) Sa se calculeze P'(X), P"(X), PO(X).

b) Sa se demonstreze identitatea: P(X) — P'(X) + P"(X) —
-POX)=X3+(@-3)X*’+(B-2a+6)X+c—b+2a—6.
¢) Notand cu Q(X) polinomul de la b), sa se arate ca
o) + Q' (X) = P(X).

d) Si se arate ci (e'Q(x)) = e'P(x), Vx € R.

e) Dacid P nu are radicini reale, atunci P(x) > 0, Vx € R
sau P(x) < 0, Vx € R.

f) In ipoteza de la e), si se arate ci f (x) = e'Q(x),
Vx € R este strict monotona.

g) Sa se arate cd, dacd P nu are radacini reale, atunci
nici O nu are radacini reale.

3. Se considera polinoamele /= 8X°* — 6X — 1,
g=4X* - 3X si multimea M = {h(cosgj |he (D[X]}.

a) Sa se arate cd f nu are radacini rationale.
b) Sa se determine catul si restul impartirii lui fla g.

¢) Sa se arate ca f(cosgj =0.

o . T
d) Sa se verifice relatia COSE Q.

e) Daca 1 € Q[X] si A(cos20°) = 0, s se arate ca &
este divizibil cu f.

4. Se considerd polinomul f=X’-6X+2, cu
raddcinile x, x,, x, € C. Pentru orice k € N*, notam
cu S, =x} +x5 +x5, iar S, = 3.

a) Sa se calculeze f(-2) - f(2).

b) Sa se arate ca polinomul fnu are radacini rationale.
¢) Sa se arate ca toate radacinile polinomului f sunt
reale.

d) Sa se calculeze suma § = x + x, + x,.
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e) Sa se arate ca §,,, — 6S,,, +25, =0,V ke N.
f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate

ciS,cZVne N

5. Se considera polinomul f=X*-5X+3, cu
radacinile x,,x,,x;,x, €C.
a) Sd se calculeze x, +x, +x;+x,.
b) Sa se calculeze £ (1) f(-1).
¢) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini
rationale.
d) Si se calculeze x* +x,* +x;* +x,°.
e) Sa se arate ca, daca x € Q — Z, atunci f(x)gZ.
f) Sa se demonstreze ca exista o infinitate de elemente
x € R\ Q cu proprietatea ca f'(x) € N.

6. Se considera polinomul feR[X],
f=X—X*+aX -6 cu radicinile x,,x,, x,.
a) Sa se determine a astfel incat restul Tmpartirii lui
fla (X —1)(X —2) sa nu depinda de X.
b) Sa se determine a astfel incat
XD (] = 1) +x5 () —1)+x3(x] —1) =4x,x,x,.
¢) Sa se arate ca, dacd a = 0, atunci polinomul nu
are radacini rationale.

2m 6 m
d) Se considera matricea A=|5 5(m—1) m |
m 8 m+1

unde meR. Sa se arate ci detA:S(m3 -m’ —6).

e) Sa se rezolve in multimea numerelor reale siste-

2mx+6y+mz=0

mul {5x+5(m—-1)y+mz=0, unde m este un

mx+8y+(m+1)z=0
parametru rational.

7. Se considerd polinomul
=X+ DX+ 2)X+ 3)X+4) + 1 cu radacinile
X, X,, X, X, € C.
a) Sa se calculeze f (0).
b) Sa se calculeze f— (X2 + 5X+ 5)2.
¢) Sa se afle numarul de radacini reale ale
polinomului f .
d) Sa se calculeze produsul x x,x.x,.

e) Sa se calculeze suma x, + x, + x, + x,.



8. Se considera polinomul f= X® + | cu rada-
cinile x,, x,, x,, x,, x, X, x,, x, € C.
a) Sa se calculeze expresia
(X =2X2+ )X +V2X% +1).
b) Sa se determine numarul de radacini reale ale
polinomului f.
¢) Sa se calculeze suma
X, Fx, ot x,txtxo Xt
d) Sa se calculezg produsul XXX XXX XX
e) Sa se determine restul impartirii lui f la
Xt -2x?+1.

9. Se considerd polinomul f=X*-5X?+6, cu
radacinile x,,x,,x;,x, €C.
a) Sa se determine cate solutii reale are ecuatia
X2 =5x+6=0.
b) Sa se determine numarul de radacini reale ale
polinomului f.

¢) Sa se determine cate radacini rationale are polino-
mul f.
d) Sa se calculeze x, + x , + x, + x,.

e) Sa se calculeze suma

2005 2005, 2005 2005
X Ax,T Xy Xy

10. Se considera polinomul f = X'+ X +1, cu
raddcinile x,, x,, x;, x, €C.
a) Sa se calculeze suma f(-1)+ f(1).

b) Sa se determine numarul radacinilor rationale ale
polinomului f.

¢) Sa se calculeze expresia
f-(X?=X+D)(X*+X+1).

d) Sa se calculeze suma x, +x, +x; +x,.

e) Sa se calculeze produsul x,-x,-x;-x,.

11. Se considera polinoamele
=X +X*+X’+X*+ X +1 cu radicinile

X, Xy, %5,%,,% €C si g=X?+ X +1, cu ridcinile
Yy, €C.
a) Sa se calculeze suma y, +y,.

b) Sa se determine restul impartirii polinomului f la
polinomul g.

¢) Sa se calculeze produsul (X —1) f .
d) Sa se calculeze suma x, +x, +x; +x, + x5

e) Sa se calculeze produsul f(y,)-f(»,).

12. Polinomul f=X?-X+1 are radicinile
x,x,€C. Notaim cu S, =x; +x;, VneN*.
a) Sa se determine restul impartirii polinomului
X’ +1 la polinomul f
b) Sa se calculeze modulul radacinii x,.
¢) Sa se calculeze x,°.
d) Sa se calculeze S..
e) Sa se calculeze probabilitatea ca S sa fie egal
cu-2candne {1,2, .., 8}.

13. Se considera polinomul f € C[X],
f=X+ X'+ X+ 1 curadicinile x, x,, x,.
a) Sa se calculeze f(-1).
b) Sa se afle restul impartirii polinomului
=X+ X*+ X+ 1 lapolinomul g=X+ 1.
¢) Sa se calculeze probabilitatea ca o radacina a
polinomului f, aleasd la intdmplare, sa fie reala.
d) Sa se calculeze suma x, + x, + x,.

e) Sa se calculeze suma x' +xJ + xi.

14. Polinomul f= X* + 2X + 4 are rddicinile x ,
x,€ C. Notim cu S, =x +x;,V n € N*.
a) Sa se determine restul impartirii polinomului
X° — 8 la polinomul f.
b) Sa se calculeze modulul radacinii x,.
¢) Si se calculeze x;.
d) Sa se calculeze S..
e) Sa se calculeze S, + S..

Primitive

1. Se considera functia f: R > R, fix)=x* +x + 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze I f(x)dx.

¢) Sa se gaseascd o primitiva a lui f care se
anuleaza in 0.

d) Sa se calculeze limw.

X—00 X

2. Se considerd functia f: R > R,
fix) =x* —2x + 3x - 5.
a) Sa se calculeze f'(x).
b) Sa se calculeze j f(x)dx
¢) Sa se determine cate puncte de extrem local are f.
S(x)+3

d) Sa se calculeze lim
x—1 X — 1



3. Se consiera functiile f, g : (0, +®0) > R,

Sx )— D si g(x) = fix) — Inx.
(1-x’
x(1+ x)?
b) Sa se calculeze f{1), g(1) si g'(1).

¢) Sa se calculeze lim f(x).

a) Sd se arate ¢ g'(x)=— , pentru x € (0, +0).

d) Sa se arate ca dreapta de ecuatie x = 0 este
asimptotd verticald la graficul functiei.
e) Sa se calculeze [g'(x)dx.

f) Sa se arate ca functia g este descrescatoare pe
intervalul [1, +o0).

g) Sa se demonstreze ca <lInx, Vxe|[l, +0).

2(x—1)
x+1

4. Se considera functiaf: R - R, f(x) = x* — 4x + 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Si se arate ci f(x) = 2x - (x - 2), Vx € R.
¢) Sa se determine punctul de extrem local al functiei /.
d) Sa se arate ca functia f este crescatoare pe [1, ).
e) Si se arate ci f (x) = 2, Vx e R.

f) Sa se calculeze I @dx.

5. Se considera functiile /. : R — R, £, (x) = xe*,

foa(x)=f(x),neN.
a) Sa se calculeze f(0).

b) Si se calculeze f(x), pentru x € R.
¢) Sa se calculeze [ f;(x)dx .

d) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se
arate ca f (x) = e'(x + n), Vn e N.

6. Pentru orice n € N, se considera functiile
[ iR>Reuf)=e+evsi £, (x)=fi(x),Vxe R
a) Sa se arate ca f (—x) = f,(x), Vxe R.

b) Sd se demonstreze ca f(x) > 2, Vx e R.
¢) Sa se calculeze f,(x), x € R.
d) Si se calculeze [ f,(x)dx .

e) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se de-
monstreze cd Vk € N, Vx € R, L) = f(x) si
S @) = £10).

7. Se considera functia f: R —> R,

_ 2
T =y
a) Sa se demonstreze cd f(x)=— 1 _ 21 ,Vxe R
¥+l xX+3

b) Sa se calculeze [ f(x)dx

¢) Sa se calculeze f'(x), x € R.

d) Sa se arate ca functia f este descrescitoare pe
intervalul [0, +o0).

e) Sa se calculeze )1(1_1)130 f(x).

f) Sa se demonstreze cd, pentru orice x € [0, ),
0< f(x) < % :

g) Sa se calculeze

m( SO+ W3+ f(B)+..+ [N2n+1)).

Integrala definita

1. Se considerd n € N, functiile £ : (0, ) > R,

f,(x) = I )n si fie 7, =lim £ (x) .
a) Sa se calculeze Jyx), x € (0, ).
b) Utilizand metoda integrarii prin parti, sa se arate

n—l(x) ( l)n 1 +2(l’l 1)(f;1 l(x) f;1(x))a
nelN*xe (0, ).
c) Sd se arate cd [ = =37 peN
n 2]’[ 2 n—1° .
3-...-2n-3) 1

;neN,n=>2

d) Si se arate ca /, 5.4 4-.(2n-2)2’

e) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se

. 1.3 2n-1 1 «
arate cd 5 7 - "5 <m,‘v’neh\l.

f) Sa se arate ca:

lim lim I — ar ;thmf Jim —1 dt
0 ([ + ) X—0 n—w [ _|_1)

n—>00 X —>00

g) Sa se dea exemplu de un sir de functii (1) .,
/. : [0, ©) — R continue astfel incét limitele de mai
jos sa aiba sens si, in plus,

hm(hm [ f(t)dt)—hm [ (hm fn(t))dt

n—»00 \ X—>00




I
2. Se considera integrala / = fOZ cos” x cos nxdx ,

ne N.
a) Sa se calculeze /.

b) S se calculeze [cosnxdx, n € N*.

¢) Utilizdnd metoda integrarii prin parti, sa se
v

arate ca In=f02cos”’1xsmnxsmxdx ,n € N*.

d) Sa se arate ca cos(n — 1)x = cosnx — cosx +
+ sinnxsinx pentru orice x € R, n € N.

e) Sasearateca [, ==/, _

f) Sa se arate ca

llm(Pcos XCoS nxdx) fo (lim cos” xcos nx)dx

n—>»00 n—>»0

g) Sa se dea exemplu de un sir de functii (1) .,
/. : [0, 1] — R continue astfel incat limitele de mai

jos si aiba sens si hrn( fo (x)dx) [ ;(lim fn(x))dx

3. Se considera functiile f : R — R, definite prin
S =e—1si f,,(x)=] f,(0)dt,¥neN, VxR
a) Sa se verifice ca f(x)=e'~1-x,Vxe R.

b) Sa se calculeze f(x), Vx e R.
¢) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate

n

caVne N, Vxe R, f,(x)=¢" —1—1' —%

d) Si se deduci inegalitatea e* = x + 1, Vx > 0.
e) Sa se arate ¢d 0 < f(x), Vn e N*, Vx > 0.

>(1+£) , Vx> 0.

ﬂ

g) Si se arate ca 1+ +?+ +—‘: e, Vx=0

f)Sisearatecd 1+ +2'+ +i'

4. Se considera functiile /: R > R,
f)=1l+x+x"+..+x" siF: R> R,
F(x)= jo"f(z)dz .VxeR

a) Sa se calculeze f(1).

b) Sa se verifice cd (x —1)f(x)=x""
¢) Sasearate ca f(x)>0,Vxe R.
d) Sa se arate ca F'(x) = f(x), Vxe R.
e) Sa se arate ca functia F este bijectiva.

-1,Vxe R

f) Sa se calculeze Ioag(x) dx,unde g : R - R este

. T e | 1
inversa functiei F'si a= 1+ > +.+ 2005 °

5. Se considerd n € N* si functiile
S0 oR, f(x)=2e"x", g:[0,0) >R,

2 n
gx)y=1-2¢" [1+1‘+7+ +FJ si

h:[0,0) >R, h(x):mj(; f(t)dt.
a) Sa se calculeze g(0) si 4(0).
b) Sa se verifice ca g'(x) = A'(x), V x = 0

¢) Sa se arate cd A(x) =g(x) + 1,V x =0

ze—xxn+l

-1,V xe [0, n].

n+l

d) Sa se arate cd —1<g(x)<

0, atunci lim*X—=0.

n—»o n!

e) Sa se arate ca, daca x =

f) Sa se demonstreze ca
2 n

lim| 1+ X +2 4., +— =", Vx=0

n—»o 1! 2! n!

6. Se considera integrala / (x)= I;lt—dt , unde
+1
e [0,1]sine N.

— <,oricarear fite [0, 1]
1+¢

a) Sasearateca (<

sine N.

b) Sad se arate ca 0 < /,(x)< Ll ,oricare ar fine N
n+

sixe [0, 1].

¢) Sa se arate cd lim/, (x)=0,pentru x<[0,1].

n

d)Sasearateca [, (x)+ 1, ,(x)= x_’ oricarear fi n€ N
n

sixe [0, 1].
n n—1 n-2
e) Sa se deduca: /, (x)_x__x_+ r
n n—-1 n-2
— x n
D) T D'y (x), Vne NE

f) Sa se deduca:

2 3
In(1+x)=lim| x =2+ X
23

n—o0

o) >R, f(x)=Inx

7. Se considera functia f:(0,
1
si integralele /, unde neN*, [, = .[O(l—xz )'dx

1
a) Sa se calculeze I :IO (1—x%)dx .

b) Utilizand metoda integrarii prin parti, sa se arate



< 2n

%
ca /, = Tl I,,,¥n=2ne N*

2n(2n-12)...2
2n+DH(2n-1)...3°
d) Sa se calculeze f'(x), x > 0.
e) Utilizand teorema lui Lagrange, sa se arate ca

YV ne N*

¢) Sdsearate ca I, =

L<1n(x+1)—lnx<l,‘v’x>0.
x+1 X

f) Sa se demonstreze ca 0 < [ < 1.
g) Sa se arate ca sirul / este convergent.

8. Se considera functiile f, : R — R, definite prin

f@=esi fu(0)=[ f,(0d, Y ne N VxeR
a) Sa se verifice ci f,(x) =e* — 1,V x € R.

b) Si se calculeze f(x), x € R.

¢) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate

Cé‘.f;+l(x) ::ex __1
d) Sa se determine ecuatia asimptotei citre —co la
graficul functiei f,.

n

€) Si se arate cd 0< f,(x) <e" x— VneN, Vx> 0.

f) Sa se arate ca functia f, este convexa pe intervalul
(0,©), Vne N.

2 n
g) Sa se arate ca hm[1+ T J—e",Vx>0.

12!

1
9. Se considerd functia /: R — R, f{x)= x* +j
x

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze IOI f(x)dx .

¢) Sa se afle cate puncte de inflexiune are graficul
functiei f .

SE)=f1)

d) Sa se calculeze lirrll
e) Sa se calculeze lim%ﬁ f(t)dr.
X—>0 X

10. Fief: [0,00) > R, f(x)=¢™ sig:(0,0)—> R,

)=~ fdr.
X

a) Sa se calculeze f'(x), x = 0.
b) Folosind teorema lui Lagrange, sa se arate ca

[f )= f)] < [1, ).

c¢) Sa se calculeze lim g(x).
x—0

x>0
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1
d) Sa se arate ca g(x) = Iof(tx)dt, Vx>0,
e) Sa se arate ca

lg(x)-g(y)| < >

f) Sa se arate ca ecuatia g(x) = x are o unica
solutie in (0, ©), notatd a.

g) Sa se arate ca sirul (x ) _,, cux,>0six  =g(x),
Vn € N este convergent la a.
11. Se considera functia f: R —> R,

3x° +3x -1

JxX)=—F"—
x +1
a) Sa se verifice ca f(x)=3x— 21 I VvV xe R.
X+

b) Sa se calculeze f'(x), x € R.
¢) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.

1
d) Sa se calculeze IO f(x)dx .
e) Sa se arate ca functia f este bijectiva.
f) Dacéd notam cu g : R — R inversa functiei f, sa se

5

calculeze E g(x)dx .

12. Se considera functia f:(0;+x)—>R,
o
f(x)=1n(1+;j, a e (0; + ).

a) Daca f(x)=In(x+a)—A4-Inx, sa se calculeze A.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +% la
graficul functiei.

¢) Sa se calculeze f'(x).

f()

2006

[ f’(x)dlen[

2005

d) Sa se calculeze hm

B
2006

)

13. Se considera functia f:R—> R, f(x) —e"
a) Si
b) Sa se calculeze ling f(x).

se determine limM .
=0 x—=0

d) Sa se determine J. l f'(x)dx .
[ rwar
flx)

e) in cazul o =1, daca

sa se calculeze B.

se calculeze f'(x), x € R.

¢) Si

e) Sa se determine lim ———

X—>0



14. Fie sirul (/,),., definit prin /;(x)=2 si
In+l(x)=I;In(t)dt, VxeR, VneN.
a) Sa se calculeze 7,(0)+ 1,(0)+...+ 1,4, (0).
b) Sa se calculeze /,(x), xeR.
¢) Sa se calculeze /,,(x), x€R.
d) Sa se calculeze liigloln (x),xe R.

lim I,(D+1,(D)+...+1,(1) .

n—o n

e) Sa se calculeze

15. Se considera functiile f, :R >R,
fo(x)=sinx si f,,,(x)=f/(x), VneN si VxeR.
a) Sa se calculeze f(m).

b) Sa se arate cd lim f;(x) nu exista.
X—>00

©) Sa se calculeze f,(m).

2n
d) Sa se calculeze IO Si(x)dx.
e) Sa se determine f, (x), x € R.

f) Sd se arate cd lim SoD N+t ], () =0

n—o n

xe R
16. Se considera functia f:R\{-1,+1} >R,
3
—x—1
f@)="5"—.
x“ -1

a) Sa se afle valorile lui x € R\ {-1, +1} pentru care

are loc egalitatea f(x)=x-—

: ooox =1 )
b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice la graficul
functiei f catre +oo.

c¢) Sa se calculeze lim f(x).

4
d) Sa se calculeze L f(x)dx .

e) Sa se determine multimea {x eR\ {i1}| f'(x)> 1} .

4

17. Se considera functia f: R > R, f(x)= 2x o
x4+
a) Si se verifice cd f(x)=x"—1+ Vxe R

x+1°
b) Si se calculeze lim(f(x)—x7).

X—>0
¢) Sa se calculeze f'(x), x € R.
d) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare
pe intervalul (—oo, 0] si strict crescatoare pe intervalul
[0, ).
e) Sa se arate cd graficul functiei f nu admite
asimptotd catre oo.

f) Sa se calculeze IOI f(x)dx .

18. Se considera functia f: R —> R,
2

f(x)=—"—

I+x
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze f{(1) - f=1) - f'(1) - f'(-1).

1
al ~<—,VxeR.
I+x 2

d) Sa se arate ca, daca x, y € Rsi fix) + f(y) = 1,
atunci xy = *1.

5 .1
¢) Sa se arate cd —— <

e) Sa se calculeze I: f(x)dx .
f) Sa se calculeze f{0) - f'(0).

19. Se considera functia f': R —> R,

f(x)=+2x>+3.

a) Sa se calculeze f '(x).

b) Sa se calculeze L)l f'(x)dx .

¢) Sa se calculeze lim f(x).

d) Sa se arate ca dreapta y =2 -x este asimptota
oblica catre +oo la graficul lui f.
e) Sa se rezolve ecuatia f{x) + f(2x) = f(3x) + f(4x).

f) Sa se calculeze (2)'.

Aplicatii ale integralei definite

1
X +4
a) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +oo la

graficul functiei f.
b) Sa se calculeze f'(x), x € R.

1. Se considera functia f:R—R, f(x)=

¢) Sa se calculeze limw.

-l x—1
d) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
axa Ox, graficul functiei f'si dreptele x = 2 si x = -2.

€) Si se calculeze lim x”f(x).



2. Fie numerele 0 < a<b<1si functia f:[a; b] —>[a; b],

Jf(x)

a) Sa se determine f{a) si f(b).

b) Sa se arate ca f este strict crescatoare si con-
vexa pe [a; b].

¢) Sa se arate ca f este bijectiva;

d) Sa se determine aria delimitatd de graficul
functiei f pe [a; b].

=x>—(a+b—1)x+ab.

b b2 — g
e) Sa se arate ca If“(x)dx >

a
f) Sa se arate cd, dacid a, b Q, atunci

jf_l(x)dx eQ.

5 . 1 g
g) Daca a si b=—,cumneN*, m<n,sa

n m
se determine perechea (m, n) de numere prime astfel

incat N=m*-n’ oj‘[f(x)+f'1(x)]dx sa fie numar
1

n

natural prim.
3. Se considera functia /:R—>R, f(x)=cosx.

Notam prin £ (x) derivata de ordinul » a functiei

fin punctul x.

a) Sa se calculeze care este perioada principald a

functiei /.

b) Sa se determine cate puncte de maxim local are
3r. 2575}

272

¢) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii

functia f 1n intervalul [

T .
x=—=six=m.

"L F ()|
d) Sa se calculeze lim‘[o|—|.

X—>0

X

X

e +e
2

—X

4. Se considera functia f: R > R, f{x) =

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 0 si x = 1.
¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei f .

S ()= 1(0)

X
e) Sa se determine cate puncte de extrem local are

functia f.

d) Sa se calculeze cat este lim

x—0

200

5. Se considera functia f: R > R,
x _——

f@= -3

a) Sa se determine cate puncte de discontinuitate are
functia f

b) Sa se determine 1n cate puncte nu este derivabila
functia f .

¢) Sa se calculeze care este aria suprafetei plane
cuprinsa intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele

E .

d) Sa se verifice daca pe intervalul

x=0si x=

1
0;— | functia
( V2 j ’

f este convexa sau concava.

e) Sa se calculeze

1

(-7
6. Se considera functia f: R —> R,

fx)= 1og2(x2 +3) - 10g2(x2 +2).

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

f)- 1)
X

1
22

1

).m.f(_

lim
f 2’1

n—w0

b) Sa se calculeze lim+——+———~=

x—0

¢) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe
intervalul (—oo, 0] si strict descrescatoare pe intervalul
[0, o).

d) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul
functiei f catre —oo.

e) Sa se arate ca 0 < f'(x) < log,3 -1, Vxe R.
f) Sa se arate ca

2a X
f logz(z‘ +a )dt xln(x +a ) 1n2+n arctgg,

Vxe R, Va e R

g) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse
intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de
ecuatiix =0 si x = 1.

7. Se considerd functia f:R* >R, fi (x)=x2 2_1 )
X

a) Sa se determine asimptota spre +o la graficul
functiei f.
b) Sa se calculeze f'(x), x € R*.

¢) Sa se afle cel mai mic numar real a, cu proprietatea
cafx)<a,Vxe R



d) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre

)

8. Se considerda functia f:R—o>R,
f(x)=2{x}—{x}*, unde prin {x} am notat partea
fractionard a numarului real x.

a) Sa se afle cate dintre numerele f(0,25), 1 (0,5), f
(0,75) si f (1) sunt egale cu f (0).

graficul functiei f, axa Ox si dreptele x six=1.

3

e) Sa se calculeze lim [( f(x)-1)

X
x+1

b) Sa se determine perioada principald a functiei f .

¢) Sa se calculeze liII(l) f(x).
X—>
d) Sasearateca 0 < flx)<1,Vxe R

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0 si
x=1.

9. Se considera functia f:R >R,
f(x)=x"—2x.
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se calculeze lim f (x;—f 2)

x—2

-2

¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei f .

d) Sa se determine cate puncte de extrem local are
functia 1.

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatie x = —1
six=1.

10. Se considera functia f: R —> R,
fx)=x>+3x+ 1.

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

[ - f(2)

x=2

¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei f .

d) Sa se determine cate puncte de extrem local are
functia f.

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatie

x=0six=1.

b) Sa se calculeze lim

x—2

11. Se considera functia /: R > R, flx) =x*> + 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
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f)- )

b) Sa se calculeze lim 1
X —

x—1

¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei f.

d) Sa se afle cate puncte de extrem local are functia /-
e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatie
x=0six=1.

12. Se considera functia f: R > R, f(x)=x*+x+ 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se determine multimea {x eR| f'(x)> 0} .
¢) Sa se calculeze suma f(0) + f (1) + ... + f(n).
SO+ fM+..+ f(n)

S .

n

d) Sa se calculeze lim

n—>0
e) Sa se calculeze aria suprafetei plane, cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = —1
six=1.

13. Se considerd functia f:R—{-1,2} >R,

_ 1
SO =Ty
a) Sa se calculeze expresia

1 1
SO =35 30 xeR-{-1,2}.
b) Sa se determine asimptotele verticale la graficul
functiei f.
¢) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse Intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 3 si x = 4.

d) Si se calculeze lim x* f(x).

e) Sa se calculeze lim(f(3)+ f(4)+...+ f(n)).
14. Se considera functia f :[0,0) >R,

Sfx)=

x+1

X
—+ .
x+2

x+1

a) Sa se calculeze expresia f(x)—2+ ﬁ + x—41—2 ,
x €[0,0).

b) Sa se determine asimptota orizontald catre +oo la
graficul functiei f.

¢) Sa se calculeze f'(x), x € [0, ) .

1
d) Sa se calculeze IO f(x)dx .

< R
e) Sa se calculeze )lcgrolo;jo f(t)dr.



Teme de sinteza pentru
pregatirea examenului de bacalaureat

Tema 1 — Tipuri de rationament logic:
inductia matematica (clasa a [X-a)

1. Folosind metoda inductiei matematice demonstrati urmatoarele egalitati:

W) VHEN', 242 gyt = MDD

n(n+1)(n+2)

b) VneEN™, 1.242.3+ . +n(n+1)= 3

2. Demonstrati prin inductie matematica:
a)l-2+2-5+..+n@Bn-1)=r*n+1),Vn=1l.

an+1 +1

b)Vne N,l+a+a’*+...+a" = ,a# 1.

a-1
¢) Vne N* 12-22+ 32— 42+ .. — 2n)* = —n(2n+1).

3.Calculati S=1-5+2-6+...+n-(n+4).

1 a b

. . A Af —mmMmM8M8M8M = —+ — *
4. a) Determinati a, b €R astfel incat kk+1) &k k+1° Y ke N*,

b) Calculati suma S = LZ + L.;- 1

..+t———, neN* si verificati prin metoda inductiei matematice
2-3 n-(n+1)

rezultatul.

5. Determinati a, b €R astfel incat k(k1+ ) =%+ ki4’ k €N*. Calculati suma

g=-1 1, ;1 , n €N* si verificati prin metoda inductiei matematice rezultatul obtinut.
1-5 2-6 n(n+4)

6. Pentru ce valori naturale ale lui n este adevarata inegalitatea: 2" > 4n? + 1?

7. Demonstrati prin inductie matematica:

a) ! + ! +..+ ! >1,Vn=1.
n+l n+2 3n+1

b) Numarul 5 - 232 + 331 este multiplu de 19, n € N*.

8. Demonstrati ca pentru orice n € N* este adevaratd egalitatea:
n+Dn+2).n+n=2"135.02n-1).

9. Demonstrati prin metoda inductiei matematice ca, pentru orice n € N, n* + 3n? + 5n + 3 este multiplu de 3.

10. Pentru orice n > 1 natural, notim n! =1 -2 -3 - .. - n (citim ,,n factorial”).
a) Calculati: 1!; 2!; 3!; 41; 51;
b) Ardtati ¢i (n + 1)! = nl(n + 1);

¢) Demonstrati prin inductie matematica egalitatea: 1 - 1! +2 -2+ ... +n-nl=m+ 1)! - L.
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Tema 2 — Metode de numarare:
probleme de numarare (clasa a [X-a); multimi finite ordonate; permutari ; aranjamente; combinari;
binomul lui Newton; probabilitati (clasa a X-a)

1. Se considera multimea M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
a) Calculati media geometrica a elementelor multimii M.
b) Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii M.
¢) Determinati numarul de submultimi cu doua elemente ale multimii M.

d) Determinati numarul de elemente ale multimii {(a,b) | a,be M, a<b, adivide pe b} .

e) Determinati cate progresii geometrice de trei elemente cu ratia pozitiva se pot forma cu elementele
multimii M.

2. Determinati cate numere de 3 cifre se pot forma utilizdnd numai cifre din multimea {0, 1}.

. Determinati cate numere, avand cifre distincte, se pot forma folosind cifre apartinand multimii {1, 2, 3, 4}.
. Determinati cate submultimi cu 3 elemente are o multime cu 5 elemente.

. La o petrecere se afla 3 baieti si 3 fete. Determinati in cate moduri se pot forma 2 perechi de dansatori.
. Determinati cate numere de 3 cifre se pot forma utilizdnd numai cifre din multimea {1, 2, 3}.

. Calculati cate numere de forma a0b (a, b cifre) exista.

. Caleulati C) +C! +...+C;.

o L 9 & W A W

: 0 1 2 2006
- Calculati suma Cooos T Caoos + Coos + -+ Caos -
10. Calculati cate functii injective definite pe multimea {1, 2} cu valori in multimea {1, 2, 3} exista.
11. Determinati cate functii inversabile se pot defini pe multimea 4={1, 2, 3, 4} cu valori in 4.

12. Determinati cate functii bijective definite pe multimea {1, 3, 4, 8} cu valori in multimea {4, 5, 6 8}
exista.

13. Determinati cate functii bijective se pot defini de pe multimea {1, 2, 3} pe multimea {0, 2, 4}.
14. Determinati numarul maxim de drepte distincte determinate de 4 puncte in plan.

15. Calculati suma Cj +2C, +2C} +..+2'°C)y .

16. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 10} sa fie divizibil cu 2 si cu 5.
17. Calculati probabilitatea ca un element din inelul (Zﬁ, +, ) sa fie divizor al lui zero.

18. Calculati probabilitatea ca, alegind un element din inelul Z,, acesta sa fie inversabil fatd de adunare.

Jx

10
19. Se ia la intamplare un termen din dezvoltarea [TJF%j . Calculati probabilitatea ca exponentul lui

x din acel termen sa fie numar intreg.

20. Se ia la intamplare un termen din dezvoltarea binomului (1+ x)!°. Determinati probabilitatea ca
exponentul puterii lui x din acel termen sa fie patrat perfect.

21. Calculati probabilitatea ca un element din inelul (Zﬁ; +; ) sa fie inversabil.

22. Calculati probabilitatea ca un element din Z, sa fie inversabil.
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Tema 3 — Multimi de numere:

multimea numerelor reale R (clasele a [X-a si a X-a); multimea numerelor complexe C (clasa a X-a)

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.

25.

. Determinati partea reald a numarului

. Daci x=37-5V2 +7+5V2, Calculati x.
. Comparati numerele: 28" si 3%,

. Calculati [v/2005> +2005], unde [x] reprezinti partea intreagi a lui x.

. Determinati cate numere reale x € R, verifica relatia x — [x] = 0.

. Calculati produsul (10g s 2006)-(10g s 2007)-(log,,,, 2005) .

. Determinati modulul numarului complex z = 2 — J3-i.

1
3+4i-

. Determinati modulul numarului complex 1+/3i .
I <1 14i
. Determinati modulul numarului >
—Jl
1
Determinati modulul numarului complex TR
i

Determinati partea reala a numarului 2!,

Determinati in ce cadran se afla afixul numarului z =5 + 6i.
Calculati 72°¢,

Determinati modulul numarului complex (1 + i)%.
Calculati modulul numarului complex (cos10° + isin10°)°.

Calculati (—\/3 +i )6 .

Determinati modulul numarului (1 + £)'°.

1 \/5 )2005

Determinati modulul numarului z = [5 + iT

Determinati argumentul numarului complex —i.

o <o 241
Determinati modulul numarului 35
Calculati argumentul numarului (1 + ©)*.
Determinati cate solutii ale ecuatiei z* = i au argumentul in cadranul 1.

Calculati (1 + 7).
2006
Calculati [1+1\/§J .
2

n
o - To..T
Determinati » minim, n € N*, pentru care (cos;ﬂsmgj eZ.
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Tema 4 — Elemente de calcul matricial si sisteme de ecuatii liniare (clasa a XI-a)
1. in multimea Al (R) se considerd submultimea G = {(_;Cy i: j| X,y € IR}.
e o (10 . (00
a) Verificati ca /, —(0 JGG si O, _(0 OjeG.

b) Aratati ca, daca =0, atuncix =y =0, unde x, y € R.

Xy
-3y x
¢) Aratati ca, daca 4, B€ G, atunci4 + B€ Gsi AB € G.

d) Aratati cd, daca 4 € G, atunci -4 € G.
€) Aratati c3, daci 4 € G si 4 # O, , atunci existd B € G astfel incat 4B = I,.

f) Determinati matricele 4 € G pentru care 4> = [,.

01 2
2. Daci A=|0 0 3|, determinati matricea 4>"°.

0 0 0
cosx sinx

3. Se considera multimea matricelor de forma A(x) :( J, vxeR.

—sinx cosx
N T

a) Determinati A(Zj

b) Verificati A(x)-A(y)=A(x+y).

o ) e e cosnx  sinnx
¢) Demonstrati prin inductie matematica ca 4"(x)=| | , VneN*.
—sinnx cosnx
001
4. In multimea .#,(C) se considerd matricea 4={0 2 0.
1 00

a) Calculati determinantul si rangul matricei 4.
b) Aratati ca matricea A este inversabild si calculati inversa ei.

¢) Aratati ca, daca Y € .4/,(C) si YA = AY, atunci existd a, b € C astfel Incat ¥ =

Q O
oS o O
Q O

d) Se considera matricea Z = , a, b € C. Aratati, utilizdnd metoda inductiei matematice, ca

Q O
o o O
Q O

Zrz—lan 0 Zrz—lan
7" = 0 b" 0 |,Vne N~
Zrz—lan 0 Zrz—lan

4 2

- 1 0
5. In multimea . #(R) se considerd matricele /, =£0 J, A =(2 J, precum si submultimea

G={X@a)|ae RsiXa) =1+ ad}.
a) Calculati suma elementelor matricei A2
b) Calculati X(a) - X(b).
¢) Calculati det X(a).
d) Determinati cate matrice neinversabile contine multimea G.
e) Gasiti matricea (X(a))!, daca X(a) este inversabila.
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0

0
6. Se considerd matricele A=|1 0
1

1 100
0, ;={0 1 0] si multimea #(4) = {X€ .4(C) | AX = X4}.
0 0 00 1

a) Determinati rang 4.
b) Calculati A% si 4°.
¢) Aratati ca matricea 4 este inversabila si calculati inversa sa.

d) Aratati ca, daca X, Y € .4(A4), atunci X - Y € .4(A). b
a c

e) Aratati ca, daca X € #(A), atunci exista a, b, c € C astfel incat X =|c a b|.
f) Rezolvati in . #,(C) ecuatia X* = I.. b c a

s . 11 1) . 1 0 . x+y+z=1
7. Se considerd matricele 4 = si [, = , precum si sistemul ,
0 11 0 1 y+z=0

(x,,2) eCxCxC.
a) Determinati matricea sistemului.
b) Calculati rangul matricei A.
¢) Rezolvati sistemul.
d) Calculati suma elementelor matricei 7,4.
e) Aratati ca ecuatia AX =1,, cu X €.44,(C) are o infinitate de solutii.

f) Aratati cd ecuatia Y4 = I, cu Y € .4/ (C) nu are solutie.

. 10 0
8. In inelul ,//1/2(Z3) se considerd matricele 7, = [A AJ , O, :[A
0 1 0

o> ©O»
N—

a) Determinati numarul de elemente ale multimii . #(Z,).

b) Aritati ca ecuatia X*> = O, are 9 solutii in . /#(Z,).

¢) Gasiti numarul de matrice inversabile fatd de inmultire din inelul .7,(Z,).
d) Gasiti doud matrice 4, B € -#/,(Z,) pentru care AB # BA.

e) Gasiti C € ./ (Z,) pentru care C* = [, iar C # 1.

f) Demonstrati ci existd £ € .#/,(Z,), E # I, pentru care E* = I,.

. 1 0 00
9. In multimea .#,(C) se considerd matricele A:[1 J, 0, :(O Oj si functia f: AM(C) — AM(C),
JX) =X

a) Calculati determinantul si rangul matricei 4.
b) Calculati 4% si 4°.

¢) Aratati ca, daca Y € .4,(C) si YA = AY, atunci existd a, b € C astfel Incat y = [Z Oj .
a

0
d) Aratati ca, daca Z = (a J, unde a, b € C si det(2) = 0, atunci Z> = O,.
b

a
e) Gasiti doua matrice U # V € .4 (C), astfel incat AU) = AV).
f) Determinati X € .#,(C), astfel incat fX) = 4.
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Tema 5 — Structuri algebrice:
grup; inel; corp (clasa a XII-a)

1. Pe R se considera legea de compozitie x oy =xy — 2(x + y) + 6, Vx,yeR.
a)Aratati ciacb=(a-2)(b-2)+2, Vx,yeR.
b) Rezolvati in (0, o) ecuatia ixofx=2.
¢) Rezolvati in R inecuatia 4" 02" <2.
d) Gésiti a,b e Q\Z astfel Incat aobe”Z.
e) Aratati cd legea ,,o” determind pe intervalul (2, ) o structurd de grup.

2. Calculati cat este suma 1+3+5+..+15 in grupul (Z, , +).

162

3. Calculati cate elemente de ordinul 4 are grupul (Z, , +).

162

4. Fie M = (1, «) si ,,o“ lege de compozitie pe M definita astfel: xoy=xy+ax+by+c,a,b,ceR.
a) Daca legea are element neutru, demonstrati ca @ = b si ¢ = @ — a.
b) Calculati xox.

¢) Demonstrati ca V2 +4/3 nu este solutie a nici unei ecuatii de grad 2 cu coeficienti intregi.
d) Demonstrati ca, pentru a = b = -1 si ¢ = 2, (M, ©) este grup.

e) Aratati ca f: M —> R, filx) = In(x — 1) verifica f(xoy)= f(x)+ f(y), unde (M, °) este grupul de la
punctul d).

f) Calculati det(-7,).

5. Pe R se considera legea de compozitie x oy =xy — 2(x + ) + 6, Vx,yeR.
a)Aratati ciacb=(a-2)(b-2)+2, Vx,yeR.
b) Rezolvati in (0, o) ecuatia ixofx=2.
¢) Rezolvati in R inecuatia 4" 02" <2.

d) Gaésiti a,b e Q\Z astfel Incat aobe”Z.

€) Aratati ca legea ,,o” determind pe intervalul (2, «©) o structurd de grup.

6.FieK={a+bX|a,be R} cR[X]sih=X+1.Pentruf, g€ K, definim f*g ca fiind restul impartirii
luif- glah.

a) Ardtati ca, pentru f, g€ K, avem f+ g€ Ksi f*geK.

b) Calculati (2+x)*(1+3x).

¢) Aratati cd 1% f = f*1= f, pentru oricare f € K.

d) Aratati ca, pentru f€ K, f# 0, exista g € K astfel incat f*g=g=* f=1.

e) Aratati cd existd un izomorfism de corpuri de la (C, +, -) la (K, +,%*).
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Tema 6 — Inele de polinoame avand coeficienti intr-un corp comutativ
QR,C, Zp, p prim) (clasa a XII-a)

1. Se considerd polinoamele /= X* + X + 1, cu radécinile x,, x,, x, € C si g = X?> - X+ 1, cu radacinile y, si y,.
a) Aflati catul Tmpartirii polinomului f la polinomul g.
b) Aflati restul impartirii polinomului f la polinomul g.
¢) Calculati suma f(y) +f (v,).
d) Calculati suma g(x,) + g(x,) + g(x,).

e) Calculati numarul de radacini reale ale polinomului f.
2. Aflati cate radacini rationale are polinomul /= X3 + X + 2 .

3. Se considera polinomul /= X* + 3X? + 4, cu radacinile X, X,, X, X, € C.
a) Calculati expresia f— (X2 - X+ 2)(X2+ X + 2).
b) Aflati numarul de radacini reale are polinomul f .
¢) Calculati suma x + x, + x, + x,.

d) Calculati produsul x xx.x,.

e) Calculati suma x; +x; +x; +x; .

4. Se considera polinomul f =X’ —X+1, cu radicinile x;,x,,x; €C.
a) Calculati suma x, +x, +x;.
b) Calculati (/(0))".

5. Aflati pentru ce valori reale ale numerelor a si b polinomul
f=X-2X+ X>+ aX + b se divide prin X*+1.

6. Aflati radacinile din Z, ale polinomului /"= 3X2+3X.

7. Se considera polinomul f= (X + i)’ — (X - i)’ cu scrierea algebricd /= a X° + ... + a X + a si rddacinile
X, ..., X, € C.

a) Aflati a,.

b) Calculati /(0) si f{1).

¢) Rezolvati in C ecuatia x> — x + 20 = 0.

d) Aflati cate radacini reale are polinomul f .

e) Aflati cati coeficienti reali are polinomul f.
8. Se considera polinomul /= X* — X + 1 cu radacinile X5 X,, X, X, €C.

2 2
- i Fo(x2-l) [y L)L
a) Calculati expresia f (X 2) (X 2) 5

b) Determinati multimea {x eR|f (x)<%} .
¢) Aflati numarul de radacini pozitive ale polinomului f.
d) Aflati a € C pentru care f= a(X — x )X — x)(X — x,)(X — x,).
e) Calculati produsul (2 — x)(2 — x,)2 - x,)(2 — x,).
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Tema 7 — Functii definite pe N (siruri): exemple de siruri:
progresii aritmetice; progresii geometrice (clasa a X-a); siruri convergente (clasa a XI-a)

1. Determinati cate submultimi de 3 elemente ale multimii {l, 2, . 100} , au elementele Tn progresie aritmetica.

2. Determinati cate submultimi de 4 elemente ale multimii {l, 2, .., 100} au elementele in progresie
geometrica.

3. Daca

a b
by calculati (a> — b* + (a2 — b2+ ).

4. Aratati ca, dacd a, b, ¢ formeaza o progresie aritmetica, atunci si @*> — be, b*> — ac, ¢* — ab formeaza o
progresie aritmetica.

dx, x> 0.

5. Se considera sirul (1) _,» 1, :I
x+2

a) Calculati 1, 1, 1,.

b) Aratati ca [,,,+21, =

,VneNlN.
n+l

¢) Studiati monotonia sirului.
d) Studiati marginirea sirului.

g —— <1 <— > 1.
e) Demonstrati ca TSR Vn = 1

f) Calculati limn/,.

n—0

6. Se considera functia f:(0,0) >R, f(x) =L4 si sirurile (@), $i (B,), o
X

a =f(D)+ fQ)+..+ f(n), b =a +21 VneN*.
n
a) Caleulati [ f(x)dx, xe(0, @).

b) Aratati ca functia f este strict descrescatoare.
¢) Aratati ca sirul (a,),.,. este strict crescator.

d) Ardtati ¢ ——<————L__ vk>0.
k+D° 260 2(k+1)

e) Aratati ca sirul (b,),.. este strict descrescator.

f) Ardtati ¢ 1<a, <1,22, VneN*.

4
7. Se considera sirurile (a,),.,,(b,),., » definite prin a, —1+ | o1 L si b,=a, T, Y ne N*
n'-n

2! n!
Se stie ca sirul (a,),., este convergent citre e.

nz

a) Verificati ca sirul (a )

n/n=1

este strict crescator.
b) Aratati ca sirul (b,),., este strict descrescator.

¢) Ardtati cd a,,, <e<b,,VneN".

n?

1 4
d) Utilizand inegalitatile de la punctul c¢), aratati ca m <e—a,< —r Y ne N*
+1) ! n'-n

e) Utilizand inegalitatile de la punctul d) aratati cd numarul e este irational.
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Tema 8 — Functii:
functia de gradul I; functia de gradul al II-lea (clasa a IX-a); functia polinomiald; functia putere;
functia radical; functia exponentiala; functia logaritmica; functii trigonometrice directe si inverse;
operatii cu functii: operatii algebrice; compunerea (clasele a X-a si a XII-a)

1. Dacd /: R — R verifica fix + y) = fix) + fiy), Vx, y € R, calculati f0).
2. Fie functia /:R >R, f(x)=x"—x. Calculati (f o f)1).
L . T T
3. Se considera functia arctg : R —> (_E’Ej’ flx) = arctgx.
a) Calculati lim f(x).
b) Calculati f"(x).

¢) Verificati daca functia f pe intervalul (0, «) este convexa sau concava.

d) Determinati cate solutii are ecuatia f{x) = 2.

4. Fie numerele 0<a<b<1 si functia f:[a; b] >[a b], f(x)=x"—(a+b-x+ab.
a) Determinati f{a) si f(b).
b) Aratati ca f este strict crescatoare si convexa pe [a,; b].
¢) Aratati ca f este bijectiva;
5. Se considerd o functie f: R > R, continud pe R, care verificd proprietatile fx + y) = fix) + Ay),
Vx,ye Rsifill)y=1.
a) Verificati ca f{0) = 0.
b) Verificati ca f-x) = —f(x), Vxe R.
¢) Utilizand metoda inductiei matematice, ardtati ca V x, y € N*siV a, a,, ..., a, € R, avem
fla, +a,+..+a)=fa)+ fa,)+ ..+ fa).
d) Aratati ca f(%) - % VneN*.
e) Ardtati ca fix) =x, Vx e Q.
f) Utilizand eventual faptul ca f este continuad pe R, aratati ca f{x) =x, Vx € R.

6. Daca [x] desemneaza partea intreagd a numarului real x, iar {x} partea lui fractionara, calculati valoarea
3
R >R, fix) = {x}(1 — 2[x]) in punctul x = 1
*+ab
7. Fie numerele 0<q <5 si functia f:[a; b]—>[a; b], f(x)= al Z
+
a) Determinati f{a) si f(b). ¢
b) Aratati ca f este strict crescatoare si convexa pe [a; b].
¢) Aratati ca f este bijectiva.

8. Determinati domeniul maxim de definitie pentru functia f(x)=1log, 2x—3 .

9. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2{x}-{x}*, unde prin {x} am notat partea fractionard a
numadrului real x.

a) Determinati cate dintre numerele f(0,25), 1 (0,5), /(0,75) si /(1) sunt egale cu f (0).
b) Determinati perioada principala a functiei f .
¢) Ardtati ca 0 <flx) < 1,Vxe R.
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Tema 9 — Studiul proprietatilor functiilor folosind analiza matematica:
limite de functii (asimptote); continuitate; derivabilitate; reprezentarea grafica a functiilor (clasa a XI-a)

1
x*+4
a) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.

b) Calculati /'(x), x € R.

¢) Calculati limM .

x>l x—1

d) Calculati lim x* f(x).

1. Se considera functia f:R—>R, f(x)=

2x* +2x -1

2. Se considera functia f: R > R, f(x) = "1
X

a) Determinati valorile lui a si b pentru care f{x) = ax + —; 1
X

b) Determinati asimptotele functiei f.

¢) Calculati f'(x) .

d) Aréatati ca f este strict crescatoare pe R.

e) Aratati cad f este inversabila.

3. Determinati valoarea parametrului real a pentru care functia f: R — R, fix)=x |x — a| este derivabild pe R.

4. Se considera functia f: R > R, f(x) = -x — 2arctgx.

a) Calculati lim f(x).

b) Calculati f’(x), x € R.
f() - f©0)

0 x

¢) Calculati lim

xX—>

d) Determinati asimptota catre +oo la graficul functiei f.

5. Se considera functia f: [-1, 1] - [-m, ©], f(x) = arcsinx + arccosx.
a) Calculati f'(x), x € R.
b) Calculati f (0).

¢) Calculati lin(} f(x).

S~ f(0)
X

d) Calculati lirré

6. Se considera functia f: (0, ) — R definitd prin f(x)= ln(l—( i1)2 J
X

a) Calculati In(x + 2) — 2In(x + 1) + Inx — f{x).

b) Calculati f'(x).

¢) Determinati asimptotele graficului functiei f.

d) Calculati }Ln;(f(l) +f(2)+...+ f(n)).

e) Determinati cate puncte de inflexiune are graficul functiei f.
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7. Se considera functia f:(0, ) >R, f(x) = xlne — elnx.
a) Calculati f'(x), x > 0.
b) Calculati f(e) si f'(e).
¢) Utilizand teorema lui Fermat, aratati cd f(x) = 0, V x (0, o).
d) Aratati cd e* = x°, V x€(0, o).
e) Aratati ca, pentru x > 0, avem e* = x° dacd si numai dacd x = e.

f) Determinati numerele reale ¢, 5> 0 cu ¢* + b* = x* + x*, V x€(0, ).
2

8. Se considerd functiile f:(0,0) >R, f(x)=In(x+1)—x, g(x)=/(x) +x7.
a) Calculati f'(x).
b) Calculati g'(x).
¢) Calculati lim xf'(x) .
x—0
d) Verificati ca f'(0)=g'(0)=0
e) Aratati ca f es‘ceé strict descrescdtoare si g este strict crescatoare.

f) Aratati ca x—%< In(x+1)<x.

9. Se considera n € N* si functiile f:[0,00) >R, f(x)=2e "x", g:[0,0)>R,

n

gx)y=1-2¢" [1+1'+7+ +ZJ si h:[0,0) >R, h(x):%.[;f(z‘)dt.

a) Calculati g(0) si 4(0).
b) Verificati ca g'(x) = #'(x), V x
¢) Aratati ca h(x) = g(x) + 1, V x

ze—xxrwl

=0
=0

d) Aratati ca 0<g(x)< -1,V x € [0, n].

n+l
e) Aratati ca, dacd x = 0, atunci limX—=0.

n—>w n'

2 n
f) Demonstrati ca lim| 1+ +2 + .. + —l=e",Vx=
’ n—so 1! 21

10. Se considera functia f/: R > R, f{x) = x2%.
a) Calculati /' (x).

b) Aratati ca functia f este strict crescatoare pe intervalul [0, o).
k-1 k

¢) Calculati liml(f( j+f( j+ +f( D
n g

d) Utilizand teorema lui Lagrange, aratati ca pentru orice * G{ P n} avem:

(x—éjf (kj f(x)- f( j (X—Ejf(uj, Vn=2sike {1,2, .. n}.
n n n n

e) Integrand inegalitatile de la punctul d), aratati ca Vn > 2 si
k- lj
pllE
1

. ! 1 1 2 n
f) Adunand inegalitatile de la punctul e), aratati ca }1%”1[_[0 S (x)dx —;(f (;}rf (;)4' +f (;DJ =5

ke {1,2, .., n} avem —212 [kj jk 1f(X)dx——f( j< —2—’112/“(
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Tema 10 — Primitive, integrale definite, aplicatii ale integralei definite (clasa a XII-a)

1. Fie functia f:R >R, f(x)=x¢".
a) Calculati f'(x).
b) Studiati monotonia functiei f.
¢) Aratati ca functia f are doud puncte de inflexiune.
d) Utilizand metoda inductiei matematice ardtati ca f")(x) = e'(x>+ 2nx + n(n — 1)), VneN’, VxeR.

[0+ ") +...+ /7 (0) .

n

e) Calculati lim
n—0
f) Determinati aria domeniului plan marginit de graficul functiei f, axa Oy si dreapta de ecuatie x =I.

X +1

2. Se considera functia f: R > R, f(x)== i
X°+

a) Calculati /' (x).
f()=£(0)
X

b) Calculati lirré

¢) Calculati jol (x> +1) £ (x)dx .
d) Verificati cate puncte de extrem local are functia f .

e) Determinati cate asimptote are graficul functiei f .

3. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=x"+x.
a) Calculati f'(x),xe€ R.
S ()= f(0)
e .

b) Calculati lirré

1
¢) Calculati j f(x)dx .
-1

d) Aflati cate puncte de extrem local are functia f .

e) Calculati limxxf&.
- Jrwa
0 X
4. Se considera functia f(x)= © , f;[()’ l} SR.
I+x 2

a) Calculati derivata functiei f.

b) Demonstrati ca 1< f(x) < #, Vx e {0, %J ;

o] x? 1
¢) Aratati cd ——=1-x+ ,Vxel|0,—].
1+x 1+x 2

1 1 1
d) Demonstrati ca [ f(x)dx = [*(1=x)e"dx+[2x f(x)dx.

1
e) Calculati E(l—x)exdx.

3 5 e

Demonstrati ci ——+/e + =< [2x* f(x)dx <2—|=.

) e —>Ve+ < 1 (x) ,/6
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1.

2.
3.

Tema 11 — Ecuatii, inecuatii si sisteme de ecuatii (clasele IX-XII)

m
Determinati valoarea parametrului real m pentru care ecuatia mx + 5T + 2 nu are solutii in R.

Determinati multimea valorilor parametrului real m pentru care ecuatia x’ —|x| =mx(x+1) are solutie.

Daca [x] desemneaza partea intreagd a numarului real x, iar {x} partea lui fractionara, determinati cate

solutii are ecuatia 3[x] + {x}=x + 1.

4.
5.

8.
9.

Determinati cate solutii reale are ecuatia 3**'—-3""'-2=0.
Determinati multimea solutiilor inecuatiei |2x —5| >-7.

X

. Rezolvati in R ecuatia x* —|x|==(x+1).

2

. Rezolvati ecuatia x> = x in multimea (0, ).

Rezolvati in R ecuatia 2% =2'.

Determinati valoarea parametrului real m pentru care solutiile reale ale ecuatiei x* — 3x> + mx + 8 = 0

sunt in progresie geometrica.

10

. Determinati valoarea parametrului real m pentru care solutiile ecuatiei x* — 6x> + mx + 8 = 0 sunt in

progresie aritmetica.

11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.

Determinati cate solutii complexe nenule are ecuatia x* = 1.
Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei z'°° = 1.
Determinati solutia ecuatiei 4C’ =5C2,, .

Rezolvati in R ecuatia 27 =27,

Calculati produsul solutiilor complexe ale ecuatiei x> — x + 1 = 0.

w

Rezolvati ecuatia x” =x 1in inelul (Z , +, -).

162

Rezolvati ecuatia £* =0 in inelul (Z,, +, °).

12°
Rezolvati ecuatia 3x =9 1in inelul Z .

Rezolvati ecuatia 3x =6 in inelul Z,.

Rezolvati ecuatia X" =X in inelul Z,.
Rezolvati ecuatia x" =X in inelul Z..
Rezolvati ecuatia 3x =2 in inelul Z,.

Rezolvati ecuatia X* =X in inelul Z..

Calculati suma solutiilor ecuatiei %’ =% in Z,.

Determinati cate solutii complexe are ecuatia x?°% = 1.

Rezolvati ecuatia 4x+5=6 in Z,,.

Determinati numarul solutiilor ecuatiei (x + 1)* = (x + 1)* in multimea [0, o).
Determinati numarul de solutii in intervalul [0, m] al ecuatiei sinx = |cosx|.

Rezolvati ecuatia z* = 1.
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Tema 12 — Calcul analitic si vectorial in geometria plana:
coliniaritate, concurenta, paralelism (clasele IX-XI)

1. Calculati perimetrul triunghiului cu varfurile in punctele A(6; 0), B(0; 8) si C(6; 8).

2. Calculati distanta de la mijlocul segmentului de extremitati A(6; 0) si B(0; 8) la punctul C(6; 8).

3. Calculati aria triunghiului cu vérfurile in punctele A(6; 0), B(0; 8) si C(6; 8).

4. Daca dreapta de ecuatie y=ax+ b trece prin punctele A(6; 0) si B(0; 8), calculati a + b.

5. Daca y =ax+b este ecuatia dreptei ce trece prin punctul C(6; 8) si este perpendiculara pe dreapta de
ecuatie x—y =0, calculati b — a.

6. Calculati raza cercului care trece prin punctele A(6; 0), B(0; 8) si C(6; 8).

7. Calculati distanta de la punctul A(2, 3) la dreapta d: x — y + 1 = 0 in sistemul cartezian xOy.

8. Calculati raza cercului nscris intr-un triunghi dreptunghic avand lungimile laturilor a, b, c.

9. Calculati distanta de la punctul A(1; 5) la dreapta d: 2x — 3y + 1 = 0, in reperul cartezian xOy.

10. Calculati cosinusul unghiului facut de vectorii V=47 +3; si w=23i +4;.

11. Gasiti un vector paralel cu vectorul 27 +4; .

12. Determinati ,,a dacd vectorii =3/ —2; si ¥=5i +qaj sunt paraleli.

13. Calculati produsul scalar al vectorilor #=2i —3j,v=3i + .

14. Determinati valoarea reald a lui o, pentru care vectorii

ii=2 +3j si V=oi +(au+1); sunt paraleli.
15. Daca v, =3i +4; si v,=-2i +, calculati ¥, -7, .
16. Calculati unghiul ficut de vectorii V=67 +; si w=2i —12; .
17. Determinati care este cosinusul unghiului ficut de vectorii v = 2; + 3}' si w=3i+ 2}'.
18. Calculati cosinusul unghiului facut de vectorii v=7 +2j si w=2i — /.

19. Determinati @ € R pentru ca vectorii v, =2i —3; si ¥, = ai +6; si fie perpendiculari.
20. Determinati produsul scalar al vectorilor ##=2i -3/ si ¥=4i -3 .
21. Determinati @ € R pentru care vectorii ¥, =i —2; si V, = ai +4j sunt perpendiculari.

22. Determinati @ € R pentru care vectorii ¥, =4i +3] si V, = ai +97 sunt perpendiculari.

23. Determinati @ € R pentru care dreptele de ecuatii 2x + 3y + 6 = 0 si 3x + ay + 5 = 0 sunt perpendiculare.
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Tema 13 — Trigonometrie si aplicatii ale trigonometriei in geometria plana (clasa a 1X-a)

1. Calculati valoarea maxima a expresiei 2cos’x — 1, x € R.

2. Fie cosx = 0,75; Calculati cos2x.

3. Calculati sin’mt—cos’m.

4. Daca tgx:\/g, Calculati |ctgx|.

5. Calculati valoarea maxima a expresiei 4sinxcosx, cand x € R.

6. Calculati 00327—n+sin27—n.

6 6
7. Calculati tg30° - ctg30°.

8. Determinati care dintre numerele cosm si sinm este mai mare.

9. Fie cosx = 0,3. Calculati sin(x +gj

10. Calculati tgl4® - ctgl4°.

11. Calculati tgl® - tg2° - ... - tg89°.

12. Calculati tgl°tg2°tg3° ... tg89°.

13. Determinati valoarea maxima a expresiei E(a)=2sinacosa.
14. Determinati care dintre numerele cosm sau cos2m este mai mare.

15. Calculati e™™*" .

16. Calculati suma sinl® + sin359°.

17. Calculati produsul sin(—1°) - sin(0°) - sin(+1°).
18. Calculati sing+sinﬁ+sin7—n+sin4?n.

19. Dacd AB =5, BC = 12, CA = 13, calculati cos A .

20. Se considera un triunghi 4ABC avand lungimile laturilor 6, 8 si 10.
a) Calculati masura unghiului care se opune laturii de lungime 10.
b) Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC.
¢) Calculati aria triunghiului 4BC.

d) Calculati suma cosinusurilor unghiurilor triunghiului ABC.
e) Calculati suma inaltimilor triunghiului ABC.
f) Calculati raza cercului inscris in triunghiul ABC.

21. Daca 1n triunghiul ABC, AB =1, AC =2 si p(B/]C) = g, calculati lungimea segmentului BC.

22. Determinati aria triunghiului ABC, in care AB = 10, AC = 12 si m(¥BAC)=150".

23. Un triunghi dreptunghic ABC are lungimile laturilor in progresie aritmetica, iar perimetrul egal cu 24.
Calculati raza cercul inscris in triunghi.

24. Calculati aria triunghiului ABC, daca AB =4, AC =3 si BC = 5.
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Indicatii si raspunsuri

Grupuri

pag.8. 2. Daca x, y€ [-1, o), atuncix+ 1 = 0siy+1 = 0,deci (x+ 1)(y+ 1) = 0,de unde x*y=>-1.
3. Stabilitatea lui H in raport cu operatiile ,,v”, ,,A” rezulta v il 234612 Al 2 3 4 6 12
din definitiile pentru c.m.m.d.c., respectiv c.m.m.m.c. 1{r1 1111 1{1 2 3 4 6 12
5. Rezulta din 21121222 212 2 6 4 6 12
3a 3b\(3a" 3b") (3(ad'+bc') 3(ab'+bd') 311313 3 313 6 3 12 6 12
3¢ 3d \3¢' 3d') \3(cd +dc") 3(cb'+dd")) 41121424 414 41241212
64> 6. 7 Iof 612326 6 616 6 6 12 6 12
T L2 o3 1211234 6 12 12112 12 12 12 12 12

N K L f
Ll A0S 9.Daca H= {z, z, z,} siz € H, atunci {zz, zz,, zz,} = {z,, z,, z,}. Rezultd

Ll s fi fy cdzzzzizz, = zzz. Simplificand cu zz,z, # 0, obtinem z* = 1. Deci
elementele lui A sunt radacinile ecuatiei x> = 1, de unde

H = {1 —5+ g, —%—i@} . 10. Se foloseste identitatea (a> + b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)*.

coso —sinocj[cos B —sinBj B (cos(a +pB) —sin(a+p)

sina.  cosa )\ sinB  cosf sin((x+B) cos(a+B) J 12. 2) Pentru fiecare dintre

11. Pentru a, f € R avem {

b) 24 - 35, 13. Se foloseste faptul ca, compusa a doud func‘gu injective (surjective, bijective) este o func‘gle
injectiva (respectiv surjectiva, bijectivd). Cand 4 = {1, 2, 3}, H, are 6 elemente. 14. (4B)" = B'A" = B'A™' = (4B) ",
dacd 4, B€ H. 15. Daca A, B € H, atunci det(4B) =det4 - detB=1-1=1, deci AB € H. 16. Daca z, w € H, atunci

|w] =

z|-|w| =1-1=1, deci z, w € H. Numerele din H se reprezintd cu punctele cercului de centru O si raza 1.
pag. 15. 1. a =0 sau g = 1. 2. Cum x = €™, unde e este baza logaritmilor naturali, avem x*y= ™y de

unde rezultd usor ca legea de compozitie ,, ** este comutativa si asociativa. Elementul neutru este numarul e.

ke

Daca x € (0, ), x # 1, atunci x este simetrizabil si x' = ™", 3. Legea de compozite , ** este comutativa, are

2

pe %Iz ca element neutru si nu este asociativa. 4. Nu admite element neutru. 5. (i) Pentru b € (-1, 1), functia

[ FL1II->R, f(x)= x+bb este strict crescatoare pe [-1, 1]si f(-1)=-1,f(1)=1.6.a=1,b=-1saua=>b =

0
= 0. 8. (iii) Orice matrice F:((C) IJ,CER. 12. Inductie dupa m si n. 13. Fie b € M astfel incat

a = aba. Daca y € M, existd x € M astfel incat y = axa. Fie e = ab si f= ba. Avem ey = abaxa = axa = y si
yf'= axaba = axa = y si, in particular, ef = f, ¢f = e. Asadar e = f este elementul neutru. 14. (i) 3%; (i) 3°; (iii) 3°.

pag. 22. 1. na=a+a+..+a=a+a+..+a=na=0.2. 1'=1,31=35"=5 7'=7 3. xe{0,12,34,5,6,7}.
4. b) Cum 1+2+...+n—1:(n_1)n si n_lzqu* cand n este impar, avem 1+2+.. +n/\1—c}1\1—6
2 ~37 AST+2 A5 A2 AT A2 ~9

~ ~ 7
6. r=4.7. Avem 2:25, de unde 2 =2 :(2 ) 2 =22 =2 _2 2 _2 =2 . Termenii sirului
a

A2 ~i
,a ,..,a,.. nupot fi distincti pentru cd Z este multime finita, deci existd s, ¢ € N*, s < t astfel incat

@ =a . 8. Avem 10 = -1 (mod 11, deci 10’ = (~I)(mod 11), de unde ¢, + ¢,10 + ¢,10° = ¢, — ¢, + ¢,(mod 11).
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AdA L ASD A42042 (A4)2° A2 A R . L As AL .
9.Avem 7 =1 sideci 7 =7 =\7 ) 7 =9. Aplicand ex. 7, existd s < ¢ astfel incat ¢ =qa si Inmultind
l)s Am

cu (21_ , obtinem (a ):1 cum=t-s. 10. Daca a are aceeasi divizori primi cu n, existd s € N* astfel incat

n|a siatunci @ =a’ =0. 11. Se foloseste faptul c¢i un numar p > 1 este prim daca si numai daca din p | ab
A2 ~ ~2 ~

rezulti p | @ sau p | b. 12. Avem o =0 dacd a =3k si @ =1 dacd a = 3k + 1 sau a = 3k + 2. Daca existd

A A - —_— A A A A A3 A A A
a, b € Z astfel incit 3¢ + 2 = I, atunci 2#b =b’ =3a’ +2=3a +2=2 . Contradictic. 13. a <{0,1,6}.

A A3 — A A
Daci existd a, b € Zastfel incat 7a*> + 2 = b, atunci 2# b =7a’ +2=2. Contradictie.

pag.29-30. 2. Dacd a+bN2.c+dV2eG, 6. o|fi £ fi f, W o |fi i /i fui i [
atunci (a+bJ2)(c+dv2)=(ac+2bd)+(ad+bcN2 VRV N K L L e s S
si (ac+2bd) —2Aad +bey =(& — 26 —2d>) = L K Lo s L LA S S S
=1-1=1, deci G este parte stabild. Avem Sl Je S )2 Ll b S ds e s
T g ' V2 W S S WA A
(a+bx/§)'1=a—b\5.4.a=b=l.S.Elementul flr £ fi /s fi S
neutru este numarul 0, iar daca x € G, atunci LA fo fs f fi S
simetricul sau este x’ = —x. Operatia , *“ este

asociativa si comutativa.

12. Avem xyxy = xxyy. Inmultind la stdnga cu x' si la dreapta cu y!, obtinem yx = xy.

13. Avem (xy)* = e = ee = x*)” si se aplica ex. 12. 14. Elementul neutru este @' si simetricul lui x este x' = x a2,
15. Fiex" € Gastfel incat x"*x' =e. Avem x*x' =ex(x*x)=(x"*x")*(x*x)=x"*(x'*x)*x' =x"*e*x' =x"*x"=¢
deci x" este simetric la stdnga si la dreapta pentru x. Din x*e=x*(x"*x)=(x*x")*x=e*x=x rezultd cd e
este element neutru si la dreapta. 18. Fie a, b € G. Exista e, y € G astfel incat ae = a si b = ya. Avem

be =ya-e=ya = b, deci e este element neutru la dreapta. Analog existd ¢’ € G astfel incat e'b =5,V b € G.
Evident ¢’ = e = elementul neutru al lui G. Dacd a € G exista a', a'' € G astfel inct a’'a = e = aa'’ si cum

e . a b\(d V) (ad ab+bc
a=de=dad")=(da)a" =ed" =d",rezultd ciexistaa'sia!=a' =qa".21. Cum = '
0 c\O ¢ 0 cc

si din ac # 0, a’c’ # 0 rezulta ca (aa')(cc’) # 0, conchidem cd G este o parte stabila a lui .#,(R) in raport cu

b -1 N |
inmultirea. Se observa ca (g j :[ao ba_lc JEG si atunci (G, -) este grup. 22. Avem
C C
1 a\(1 b) (1 a+b) (1 a\' (1 -a
= si = € G, de unde rezulta ca (G, -) este grup. 24. Se observa
0 1){0 1 0 1 0 1 0 1
v _ _
cd A;'=A4_,.25. Se foloseste faptul ¢cd | — _|{=uu+vv sici AB| :|A|-|B , oricare ar fi 4, Be .4, (C).
—v
29. Fie 4 € M(R) astfel inct |4|#0. Atunci pentru B € ./, (R) avem B=A"' < AB=1, < BA=1,. Asadar,
A'=A< A4=1,< 44=1,, ceea ce revine la afirmatiile din enuntul exercitiului. ya

P(a, b
. a b o d -b) (a c (@ 5)
33.Fie A= e Mh(R). Avem A€ SO(2) < |4|=1si 4" =4 < =
c d - a b d o
a —-b © X
si |A|:1<:>A=(b jsi @ +b’ =1 a=cosa si b=sinacua€ R
a

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
pag.34. 6. Din cox=n rezultd x=c'on= 0 = .
52 1 3 4 1 3 2 5 4 51 2 43
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pag.38. 1. Fie A matricea din G asociati luia € R.Avem A 4, =A_,,V a,be Rsi 4'=4, deunde

a+b’

rezultd ca (G, -) este grup. Functia f: R — G, f'(a) = 4 este bijectivisi f(a+b)=A4 _,6,=A4AA, = f (a) (D),
Va, b e R Rezulti ci (R, +) = (G, ). 2. Avem f((a+bV2)(c+d~2))= f(ac+2bd +(ad + be)2 ) =

ac+2bd  ad+bc a b\ c d 7 +b\/§) 7 +d\/§) 4 Fica il | lizei
= = = a . C . 4. D€ verilica cu mijloacele analizel
dad+bc) ac+2bd) \2b a)l2d ¢ !

matematice ca f este functie bijectiva. Pentru x, y € G avem

I+x 1+y) 1, 1+x 1 l+y
=— —In——+— 8. Funct -, = =
f(x=*y) 1[ = 1o y) 2lnl_erzl =)+ f(»). unmaf( > 2)—>IR f(x)=tgx
este bijectiva si f(x*y):tg(arctg(tgx+tgy))—tg(x)+tg(y)—f(x)+f(y).9. Avem f(a) = I, <> cosa = 1 si
sino =0 < o =2kn, ke Z. 10. (i) Fie X', y € G. Existd x, y € G astfel incat x’ = f(x), ) = f(¥). Avem

XY =L@ f0) =) =f0x) =) f () =y ({D) 27 = f(x) = f(x) f () f(x) =f(x3)=f(e)—e'-

13. (i) e abc (11) Dacd f: G — Z, este izomorfism, fie x € G astfel incat f(x)=3. Avem
ele a b c 2—3+3—f(x)+f(x)—f(x )—f(e)—O. Contradictie.
ala e ¢ b
blb ¢ e a
clec b a e
e a b c
}4. Fie G un grup cu patru elemente. Daca x> = e, V x € G, atunci (G, *) = (A, o) (vezi ex. 13). ole 4 b o
In caz contrar, existd a € G astfel incat a®> # e. Fie b = ¢°. Evident b # e si b # a si fie ¢ = ab. ala b c e
Avem c # e, c # a, ¢ # b, deci G = {e, a, b, c}. Acum tabla operatiei lui G se completeaza astfel: blb ¢ e a
si comparand cu tabla grupului (Z,, +) se deduce ca (G, -) = (Z,, +). cle e ab

15. (i) Daca a® # e, atunci a # a’'.
o 2m .. 2. . 2 n-1
16. Fie p —cos7+zsm7. Atunci U, ={1,p,p", ..., p" }-
Daca f: U — U, este endomorfism si f(p)=p" cu0 < m <n, atunci f(p") = f (p) = p" = (p')", V x=p€U.
Automorflsmele 1u1 U,, sunt descrise cu m € {1, 3, 7, 9}. 17. (i) Daca f (x,) = f (xz) atunci ax a' = ax,a”' de
unde x, = x,. Pentru y e G six=a'yaavem f(x) =y ; (ii) f (xy) = a(xy)a ! = axa'aya 1—f(x)f(y).
pag.45. 2. Fie z, w € H. Exista h, k € N* astfel incat z¥ = 1, wf = 1. Avem (zw)"* = (Z"){(w*)" = 1,

(') = (""" =1"=1, deci H este subgrup al lui (C", ). Din z" = 1 rezulta 1=/l :‘zh‘ :|zh, de unde |z|=1,

deci H € U. Dacid z=cos~/2z +isiny/2z , atunci z € Usiz ¢ H. 3. Daci 4 € M(R) si B:%(A +'4) si

C=%(A—’A).AtunciA=B+C,Be H, Ce N.7.Daca H= 0= {0}, luam n =0 si avem O = 0Z. Daca H # 0

sixe H, x # 0, atunci —x € H. Rezulta ca H contine numere intregi pozitive. Fie n cel mai mic numar pozitiv din
H. Atunci H = nZ. 8. Evident 6Z < 2Z N 3Z. Daci x € 2Z N 3Z, atunci 2 | x si 3 | x. Cum (2, 3) = 1, rezultd
ca 6 =2 - 3 divide x, deci x € 6Z. 10. Daca G=HU N, atunci H € Nsi N € H. Alegema€ H\Nsibe N\ H.
Daca ab € H, atunci b = a'ab € H contradictie. Asadar ab ¢ H. Analog ab ¢ N, dar ab € G = H U N.
Contradictie. 11. Fie a € H. Cum H este finit, functia f': H — H, f (x) = ax este bijectiva. Existd b € H astfel
incat ab = a. Din ab = a rezultd cd e = b € H. Cum f este bijectiva existd a’ € H astfel incat aa’ = e. Avem

0 -1
a'=a € H, deci H este subgrup al lui G. 12. Daca G = GL,(R) si az(l 0 J, atunci
a b .
C.(a)= {[ i J la,beR, a’ + b’ ;tO}. 15. Fie ¢ = ab. Avem ¢" = (a")"(b")" =e. Dacd ¢ = e, k € Z, atunci
-b a
a'b* = e si ridicand la puterea m obtinem b = e, de unde n | mk. Cum (n, m) = 1, rezultd n | k. Analog se arati
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cam | k. Dar (m, n) = 1, deci mn | k, de unde ord ab = mn. 16. Fie d = (k, m), m = dm, k= dk, si b = at. Avem
" =a™ =a"™ =(a")" =e. Daca b' = e, atunci a* = e, deci m | tk, de unde m, | tk,. Dar (m, k) = 1 si atunci

m
t, de unde orda" = m, =(—. 18. Cum orda = n, H = {e, a, &, ..., a"'} este subgrup cu n elemente al
m,

lui D . Daca b € H, atunci b = o' si atunci din ab = ba""' rezultd a"? = e cu n — 2 > 0. Cum orda = n rezulti
cin | n—2. Contradictie. Deci b ¢ H si atunci bH N H = &. Cum D are 2n elemente, avem D = H U bH. Se
observa ca abl = ba™"V, a'b = ba'"V, de unde a'bl = ba'"V.

pag.50. 4. Cum 7(0) = O, avem T = s, unde d este o dreapta ce trece prin O sau T'= R = rotatie de unghi 0

m,

in jurul lui O. RezultaS=¢ os, sau S=R ,os,. 6. Daca R este rotatia de unghi n/2 in jurul centrului
patratului iar d,, d,, d,, d, sunt dreptele care trec prin varfuri opuse sau prin mijloace de laturi opuse, atunci
D,={E,R, R, R,d,d,d,d,}.

2x, 3y, 2x, 3y,

Test 1. 1. 4,, 4, € M, Ale( J,xl,yleQ, 4x! =3yl =1, A2:( ],xz,yze Q,

»oo2x o 2x,

3
2(2x1x2 +§)’1)’2) 32xy, +2x,,) 3 2 ,
4x; -3y; =1; A A, = , 4(2x1x2 +§y1y2) —3(2x1y2 +2x2y1) =

3
2x,y, +2x,, 2 (2)61962 + Eyly2 )

2x 3y

y  2x

= (4x] =3y} )(4x; =3y;)=1,4,, A, € M. Daci A:[
2. x*y:%(xy+2x+2y):%(x+2)(y+2)—2;x,ye Q\ {2}, x+2#0,y+2#0;

]e M , atunci 4, A%, ..., A", ... € M , n € N*.

XHy =Dy +2) 2% 25 xry = S D)y +2) = e (rry)Ez = x (p¥2);
2x 5, 4
x+2 2+x+2¢ 2.

3x,yeGx>a,y>a;kx—a(y—-a)ta>a; xxyeG; (x*y)kz=x*(y*z),Vx,y,zeG;Jee G,

x*e=e*xx=x,e=0,Vx, ye Q\{-2}; x*x'=x"*x=¢, x'=—

1
x*e=e*x=x,e=a+-—cG; x*x'=x"*x=e,x'=a+

k
f:G>R, f(x)=k(x—a) bijectie.
Test 2. .x,ye M,x - 1>0,x -1 #Ly-1>0,yp-1#1, l+x-D"">1,In/y-120;

1

T+ (=D 22 xwpz prx; T+ (e =)™ =14+ (y =)™ (x—1)2

—————>a; x*xy=y*x,Vx,yel;
K (x—a) r=r 4

Dinge-1)

y=-D>"

%ln(y—l)-ln(x—l):%In(x—l)-ln(y—l). 2. xxy=(x—-k)y—-k)+k;x—k=20,y-k=>0,x*xy>k;

In(y-1)

x +4 2
etx=x*e=x;e=2keM.3. ‘v’AI,AQEG,Alz(1 i i

],xl eR* y, eR, x/ -2y =1,
(x2+4y2 2y,

=Ty x, =4y,

, =

],x2elR*,y2€lR, x§—2y§:1;

=7y, x,—4y,
AA = (x1x2 +2y 3, +4(xy, + X, ) 2(x,3, +x,),) J )
o =T(xy, +X,) XX, +2y,y, —4(x,y, + X,

X=XX, +2Y,V,, V=XV, + X, ), x* —2y2 = (x,x, +2y1y2)2 -2(x,y, +x2y1)2 z(xl2 —2)/12)(9622 —2y22)=l,

220



1 0 L (x=4y 2y
AA, € G;(AA4)4,=A(4,4,) ,VA,A,,4,€ G, E=1, = 0 1 ;detd=1#0, 4 = eqG,

Ty  x+4y
AA"' =A"'A=E,VAeG. Deci (G, -) este grup abelian.
Test 3. 1. Este parte stabila. 2. iii) e, = —/,.

Test 4. 1. b) e, = L.

Inele si corpuri
pag.56. 5. Elementul zero al inelului (Z, T, L) este —3, iar elementul unitate este —2. 6. Elementele
inversabile sunt (1, 1), (-1, 1), (1, -1), (-1, -1). 14.a) U+ V= 0; UV = % } ;b)) UX = §a+§b §b+§d ;
11 Sa+4c 5b+4d
a= i b= §, c= §, d=3.Cum XU = L, si UX = I,, U element inversabil.
pag.62. 1.Din (1 +1?=1+1rezulta 1 +1+1+1=1+1,deunde 1 + 1 = 0. Pentru x € R avem

x+x=(1+1)x=0x=0.Deasemeneax+y=(x+yyP=x+)y)(x+y)=x>+xy+yx+)y ’=x+xp+yx +y,de
unde xy + yx = 0, deci xy = —yx = yx. 2. b) Avem k!(p—k)! C’; =p!=1-2-...-p—1)p. Rezulta ca p divide unul

dintre factori si acesta nu poate fi decat C’; cand 1 < k < p. 3.c) Fie B= .Avem B® = O, si

= = =]
OS> O Q0
O 6> SO

A =(I;+B)" =1,+C,B+C,B* = I, pentru ca C, si C, se divid cu p. 10. Daca f (x) = f(y) atunci 1 +x =1+ y,

deci x = y. Asadar f este injectiva si cum R este finit, f este si surjectiva. Avem f (0) + /(1) + f(a) + f (b) =

=1+1+1+1+1+a+b. Cum feste bijectiva, aceeasi sumd este 0 + 1 +a +b. Rezultdacal + 1 +1+1=0.
6

11.Din1=(-1)F°=-1rezulti 1 + 1 =0sidecix+x=0,Vx€ R. Avem (1+x)=(1+x)° =ZC§xk =1+x>+x* +x,
k=0

de unde x* = —x? = x%. Asadar x = x® = x*x? = x2x* = x* = x2. 12. Avem x + x = 0, V x € R si atunci
XM+HT=x+ D+ +x'+x+x+x+1)= @+ D+ +)+ @+ +x)+ (P +x+1)) =
=(x+ D +x+ D3+ +1).

pag.67-68. 4. Se observi ca a° e {6, i}, vale Z,, de unde &+ b 6, dacd a#0 sau b=0.5. Se observa ci
f o f este aplicatia identica si se deduce ca f este bijectivd. Avem A+B=A+B si AB=AB,VA,Be AL (C).

2

o

z w
Rezulta ca f este automorfism. 7.a=b=1,c=6,a=1, f =2. 8. Daca 4 :[ — _J , atunci det(4) = |Z|2 + |w
-w z

a b

~ oA=L,
d

Se verifici A+ B=A+ E?,ZE = AB , de unde rezulta ca f este morfism de inele. 10. Avem f(0) =0, f(1) =1,
f@=fA+1D)=f1)+f(1)=1+1=2 etc. De asemenea f (—1) = —f (n) = —n, ¥ n € N. In final f(p/q) = f(pqg™") =
=f®-f@)=f @ f (@' =pg'. ¥ re Qr=plg. 11.b)Avem g(r) = r, V r € Q. Cum (¥2)’-2=0,
aplicand g obtinem g(\/i)2 -2=0, deci g(\/i) =+2. Daci xe (D(\/E), x =a+b2, atunci

g(x) = g(a) + g(b) g(\/i) = a+bg(\/§). Daca g(\/i) =2 , atunci g = 1. Daca g(\/i) = /2, atunci g=f
14. Presupunem ca K este corp. Cum (K, +) este grup abelian cu patru elemente, avem 1 + 1 + 1 + 1 = 0.
Avem (1 + 1)1 +1)=1+1+1+1=0 si cum K este corp, rezultd 1 + 1 = 0. Cum (K*, ) este grup de ordin 3,
avem @ = 1 pentru a € K*, a # 1, ceea ce se mai scrie (@ + 1)(a> + @+ 1) =0. Dar a + 1 # 0, deci

b ~
deci det(4) # 0 daca 4 # 0 si se constatd ca 4™ € K. 9. Dacd A € 4 (Z), A= (a dj , notam A :{
¢ c
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a* + a + 1 = 0. Reciproc, presupunem ca exista a € K astfel incat ¢> = 1 + a. Daca 1 + 1 # 0, atunci

K={0,1,1+1,1+1+ 1} sinuexistd a € K astfel incat a> = 1 + a. Ramane adevarat ca 1 + 1 = 0. Egalitatea
a@* =1+ a se mai scrie a(l + a) =1, deci a si 1 + a sunt inversabili. Se observa ca K = {0; 1; a; 1 + a) si deci
K este corp. 15. Se observa ca f(r) =r,V re€ Q. Fiex € R, x > 0. Existd B € R astfel incat o = 3. Rezulta
f(@)=f(B>)=f(B)*>0.Fiexe Rsie>0. Existd r, r, € Q astfel incat x — & <r <x <r, <x+e. Aplicand f,

1’72
rezultd /' (x —€) <r <f(x) <r,<f(x+¢). Dinr <f(x)<r, rezulta ca | f(x)—- x| < ¢ si cum ¢ este arbitrar, avem
S () =x.

Test 1. 1. e, =2,e, =3,e, =0,e,=1; f(e,)=e, f(e))=e; [ ZL>Z, f(x)=x-2,a=1,b=-2;

feste functie bijectivi; f(x*y) = f()+ £(y), f(x Ly) = f(x) f(0), ¥x, y€Z: (X%, L) =(Z,+,).
-3
2. /R, >R, f(x+y\/§i):(x y], x, y € Q; feste functie bijectiva; f(z,+z,)=f(z,)+ f(z,),
y X
f(zz,) = f(2) f(2,),Vz,, 2, eR, z,=x +y1\/§i, 2 = X% +y2\/§i,xl, Vs %, ¥, €Q.3.x,y€ K,

xTyeK, xLyeK.a) (K, L, T) este corp comutativ. Se verificd axiomele structurii de corp. e =1, e, =¢’,

e=tim(1+1].b) €, =06, =1 fIR> K. () =" +b: fe.)=e,i fe)=er: SO =Lf(D=e"s 0= 5

n—»00

b = 0. Functia f este bijectiva, f(x +»)=f(xX) LfO):;f»)=f®)TfO),Vx,ye R
Xy

Test 2. 1. Z:x+y\/§;A=(5 ],x,yeZ;f:lRl—HRz,f(z):A este functie
vy X

bijectiva. 2. f(x@ y)=f(x)[Hf(V); f[xOy)=f()f (), Vx,yeZ. 3. xLyeK,xTyek,

n 1
el:0;eT:1—e;ezlim(l+%) , xp=1-e"" VxeK,x#e.; [ K> R, f(x)=In(l —x) este

n—»00

functie bijectiva; f(x Ly)=fx) +f0); f&xTy)=f(x) - -f(),Vx,ye K.

Polinoame

&

—i+

2

pag.76. 1. grad f=2 daca m # 2 si grad =0 daca m =0, grad g =5 dacad z # =i, , grad g = 0 pentru

z=-isigrad g=21inrest. 2. f=gpentru ze€ {1, _liTl\/g} . 3. grad(f + g) este 2 daca o # 1+£+/3 este 1 dacd

a=1++/3 si a#2 sieste 0 in rest. gradfg este 4 daci a ¢ {0, 2, 3} este 3 daca ae{0, 2, 3}.
6.0)fg=(1+ DX+ (1 + DX +2(1+20)X+2(-1). 7. fg=4X"+3X°+4X° +3X* +2X +2.

ILf=aX+2X+a,g=-aX+a-2,a#0. 12 g=X"+3X+3 14.f=X+2,g= X1

15. Cum 3&=&+&+&=a+a+a=§zz=(),V&EZ3, rezultd ¢ f + f+ f= 3= 0, Vf € Z,[X]. Avem (f + g)’ =
= +3f2g+3fP+ g =+ sideci QX+ X+ =X+ XV +T =X + X’ + P =2X + X’ +1=2X°+ X’ +1
16. Calculand of + Bg + vh si egaland apoi coeficientii cu 0 se obtine un sistem omogen de trei ecuatii liniare
de determinant nenul in necunoscutele o, B, y, deci o = B =y = 0. 17. Se poate folosi indicatia de la exercitiul

precedent. 18.a=1,b=3,¢c=-2,d=3.21. f=a,a€ R, a # 0. 22. f=%X+%,g:%X—% sau
4y 3 3.4 e 3,9
[=3X-5,g=5X+zetc.23.a=2,b=T7,c=7,d=-2.24. a=5,b=21.
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pag.8l.1.a) g =2X>+3X+ 11, r=25X-5; b) q=%X—%,r:—%X—%.

2.2)g=X+Qi-DX+1,r=0;b)g=iX*+2X*— (1 +5)X+ 531 -2), r=9+19i. 3.h=0, c=+i sau h=+2,
c=1lsau b=%i2,c=-1.4.a=2-i,b=3-i.5.a=10,b=-6.6. g=2X>+3X+5,r=0.

7. q=4X"+4X+2,r=3X+2.8.r=7X+(a- b)X +b.9. a=2,b=1.10. Dacd n = mq + r, atunci X" - 1 =
=Xt — X"+ X" —1=X"- DgX) + X — 1 cu g(X) € Q[X].

pag.87.1.a) f(3)=196; b) (-2 — i) =—-19—-18i. 2. a) f=(X - 1)* + 6(X - 1) + 9(X - 1) - 3;
b) f= (X + i) — 20X + i) — (1 + )X+ i) — 5(X+ i)+ 7+5i.3. ¢=5X"+3X>+2X +5,7r =5 4. Se dezvoltd
polinomul X°* — X + 1 dupa puterile lui X — 2. Avem X° - X+ 1 = (X -2)* + 6(X - 2)* + 11(X - 2) + 7, de unde
a=6,b=11,c=17.5. ge{ﬁX2+2X+i, X +2X+ X +1,2x° +2X2+i}. 6.Cum X2 — 1 =(X— )X+ 1)si
A1)=f(—1)=0rezulta ca X> — 1 divide /. 7. Avem f{1) =0 si /' (1)=0,unde /' = (n + 2) nX"' — (n + 1)’X" + 1, de
unde rezulta ca (X — 1)* divide /- 8. L =-2. 9. a = -1, b = 2. 10. Atribuind lui X valorile 0, 3 si 2 se deduce ca
A1) =A2)=f3) =0, deci fAX)=X- 1)X-2)X - 3)g(X) cu g(X) € R[X]. Folosind acum relatia data se
deduce ca, g(X) = g(X + 1), deci g(X) =a € R*, deunde f= a(X - DX -2)X-3)cua # 0. 11. a = -9,
b = 12. 12. Conditiile f (k) = 2, k =1, 2, 3 reprezintd un sistem Cramer in necunoscutele a, b, c. Se obtine

a=-5,b=10,c=-4.13. f=X*+2X° - X + 3X - 1. 14. Avem X* + X+ 1 = (X - £)(X - ¢?) unde a=—%+i§.

Cum 1 + ¢+ € =0sié& =1, se verifica fle) = f(e?) = 0, deci X* + X + 1 divide f. 15. a =4, b = -6, ¢ = 4,
d=-1.

pag98. 1. a)(f, @) =X+ X+ 1.2.(f, 2 =1, [f, gl = fg. 4. Se calculeaza c.m.m.d.c. si se gaseste (f, g) = 1.
5.(fg) =X —1si[fgl=F =D+ DX+ X +1).6.a=6,b=7.7. az%,bz%—e
8.f=(X-2X+2)X*+2X+2)=X-i-DX+i-DX-i+ DHX+i+1).

X+3+2ix/§

g=(X" +3)(X*-3X +3)(X* +3X +3) =(X+N§)(X_N§)(X__3—2iﬁ),(X_3+21'J§

X+3—21'J§)

9. Se aratd c¢a X* — 2 nu are raddcini in Q. f = (X —32)(X* + 32X +J4) = (X —/2)(X —e2)(X —£’32) unde

€ =—%+i§. 10. Avem f(2)= f(3)=0, deci f se divide prin (X —2)(X —3). Se obtine
F=(X-2)X-3)X*+X+1) si X*+X+1 este ireductibil.

1. f=(X-DX+DX*+DX*+ X + DX =X + DX =BX +1)- (X +3X+1).

12. f=(X+DX2+DX2=2X +1D)(X?+/2X +1). 13. Avem f{1) = (1) = 0, deci (1 — X)* divide pe f.
M. X+ X 1=+ - X =X+ X+ DX = X + DX =BX+ DX +BX+1).

15. Se presupune contrariul si se obtine o contradictie. 16. f = (X +2)*(X* +1)

17. a=1.21.f=a,+aX+..+a X", g=b +bX+..+bXcua #0,b #0sih=c,+cX+..+c X

Daci rezultatul din enunt nu este adevarat, fie s si # minimi astfel incat pXa, si pXb,. Cum ¢, = > ab,

i+j=s+t
rezulti ¢ p | ab, deci p | a, sau p | b,. Contradictie. 22. Presupunem prin absurd ¢a /= gh, g = b, + b X+ ... +
+b X, h=c,+tcX+ .. +cXcub #0,c #0,u<n,v<n. Avemp | b,si pXe, saupXh, si plc,. in primul

caz existd k € N* ai. p divide b, b, ..., b, , si pXb, .Dina, = b, + ..+ by rezultd cip | b,c,, deci p | b,
sau p | c,- Absurd. 23. Se aplica exercitiul precedent. 24. Daca /= gh cu g, h € Z[X] de grade u < n, v < n,
atunci f = gﬁ cu gradg =u<n si gradh=v<n. Contradictie.
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pag 109-110. 1. 2 radacina tripla. 2. -2 radacina simpla. 3. A = 5, —1 radacina dubla.
4. X’ -8=(X-2)(X —iB+D)X +iB+1), X*+i=(X-z)X —2)(X —2z,)(X —z,), unde

- :Coswﬂ-smw, k=0,1,2,3.5.a=3,b=-4, f=3(X—1)2(X+%)(X+%).

6.a)x =1, x, =4, xaz%; c) x1=2+m,x2=2—x/m,x3=2i,x4=3i. Tox, =1, x,=-1,x,=2,x, =2,
X,=5 8.g=X-5X-2.9. x;+x+x;=-50.10.a=20,x,=-1,x,=2,x,= 5.

Ma=2, x =14 l,x.=2.12.a=-6,b=-9, x

7. %= Lx =-3,x,=-1,x,=1,x,=-3.13.§,=3,5 =0, §,=-2p,

1 2

S, =-3p,S,=2p*. Avem S + pS  + ¢S , =0, oricare ar fi n > 3. Acum prin inductie rezulti cd S, € Z,

oricarear fine€ Z. 14. ae(—oo, %}U[l, +00).15. X} +x; +x; +x; =—a’ +a—1<0,VaeR . 16. Avem x,X, =1,

l<k<nsifiX)=(X-x) .. X—x). Rezultica f(-)=(-1)"(+x)..(1+X,)= (—1)”%: f(=D,
Xy X,

deunde f(-1)e R. 19. f=X* —2X° + 2X* — 2X + 1. 20. f= X* — 4X°® + 10X? — 12X + 9. 21. Fie ¢ o radacina a

polinomului X2 + X + 1. Daca X* + X + 1 divide £, atunci f'(¢) = 0. Rezulta ca (-1)y""gX"-m =1, deci (1) =1 si

g2m ™ = [, Deducem ca m — n se divide prin 2 si 3, deci prin 6. 24. Daca ¢ este radacina a polinomului

X2 —X+1,atunci 2 =—-1. Din fle) =0 rezultdi ca n =6k + 2 sau n = 6k + 4, k€ Z. 28. a) —%;b) 1si-3.

29. Daca exista a € Z astfel incat fla) = 0, atunci fAX) = (X — @)g(X) cu g(X) € Z[X]. Rezulta f0) = —ag(0) si
A1)=(1 - a)g(1). Cum unul dintre numerele —a si 1 — a este par, se obtine o contradictie. 31. /= X + 12X — 30.
32. Dacd a € Z astfel incat fla) = 0, atunci AX) = (X — a)g(X) cu g(X) € Z[X]. Avem

SO ... fin) =—-a(l —a)2 —a) ... (n —a)g(0)g(1) ... g(n). Folosind formula pentru aranjamente se aratd ca
(n + 1)! divide produsul a » + 1 numere intregi consecutive. 33. Dacd f=a,+ a X+ ..+ a, X*" cua, # 0si

r=L"este numir rational scris sub forma inductibila si dacd f{r) = 0 avem a¢*" + apg™ + ... + a, p*'q +

+ a, p* = 0 membru stang al egalitatii precedente este impar. Contradictie.

pag 118-120. 1. i(l+i)%; i[\/“_z\/i+i\/_1;\/§);i(l+2i);i§(l+i). 2.1, ig, i cu €=—

+i

b

o —
w[G

Zys ZoE, 2082, unde z, =%(%+i%); Zys ZoE, 2082, unde z, = -2 + i z,, z €, 2082, unde z, =\/§(1+i).

> 707 70 02 0™

3.2+ =2+ 11i; 2, zg, z,e* unde z, = 2 + i. 4. z, z,i, —z,, —Z,0, unde z, =\/1+2\/§ +i\/_1;\/g .
5. 2° =2854(—%+i§); i“ZO(—%H’%). 6. cos%z%. 7. Avem |z|=0, dacd z = 0 sau |z|=1 si atunci

z8 =1, adica z este radacina de ordin 8 a unitatii. 8. a) x,=-l+i,x,=-2-3i.9. a)x =-1,x,=—,x, =L

10.x, =0, x,=-1,x,= 1. 11. ¢) x, =i%(l+i), Xy, =1(2+1). 12. a) X, = *a, Xy =+ab . 14. a)l, g, €,

2, 2¢, 2¢* unde 8=_1+Ti\/§.
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Primitive

1
x2s1n—, x#0

pag.133-134. 7. a), b) si c): functia f este continud. 9. a) Fie G(x) = X . Se aratd ca G este
0 ,x=0

2xs1n 1 =0

derivabild si G'(x)=f(x)+ = f(x)+A(x). G' admite primitive, /4 este continua, deci /' admite primitive;
0 ,x=0

1 ,daca x#0 1 sin1 0 [0,x#0
X s .
b) f(x)= +5 se tine seama de a). 10. b) f(x)= X +{ . Functia
o ,dacéx=0 0 ,x=0 W*7
1
sin—, x#0 o . L 0,x#0 . . .
g(x)= X admite primitive. Rezulta ca f'admite primitive < A(x) = 0 admite primitive < a = 0;
a, x =
0,x=0 ’

sin x 1 1
—,x#0 |0, =0 in—, x#0 —x=0 [0,x#0
o) f)=1 x F +{ T Rezultd a = 15 d) )= o T O { *

| L x=g @-bx= 0 ,x=0 0,x=0 W*~ 0

Rezultd @ = 0. 11. a) f are discontinuitdti de prima speta (pentru orice x, € Z);

X, X 0 0 s x<0 0 , XS 0
b X . Aratam ca functia g(x)= nu admite primi-
) )= { x>0 sinl—lcosl,x>0 lia g(x) sinl—lcosl,x>0 P
X x X X x X
s x<0
tive. Presupunem ca G ar fi o primitiva a lui g. Atunci G(x)= 1 . Se aratd ca G nu este
xsin—+c¢y, x>0
X
0, x=0 |0, x=0 l _0
derivabila iln x = 0; ¢) f(x)= 1 - 1 +42’ . 12. fnu are proprietatea lui Darboux.
2xsin—, x#0 |[cos—,x#0 0. x#0
X X

[i € [f(%j, f(%)j si f(x)# %, Vxe (%, %D 13. Fie F' (x) = f(x), V x € [a, c] si F'(x) = f (%),

, £ (x) X €la,c] N . . - .
Y x € [c, b]. Atunci F(x)= este primitiva a lui /. 14. Fie F' o primitiva a lui f.
FZ(X)+FiC)_F2(C)a X G(C, b]

Avem: (F-g) =f-g+F-g = f-g=(F-g) - F-g'. (F-g) admite primitive iar F'- g’ este continua.

Test 1. 1. Nu are proprietatea lui Darboux. 2. a) —+ 2x+4In(x—-2)+ ¢ ; b) 13 xR+ ¢) arctg 2x +¢ ;

d) 5+cos”x —cosx + ¢ . 3. Functia feste continud. F(x) =x+/x(20—6x) pentrux < 2si F(x) = xv/x(6x —20) + 322
pentru x > 2.

Test 2. 1. feste continua. 2. a) x — 2In(x + 1) + ¢, b) %(3) NxP+¢ ;¢ 1n2x 5 +€; d) 2ctg2x + €.
3. feste continua. F(x) = —e*> pentru x < 2 si F(x) = e** — 2 pentru x > 2.

225



Integrala definita

pag.141. 1. a) 1/5; b) Nn* +1=n:c) 2(b—a)/5; d) (b — a)/ 2n. 2. a) 206 / 225; b) 3; ¢) 0,507. 3. a) 0,326;
b) 0,7; ¢) 73/60. 6. a) 3; b) 2; c) 6.

pag.146-147. 1. a) 3,b) 7, ¢) 0: d) —78: ¢) 10; ©) 152 g -1 h ——.2. 2) %;b) 1; o) %+ln2;

60’

d) 4@3—2;6)%;f) )7(gf 1); h) 12. 3. a) 5,b) 24350 1642 -2 d)4ae)e‘ 53%;

g lnz,h)24a)4 b) 8; )z,d)z,e)36 f) 9; ) 5:h) 9. 5. a) 12,b)3 759 55 d)4+4in2; e) 4,
3 .56 2oy oo d) K b 2.0 1: d) 32 : : 2 q) 9
f)1n2+ L6.2) Tib) w5 0) 0;d) T 7.a) 13b) 35¢) 15d) 5. 8. a) 4+ 4In2; b) 4v250) 4+ 2% d)

9. a) 2. b) 2-42: ¢) Yim2. 10. a) 3; b) 6 ¢) 2; d) 2. ) —2q% f) 2In5-1L.
6 6 2 &
0 2-22 13m0 3ib) 224410 e=3:d)1.12.2) 8:b) 0: ) 31 d) L.
3 2 6 2 4
pag.154. 1. a) T’b) - +1n2 ; C) ——1n4 ;d) 1 —1In3. 2. 2) 2 + In2; b) 32,c)l d) In6. 3. a) 18+ %

b)dic) 5 id) 5. 4.0) T+

15,b)8 ¢) 3+1Inv2 ;d) 2— 3“ o) F b)?1n(2+\/§);c)x/§—%+%ln(2+x/§);

@) ErinltaS g g 38,1 24820 Ty T 70 5 k) a2 128 ;d>%.8.a)24;b>§;c>1n2;

d) 1-Z+1nv2 9. ) 4; b) —%;c) %+1n2;d) 1ni—1. 10.2) InZ3b) 242 -75¢) ~In% d)

pag.159.3.a) 1+ ln— b) n4 c) 4In2-1.

3 2’
5. Se aplica metoda primitivelor surori. J; =J‘M, J =J‘de, a-J,+b-J,=x+%;
af (x) +bg(x) af (x) + bg(x)
bg'(x)+af"(x) . y . .
nbJy +maJ, = | —=————"dx=In|af (x)+ bg(x)|+¢ . Din aceste doud relatii se determina ,.
1 2 Iaf(x)+bg( ) |f( ) g( )|\/7 ¥
31
pag.167-169. 1. a) > _1n2: b) te?x=———1; B3 Iy 2—— )f—“— —ln— - d) ——1 2. 2) 66— 2;
3 cos? x 3 18° 9
3 3
b) &2 - 2; ¢) %—%; d) %+§ 3. Douad integrari prin parti; a) E(1+en) ; b) —%(l+e”);

1
c) %(sinl—cos1)+l; d) %(sin1+cos 1)—%. 4. a) l(2—\/5) ; b) In(In3); c) calculati (ecosx)’; —1; d) 5(4—\/5).

1+2\f b) l—g C) %z—(otgx)' 2\/7 d) M .6.a)2(1 —1n3); b) 4(1 — In3); c) 4 + In2 — m;
sin” x

5.a) In

i i b . N2
d) %ln(2+\/§). 7. a) Z; b) §; c) 2—%; d) §+e—1—arctge. 8. a) 5—1; b) 1;¢) 1; d) arcsmg—g.
. . . . L 2 b
9. Se folosesc paritatea si imparitatea unor functii; a) 21n(1+\/§ ); b) 5; c)0;d) 1-=.10. a) g+\/§ -2
e

Zn\f . . n

—In4; ¢c) 0; d) \/5 11. Se folosesc schimbarea nx = ¢ si periodicitatea lui ;a)2;b) ik
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T nf 64
3-1 2__ 5—1In 2____ - 5 _
12. a) n ;b) > 3 )315 d) (l+ 2).13.a)x=at; a [2+3

3

J b) x =sint;
9

T 1 1+f 1++/2 . n J6 -1
——1;¢) —= d) —(1-1n2). 14. a I+——2 b) 2In i) 1-—;d
2)x ﬁ)()) ) 2)4)186\/_\/g+1
2
1
15.a)x=cost; ——; b n+In4-2);c ——1n2 Hx=x*+D-1;, & __ . 16. a) 0;
) X )12( ); ) )x =+ ) 4 32 52 )
b) 3—%ln3—%;c) 1n50+2arctg2—3—%. 17.a) %+2\/§—h‘1(2+\/§);b) amplificare cu 1++/x ; x=sin?¢;
4 _3m, 1.3 A4 Cngen T _3. ) |
3 8,0)2x+1—t,1+§1n\/§,d)n 1 n21n(n+1).18.a)x—lnt,Z—E,b)2 2:©) n-2:d) x=sin’s; .

1 4 1 1, s -nmgq_ -m 1 .
19. a) 3 n+2arctg§ ; b) x = arctgt; Zan; c) x:y+mc;§(—1) e "(l-e"); d) n_2 20. Se stabilesc

ecuatii pe care le verifica integralele; a) xzi; 0; b) x:%— V; %an; c) arctgx = y; %ln2;
)
d) x=ay; % (21na+1n2) 2l.a)x=m -y, — 4 ; b) functia se aduce la forma ( f'(x)e*)’; e2 22.a)1 =e—nl_;
LB R T ST, 7 4 5., 16,
e-1;1;e-2;-2e+6;b) 2n+ 1) =2n—-1)I ; 4°16° 30 256’0) 1, =1, —‘,e Lie—2;e- > ;e 5
d) 201, =2""\2 + @n-1I,_,; In(1+2); —(\/_+1n(1+\/_)) (7J§+31n(1+ﬁ)); —(67J§+151n(1+ﬁ)).
b n 2 1 2n—3

23.nl = s sl o240 [ = 1,

n (n—DI_,; 5 43 1, (n_1)2"+2n—2 I, 1 8(2+ ) (8+37c)

Test 1. 1. 7+%. 2. 5+1n%. 3. 13In2 — 3. 4. In3. 5. 4¢* + 2.

Test 2. 1. 2(1 — In2). 2. 1+ln%. 3. %(5e5 te) 4. %(4—\/5). 5. .

Aplicatii ale integralei definite

2
32232310 yno2s5le X8 gl g ezl g 2

pag.173I.1.3..3..3.. S 67573 7 B . 8. > 33"

2 e 4
pag.179-181. 1. a) —; b) In3; ¢) Z; d) 2; e) 1; f) Ina, este suma Riemann; —.
e

, —-2x n 1 1 b
Testul 1. 1. f(x)=— Im f=(0;1], xe (-0, —=1]U[l, +0) ; =—=. 2. 3+— 3.a) [, =
(1+x%)? 2 3 15
8+k B (7)
b) Ik+1 _7 klk: I 141 17931 3_2
Testul 2. 1. 272 2. " (x)=(1D)""e ™ (x* - 2nx+n(n-1)); Ik+1=—2k+1e_2+(k+1)]k;A=%+1—216_2.

2

3. V(a)=mnarctga+——, limV(a)=—+
1+ a 2
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Probleme recapitulative

10

01 ,AB # BA.

1
Grupuri. 1. ABE M, ¥ 4, B€ M, (AB)C = A(BC), 1, =( ) detd #0, A" =]~
0

<=8 |n

2.a=b,ae {0,-1}.3.x*xe=x,Vxe€ R; x=0,e=-2,darpentrux=1,x x e=e—-1-e—-2# 1 =x.

4a=b=1.5.a€ {0,1}.6.a=3.7. ae{O,%}.&ae (1,2.9.¢=0, x'=—2X_cQ\ {2}, (x# y) 2 = x *(y*2);

x-2
x*xy=y*zVx,y,z€ Q\{2}.10.abe M,V a,be M; a*- 5h*=1, e=1+0\/§,a=x+y\6,a'1=x—y\/§.
1. x, ye M,3 <x <5, 3<y<s5, x—4|<1, y—4|<1, x*y—4|<1; xxy=(x-4)y—-4)+4=y*x.
12.x,y€ (2,4),2<x<4,2<y<A4, x—3|<1, y—3|<1,x*y=(x—3)(y—3)+3;x*y—3|<1;x*y:y*x;

xte=x=>e=4¢M. 13.x,y€ M,x * y€ M; x*y=yp*x, 1+(x- )" =14 (-1,

1 1 1

Eln(y—l)ln(x—l)=§ln(x—1)ln(y—l),Vx,yeM. 14.44,€ M, AA,=A,4A,VA4, A, € M. 15. ms=o.
16. 4, - A € M, E=A, AA =AA, YA, A € M 17.x,y € M, |x-6/<1,|y-6|<1, |x*y—-6|<1
X*y=(x—-06)(y—0)+6;(x*y)*z=x*(y*z); e=T7eM,; x*yzy*x,xe{S,7};x'=6+x16, x'e{5,7}.

18.x, y € M, x*yeM,(x*y)rz=x*(y*z),e,=e, xxy=y*x, x*x'=¢, """ =¢, Inxlnx'=1,
1

x'=e"™ ,VxeM.19. Nuexistd e,, e, e . 2044, € M\NN A, A, € M; I=1, Daca A € M existd A" daca

x! 0
—x'y‘lz y‘1
ezl,x’lzx—y\ﬁ,‘v’x,ye Q-7 =1.22.ax*xy=x-3)(y-3)+t3,x,ye G;x-3>0,y-3>0,
x*y>3,x*xye G.b)a # 0, feste bijectiva ; f (xy) =f(x) * f(¥), a =1, b =3. c¢) Inductie matematica. 23.
xxyeZVx,yelZ, (x xy)xz=x*(y*z2),e=2,X=2-x,x*xy=y*x,Vx,y,z€ Z;f(x)=x -2 este
bijectivi; f (x * ») =/ (0 + (), V x, y € Z 24 x % y = (x — 2)(y - 2) + 2,
xxx*xk, *x=(x—-2)"+2,neN,n=2.25.x,y€ G,

x de n ori

si numai dacax # 0siy=0. A'lz( j.Zl. a,a,€ M,aa,€ M, a=x+y\ﬁ, x, yeqQ, x277y2=1,

x|<3,

) <3,

x*y|<3, x*yeG; (x*y)kz=x*(y*z) ;e=0;

xX'=-x;x*xy=y=*x; f: R—> G, bijectiva si f(x+y)=f(x)*f(y); f’“G—)IR,f’l(x):%lnitg

PR . . 10 - 1 Xy
leeCtha, f l(x*y):f 1(x)+f l(y) 26. Al’ A2 S G, A1A2 c Ga E:]zz(o 1)’ A 1:X2 +y2 (—y x)’

X+ #20; f_I:C*—>G,f‘1(z)=(;C/ _xy); f:G>C, f(A)=z, A:(; _)g/),z=x+iy. f este bijectiva,

I —x xz—y
fAB)=f(A)-f(B).27.44,€ G, A, 4, € G, (4,4,))4, = A(4,4,), I, € G, A_1=[0 I -z ]EG.

0 0 1
28.a)x,y€ G, x*xy=(x=3)(y-3)+3,x*xyeG; (x*y)*z=x*(y*z), e=4eG,x'=3+ﬁ=3;__386G,

x*ty=y*x,Vx,yeG. b) f:G->RY, bijectivd si f(x*y)=/(x):f(y),Vx,yeCG. 29. e, = -1, e =1;

X, =-2-xeZ x|, =2-xeZ; fbijectivi, f(x*y)=/(x)L /(). 30. Azz(é 8;1); £=E 4 = £,
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(A)'=E.31.4,4,€ G,AA4,€ G. ]2:[(1) ?)’A_lzﬁ(—gy _xy)eG,f:G—ﬂQ(\/g)a f(A)=x+y\/§,

A=[3’; i) este bijectiva, /" :QW3) G, W3 = 4, f(22)= £(2) F(2): 2=% 43,2 =5 +33;

1 .
XY Xy y, €Q. 32, 8) xky=(x-D(y-D+1eG,e=2eG, X' =l+—==—"2 xxy=yxx.b) Inductie

matematica. 33. x*yzl—(x—l)(y—l),x,yeG,x*yeG;e:—leG,x':HieG, x*y=yx*x.34a)x*y=

x—1
2
=(x-m)(y-m)+mx*ye G e=m+]l, x'=1":#,x*y=y*x. 352, % 2,=(z,— i)z, — D) + i, e =1 +1,
24 1 —-lnx O
z'= l_Ze(Dl.b)Induc‘giematematicé.36.A A e G AA =4 =4 ; I3=A1,A'1= 0 1 0|.37.x,yeG,
z—1 x Ty y ol W 0 0 1

X
x*ye G;e=0, x'= k,x;tk.38.a€ G, x,ye G,x*y€ G; a-d=d-a=e,e,=d, x.*x=x*x,=e¢,=d,

xi=x'aa ,xy=yx, x*y=y*x.39. a) e = eG. a) (e¥e)e> = @ttt = v . (ghie™); e = 1,

(e) =e™;b)f: G- R, f(e™) = a, feste bijectiva si f (e*e™) = f (e™) + f (€™).
Xy
w+x-DHly-1
b) f bijectiva si f(x * y) =f(x) - f (). 4l.z,z, € C,z, Lz, € C,z, Tz € C; e = —ai, e, = a;

2\ =—z—-2ai, z; =—z+2a; fbijectivd, f(z, Lz)=f(z) Tf(z).

Inele si corpuri l.x Lye Z,x Ty € Z, (Z, 1) este grup abelian, e, =3,x" =6 —x, e, =4, (Z, T) este
monoid; x T (y Lz)=(x Ty) L (x T 2). 2. (C, +) este grup abelian, e, =0, z' = —z, z, + z, =z, + z,; (C, *) monoid
comutativ, e, = 1 +i;z % (z, +z,)=(z*z) +(z*z). 3. 8)z,2z, € 4,2, +2,€ 4,2z, € 4; e, =(0,0);
—z=(x, )z tz,=z,tz5e=(1,0),zz, =zz;2(z +z) =2z, +2z; (4, +, -) este inel comutativ;

b) feste bijectiva, f(z, +z,) =f(z) + () fz)=f ) f) 44 +A4,€ A A, A, € A;e,=0,, A=A,
A +A,=A4,+A;4 A € A, A, A, € A; e, =1; A4, + A) = AA, + AA,. 5. (4, L, T) este inel comutativ.
x€EAXEAxTY =XTx=¢e,e;=-LxLly=+2)p+2)-2,xLx=-1,x+2)x+2)-2=-I,

40. a) x#y= eG,ez%e(O,l),x':l—xe(O,l), N

!

X =—2+L,Vxe(D\{—2},eL=—2;xT(yJ_Z)=xTyJ_xTZ. 6.4,4,€ K, AA € K, A +4,€ K,
X

+2
e = 0,, (K, +) este grup abelian. A_w:(x;y xzy)’ (K - {0,}, -) este grup abelian. e = I,.

X-y -y
G| X DAY= A A A AA = AAT Kz+zek K e =0
4., = y x+y |’ , J=44, Ay Ad,=A4A,.7.2,z,€ K,z +z, € K, zz, € K, e, =0,

x’=2y" x* -2y
e. = 1, (K, +) grup abelian, (K, -) grup abelian, z(z, + z,) = zz, + zz,. 8. (K, 1) grup abelian, (K — e, T) grup

abelian. x T (v L2) =x Ty LxTz 9.f: 4, — A, f(zl):(;i _xy),zl =x+ iy, x, y € Z; f este bijectivi;

[ +2)=fE) @) fEz)=fE)f(E). 10.f: K~ K, f(z)= (;y i) z=x+yV¥3.xy€ Q.
[feste bijectiva si f(z, +z,) = f(z) + [ (z,); f(z,2) =f(z) " f(z).
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14 2 32f sf 7

Primitive. Integrale nedefinite. Integrale definite. I1. 1. a) - 3 b) 7 o

d) 2In5-4+2+e—1+2arctg2 —2arctgye—1; e) 1 — 2In2; f) ——41n2; g) E+lln2; h) 2 2. a) In3;

b) 1 — In2; ¢) In3- d) ——1n3 3. a) 15, b) 15; ¢) In3; d) 8n. 4. a) \/3——1n(2+\/_) b) 2m;
)—(16 9\/_) d) —1.5. a) g;b) (2+1n16) )l —e+ (1+e)n(l+e)-—1n4;d) —2arctgoc+1nﬁ,

unde o= /e—;i 6.2)4;b)0;c)4;d) 4. 7. a) 21n—; b) e+l—2; ¢) l(l+ez); d) g(1+e4). 8. a) 2—2;
e

b) 2e — 2; ¢) 4n; d) 4. 9. a) — 12 i \/\/34‘1 b) 275( )Z_g,d) —( 1+1In4). 10. a) ——£1n(1+x/_)
n\/_ ;¢)2;d) 1. 11. a) —(n +4); b) —(TE -4);¢) ——TE ;d) 5 2 12. a) 2; b) 2,0)752 d)2.13.a) — 4,
b)%;c)g—’;;d)%.14.a)ew2;b)ew4;c)%;d)n(g ) 15. 2) 22 : 2. 18 16.2) > 3 ,b)g 17.a ) 8.p) A2 4\f

c) —+1n2 ; d) i+% 18. Se minoreaza si se majoreaza functiile vx*+1 si e* +e"™ . 19. a) 0; b) 0; ¢) 7;

d)Ind. 20.a) ] =e—nl je—1;15e-2;6-2e;b) I, = 1+n1,,1,1—é 1—32 3. —%;c)(2n+3)1n=2nlwl;

2,416 32 2.8 48 10
31510573155 D @u+ DI =2nl, 5 1; 3 s

Aplicatii ale integralei. 1. a) f este strict crescatoare pe (—o, —2) si pe (-2, t©) ; b)a =3, =-7; ¢) |3 - 71n2|
x+2
x+1

, 2 , T puncte de minim, E , 56 puncte de maxim ; b) 4. 3. a) f'(x)=
3

2
[ strict crescatoare pe (-1, ) ; b) A(a) = 7 —a+(a+1)In(a+1); c) limlA(oc) =5

4. a) E}gw:_w;b) F(x)=[6—2x—(3_5x)2jx/3—x;c)c=2 ; d) %; e) aom

2.a) f'(x) =—-2cosx(2sinx— 1) ; 0

9

2

2n
3

crescitoare pe (In2, +o0) ; b) S=6; V'=mn(15 - 8In4) ; c) 5Ind — 6. 7. a) % ;b) sin® 4x = (sin’ 4x)’ = [

. 6. a) fstrict descrescatoare pe (-, In2), strict

l—cos8x) _

5. ) £'(x) = —3sin3x, f"(x) = -9cos3x ; c) 2+§; d) “T

2

2
:%—%cos8x+%cosl6x; oV :%. 8.a) F(x)=In|lnx|+¢; b) A= —%m(lna)—(l—%).

-1

—x))dx=6; c) S=1n(1+76). 14. a) %; b) (%) :

f

Q) 5p3 25 d) 23
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Probleme de tip bacalaureat

Grupuri

1. ) I, = H(0). b) 24. ¢) x,y>—%:>(2x+l)(2y+l)>0:>4xy+2x+2y>—l:>2xy+x+y>—%.
d) Hx)H(y) = (I, + xA)I, + yA) = I, + (x + )4 + 2xpA = H(x + y + 2xy).

e) Se obtine din punctele anterioare si proprietatile Tnmultirii matricelor;

(=X Vg =x o1 1
(H(x)) H(l+2x) §11+2x> 2 pentru X > R
f) f: H—> R, f(H()) =In(2x + 1) este izomorfismul cautat.
g) Aplicand izomorfismul f in ambii membri obtinem In(2x + 1) = In(22°* - 1004!), de unde

N 2'9%.1004!1 -1
==
2. a) Din calcul legea este asociativa.
b) (xoy)—(x-2)(y—2)=2.¢c)e=3.
d) Din xoy=ux si din b) rezultd (x - 2)(y —2) =x - 2, Vy € R, de unde x = 2.
e) Din b) deducem ca: x,ox,o...0x, =(x, —2)(x, —2)...(x, =2)+ 2 (inductie matematica);
x €{-2004, -2003, ..., 0, 1, 2}.

S

3. a) Notam X (4,b,¢) = 1,=X(0,0,0)e.4,.

S O =
S =
—_> 0>

b) Se obtine X(&, b, &)- X(%, 7, 2)=X(a+x,b+y+az,c+z)e.d,.

. o . P ~ nn—Dac ~ ,
¢) Din b), prin inductie matematica, se obtine X"(a, b, c)=X [na, nb+%, ncJ , Vn € N si deoarece p

este impar, avem ﬁzzl/)\b+@:1/y\c:6, deci X”(a,b,6)=1.

d) Utilizand egalitatea de la b), alegem a, ¢, x, Z astfel Incat az # xc . De exemplu, X (6, 1, Q) si X (i, 1, i)
nu comuta.

e)Din A7 =[rezulta 4 ' = 47! € //p si din a), b), ¢), d), proprietatile inmultirii matricelor si ale operatiilor
din Zp, deducem ca (//p , ') este grup necomutativ.

f) Daci p este prim, cum 47 = [ si A # I rezultd cd ordd | p, ordd # 1, deci ord4 = p. Reciproc, procedim
prin reducere la absurd. Presupunem p compus si fiep=mncum,n>1,m,ne Nsi 4 € ,//{7 cu ord4 = p = mn.
Avem B = A" € ,//{7 , B # Isi ordB = r < p, contradictie. Deci p este prim.

g) (.//{7 , *) este grup necomutativ cu p* elemente.
4. a) Calcul direct.
b) Se aratd cd, pentru orice x, 3, z € R, avem (xoy)oz=xo(yoz).

¢) Pentru n = 2, rezultd din a). Vom demonstra ca P(k) —» P(k + 1). Presupunem

_ 1 1 1 1
X, 0X, 000X, :Zk 2()61 _E)(Xz —5)"‘(%-1 _5)4_5. Atunci
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1 1) 1
x1°x2°"'°xk:(x1°x2°"'°xk—1)°xk:2 xloxzon'oxk—l_z X =% +§:

1 1 I, 1 1 1) 1
21 2 )y = =) () = —— || X, = [+ ==
[ (% =) =) (xy 2)22}(/(2)2
1

_ 1 1. 1
:2kI(XI_E)(xz_E)m(xk_E)JrE' Folosind metoda inductiei —matematice rezultd ca

1 1 1 1 .
X 0x,0-0x, =2""(x, —=)(x, ——=)---(x, ——) +—, pentru orice neN ,n>2.
1 2 n (1 2)( 2 2) (n 2) 2 p u

x 0 1-x y 0 l1-y 2xy—x—y+1 0 x+y-2xy
d) Ax)A(y)=| 0 0 0 0 0 |= 0 0 0 =AQ2xy—x—y+1).
I-x 0 «x 1-y 0 vy x+y-2xy 0 2xp—-x—y+l1

e) Vom nota X =xoxo---ox, compunerea faicandu-se de n ori, p>2. Conform punctului c),

n - 1Y . .
M =on l[x—zj +E’ pentru orice neN ,n>2.

. - 1 n 1 R 2005
Din punctul d) rezulta ca 4'(x) :A(x( ) ) =A[2 : (x _Ej +EJ In aceste conditii 4™ (x) = A[sz (x —%) + %J .

Avand in vedere, in plus, cd din A4(x)=A4(y) rezultd x = y, ecuatia 4 (x)=4(x) se reduce la

2005 2005
1
A[ZZO04 (x —%) + %J = A(x)si, in final, la x=2"" [X _Ej +7. Notand y=x w5 e obtin pentru y

1 1 1
valorile 0,5, 5o ceea ce inseamnd ca ecuatia datd admite solutiile: O, 7 L.
a b c
f)Fie Ce #4(R), C=|d e [ A(x)C=A(x), VxeR, implica
g h i

ax+g(1—x) bx+h(1—x) cx+i(1—x)
0 0 0 =A(x), VxeR, de unde rezultd cd pentru orice xeR

gx+a(1—x) hx+b(1—x) ix+c(1—x)

x(a-g)+g=x
x(b—h)+h=0
_7 +':1_
=i+ Y Se obtine astfel cia=i=1sicd b=c=g=h=0.Din C4(x)=A4(x), VxeR, mai
x(g—a)+a=1-x
x(h—b)+b=0

x(i—c)+c=x

rezulti si d = f= 0. In aceste conditii C = , ecR,deci » - N =D si MNP =

S O
S N O
- O O
S O =
o O O
- o O
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5.a) Fiex,ye Rixoy=3xy+3x+3y+2=3(x+D)(y+1)—1;
b) Fiex, y, z € R;(xoy)oz=(3(x+1)(y+1)—1)oz=3Bx+)(y+D)-1+1](z+1)-1=
=[9x+D(y+Dz+D)-1=3x+DBy+Dz+)-1+1]-1=x0(yoz).

¢) 3ex+3x+3e+2=x implicd x(3e + 2) + 3e + 2 = 0, deci e:—%

d) (Dox=3(x+D((-D+1)-1=-1.

e) Din xoy=—1,rezultd 3(x + 1)(y + 1) = 1 = -1, deci (x + 1)(y + 1) = 0, adicd x = -1 sau y = —1.

f) log, xolog, y=—1 implicd, conform punctului e), log,x = —1 sau log,y = —1, deci x =% sau y :%.
6. a) Notam cu ¢ € R elementul neutru al legii; avem xoce=eox=x,VxeR&

Sx+e—9=x,VxeR< e=9. Deci ,,o° are element neutru.

b) Notdm cu x’ simetricul elementului x fatd de legea ,, o “. Atunci xox'=x+x'-9=9,deunde x'=18-x, VxeR.

¢) 0c...o5=0+...+5-9-5=-30.
d) 4"02"=11<4"+2"-9=11. Notdm 2* cu 7 si obtinem #* + ¢ — 20 = 0, de unde 7, =4 si ¢, = -5; din 2* = 4
rezultd x = 2, iar 2* = -5 nu are solutie. Deci ecuatia are o singura solutie reala.

e) Ecuatia se mai scrie Jx-2+4102-x =10, x € [2, 102]. Prin ridicare la pdatrat, ea devine
x=2+102-x+2/x-2102—x =100, care are solutiile x = 2 si x = 102. Deci suma solutiilor este 104.

7. a) Se verifica prin calcul direct cd expresia este egald cu 0.
b) (xoy)oz=(x+3)(y+3)(z+3)-3=x0(yoz), Vx, y, zeR.

¢) Pentru a gasi a,beQ\R astfel incat acbeN, egalam aob cu un numar natural. Consideram

aob=(a+3)(b+3)-3=k,pentru keN,k >3, deunde (a+3)(b+3)=k, adica a+3:L. Obtinem

b+3
a= % -3, deci {(% -3, b) | beQ\Z, keN, k> 3} , multimea avand o infinitate de perechi (a, ) de forma
de mai sus.

d) (log, x)o(log, x)=-3< (log, x +3)(log,; x +3)-3=-3< (log, x+3)(log;x+3)=0<
51 51 . < .
= (log2 x =—-3saulog, x = —3) = (x=2 > = 3 sau X, =3 P = 7 ). Ecuatia are doua solutii reale.
e) 2703 =33 +3)2"+3)-3=-3<=3"+3)(2"+3)=0, de unde 2* = -3 i 3* = — 3; ecuatiile nu au
solutii, deci multimea nu are nici un element.
8. a) Se verifica prin calcul direct.
b) Dinx, ye R\ {1} avem (x — 1)(y — 1) # O rezultd 2(x — 1)(y — 1) + + 1 # 1, adicd x*yeR\{l}.
c) e=—.
) 2
d) x*x=2(x—-1Y+1;x*x*x=2>(x—1+1. Se demonstreazd prin inductie matematici ca

xkx*  kx=2"(x=1)"+1,
%{_/

e) Din punctul d) avem x*x*x*x*x=17<2*'(x-1)°+1=17< (x—1)’ =1; obtinem x = 2.
9.a) (-10) 1= 1.
b) Inecuatia data este echivalentd cu x> + x < 0, cu solutia pozitivd x [-1,0].
¢) Notand 2* =y, y > 0 ecuatia devine y* + y — 2 = 0, cu solutia pozitivd y = 1, de unde obtinem x =0 .
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61
d) Consideram x :% si cautdim y € Q\ Z astfel incat x o y = 3 Gasim y = 3 € Q\Z. e) Se verificad axiomele
grupului.

10.2)d- A=A - A= A€ G;, [, A=A L,=A =1, = G.

b) 0 —-1\a b [ by 0 -1 - —c —d — b —a < b=c sia=d Rezulta
-1 0)le d) \c d)l-1 o0 —a -b) \-d -c
1 2
G:{[; iJ,x,yeC} si [3 4JQG-
0 -1)(0 -1 1 0 5
C) = 212:>A :12
-1 0){-1 0 0 1

a -b
d)B=a12+bA=( jeG.

-b a
e) AZ - 12 :>A2005 =4 - A2004 =4 - 121002 = 4.
f) Da. Adunarea este asociativa, are invers si element neutru in G.
11.a) xoy=2xy—x—y+4; (xoy)oz=4xyz—2xy—2yz—-2xz+x+y+z+6z;
xo(yoz)=4xyz—2xy—2xz—2yz+x+y+z+6x. Deci (xoy)oz=x0(yoz),dacd si numai daca x = z.
b) Notim cu e elementul neutru al legii ,,0“ si din xoe = x, rezultd (2x —1)e = 2x — 4, deci legea nu are element
neutru.
¢) xo2=3=4x—-x-2+4 =3x+2=3:>x=%. Cardinalul multimii este 1.
d) (-1)c0=5;(-1)c001=501=8.
€) Din xox=2x>-2x+4=x rezulti 2x° —3x+4=0;A<0 deci nu existd x care si verifice proprietatea.
12.a) fix)=ax+ b, glx)=cx +d; (feog)x)=alex+d)+b=acx+ad+beG.

b)l,=1-x+0€ G.
¢) f(x) =ax + b, czl, d=_—b, g(x)=cx+d ; conform a) rezultd (f og)(x)=x=1g, deci exista
a a
g(x)=lx—éeG.
a a

d) (g f)x=f(x)=(felg)(x)=(ax+b).
e flx) =2x+1,g(x) =3x - 1; (fog)x)=2CBx—-1D)+1=6x—-1; (gof)(x)=32x+1)—-1=6x+2; rezulta
feg#geof.
f) H= {h: R — R| h(ax + b) = ah(x) + b}; x =0 = h(b) = ah(0) + b, Va € R, b € R; b fix si a variabil implici
h(0) = 0 si h(b)= b, Vb € R. Deci H = {x}.
13. a) Prin calcul direct.
b) AoB=BoA, deci legea e comutativa.
¢) Da, (40B)oC=A4ABC+2AC+2BC+2C+2AB+44+4B+41,+2C+2],= Ao (B-C).

d) -/, este element neutru.
e) Monoid comutativ.

f) Iol,=1,+61,=TI,.
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14. a) Se verifica prin calcul direct.
b) (xop)oz=3(xoy+D(z+1)—-1=3(x+1)(y+1)(z+1)—1=x0(yoz).

¢) acb=3(a+1)(b+1)—1. Luam a:%—l, b:%—l si obtinem cerinta.
d) xoe=x sau 3(x + 1)(e+ 1) =x+ 1 sau e+1=% sau ez—%.

e) xoy=—1 sau 3(x+1)(y + 1) =0 de unde rezulta x + 1 =0 sau y + 1 = 0.
f) Pentru n = 2 si n = 3 s-a verificat. Apoi
=3(x+1)(a,,+1)-1=3"(a, +1)...(a, + D(a

=Xo an+1 n+1 n+l + 1) - 1 .

al OaZ O“‘Oan OarH—l
%{—/

X

Inele si corpuri

1. a) Elementele inversabile din inelul Z , sunt {i, 5.7, ﬁ} , deci sunt 4 elemente.

b)Ecuatia 2% =4 are solutiile £=2 si =8, deci doud solutii. Produsul lor este 4.

2 =% sunt {6, 1,4, @}, deci suma lor este 2.

¢) Solutiile ecuatiei x

d) Solutiile ecuatiei x* =0 sunt {6, é} , deci numarul lor este 2.

- 1
e) Probabilitatea este o6 :
2. a) Elementul neutru este —1. b) Simetricul lui 2 este ——.

4
¢) Suma solutiilor este 0+1+2+3+4+5=3.d)0,5.

3.a) ¥*=X are in Z, solutiile {0, 1, ﬁ}. b) Orice element ¥ e Z,,, are inversul —x fata de adunare; 2006
elemente. ¢) 5 solutii. d) 0-1=0.

4.a) xe{2}. O solutie. b) 0-1-2-3=0. ¢) Doud.

5. a) Se verifica regulile grupului. b) xe Z, = (x, p)=1.Rezultd ci existd a, b € Z*, astfel incit xa + pb = 1,

—

deci za=1. ¢) Se verifica axiomele corpului. d) %* = 1= (x- i)()% + i) =0 ,de unde =1 sau x= 1= p-1.
e) Vie{2,3, p/—\Z} , existd §e{2,3, p/—\Z} astfel incat £ 7 si Xp=1 (conform b) si d)). Deci

A A —_

1:2.p=2-p-1=

— —

p—2- i-p—l'(i'...'p—z)zp/—\L f) Daca p este numér compus, atunci existd 1 < d < p astfel
incatd | psid # 5 Atunci i-i-...-p—l este divizibil cu d-§=p.
Polinoame

1.a)2-3-3=18.b)3-3-3=27.¢)f=0.d) 0.

2.2) P(X)=3X2+2aX+b. P'(X)=6X+2a PIX)=6.
b)) X3+aX?+bX+c-(BX>+2aX+Db)+6X+2a-6=X+(@-3)X*’+(b-2a++6)X+c—-b+2a-6.
¢) O'(X) = P'(X) - P"(X) + POX) — P9X) = P'(X) — P"(X) + P*(X), de unde concluzia.
d) (¢0W)) = Q) + O'(x)) = eP(x).
e) P este o functie continua si atunci are proprietatea lui Darboux. Cum P nu se anuleazi, rezultd ca ea
pastreaza semn constant.
D f(x) = eQx) = f'(x) = eP(x) > 0 (sau < 0) dupa cum P(x) > 0 (sau P(x) < 0), de unde rezulta ca f strict
crescatoare (sau strict descrescitoare), dupa cum P(x) > 0 (sau P(x) < 0).
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Vx € R, deci O nu are radacini reale.

+

o

g) Avem lim f(x)=0 si lim f(x) =00 si, cum f este strict monotona, rezulta f{x) > 0, Vx € R, adica O(x) > 0,
X—>—00 X—0
3. a) Se verifica direct cd f nu are radacini 1n {il, *

)
,E—t
8
b) C=2,R=-1.

) f(cosﬁj =2g(cos£j—l= 2(4cos3ﬁ—3cosﬁj— 1=2cosE—1=0.
9 9 9 9 3

d) Se deduce din a) si c).
e) Daci & = 0 concluzia este evidentd, iar daci & = 0, aratim ci gradh > 3. Intr-adevir daci gradh = 1

FN-

1
2

< T i < . I <
rezulta cosge Q, contradictie; daca gradh = 2, din teorema impartirii cu rest rezulta

) T T ) T o
f=h-c+r(c,reQX],gradh <1), adica 0= f(cos—j = r(cos—j . Atunci cos—e€ Q sau r = 0 si din d) rezulta
r=0sif=h-c adica grad g = 1. In concluzie f are o ridicina rationala, contradictie.
Deci gradh > 3 si din teorema impartirii cu rest rezulta 2 = f- g + s cu ¢, s € Q[X], grads < 2, adica

O:f(cosgj:s(cosgjzo. Obtinem s=0, de unde h: f.

4.a) f(-2) =6, f(2) =-2, deci f(-2) - f(2) = -12.

b) Daca polinomul f ar avea radacina » = § €Q cu(p,g)=1,atuncip |2 siq| 1, de unde rezultd ca r € {1, +2}.

Cum r € {*1, £2} nu sunt radacini, rezultd ca polinomul f nu are radacini rationale.

¢) Cum f(—©)=-00, f(-2)=6, f(1)=-2si f(©)= o, polinomul f va avea trei radacini reale.

d)x, +x,+x,=0.

e) Scriem ca x,, x, si x, sunt radacini ale polinomului fix)—6x,+2=0; x;—6x,+2=0 si x;—6x,+2=0.
Inmultind relatiile anterioare cu x| , xi respectiv xi si adunandu-le, obtinem S,.,—65,, +25=0,VkeN.
f) Cum §,=3,S5,=0,5, =(x, +x,+x) —20xx, +xx, +xx) =12, relatia S € Z va fi adevirati V n € N.
Intr-adevar, verficarea fiind facutd, si aratim ca P = P .. Din relatia anterioara, avem S . = 6S  —2§ € Z,
ceea ce trebuia aratat.

5. a) Conform relatiilor lui Viéte, x, +x, + x, + x, = 0.
b) f(1)-f(-1)=-1-9=-9.¢)Fie P radacing rationald a lui f; (p, ¢)=1,p, g € Z, g # 0. Atunci din ¢ | 1

. < q o C e e " ,
sip|3rezulti g € {£1}, p € {+3, +1}, deci singurele radicini rationale posibile ar fi +1, +3. Acestea nu sunt
radacini pentru f, deci f nu are radacini rationale.

s o . L4 A 4 4 _
d) x, rddacind pentru f implica xt=5x,-3,Vi=1,4. Atunci X +X; +X3 x5 =5(x; +X, +x;+x,) —12=-12

e) Presupunem ca f [ﬁj =k eZ unde §€ Q-Z. Consideram polinomul g= f'—k, deci g[gj =f (gj—k =0.
q

Rezulta ci £ este radicind a lui g, deci ¢ | 1, de unde ¢ € {+1}. in concluzie L_y p €Z, fals. Prin urmare,
q q
f [ﬁj =k €Z nu are solutie, deci {xeQ-Z| f(x)eZ} este vida.
q

f) Conform rationamentului de la exercitiul ) putem spune ca, daca r € Q si f (r) € Z, atunci r € Z.
Observam ca pentru orice k € Z, f (k) este impar. Daca r € Q — Z, atunci f(r) ¢ Z. Daca r € Z, atunci [ (r)
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este impar. Deoarece f (1) = —1 si f continua, hm f(x) o implica NcIm(f), adica Im( f) contine o

infinitate de numere pare. Cum acestea nu pot fi atinse decat in puncte irationale, rezultd ca multimea
{xe R—Q|f(x) € N}, este infinita.

6. a) flx) = (x — I)(x — 2) g(x) + r, rezultd f{1) = f2), deci a = —4;
b) xxx, = 6;x +x,+x, =151 5x, +xx,+x,%=a,deci x +x; +x; =1-2a
X, —x +ax,—6=0
)
X=X, +ax,—6=0/=x +x;, +x; —1+2a+a—18=0, de unde x; +x; +x] =19-3a;

3 2 _
x;—x; +ax;—6=0

x| —x; +ax; —6x,=0
+)

Xy —x; +ax; —6x,=0/=x] +x; +x; —19+3a+a—24a" -6=0, de unde

4 3 2 _
X; —x; +ax; —6x;=0

x!+x} +x} =24 —4a+25. Inlocuind in relatie obtinem 24> — 4a + 25 — 1 + 2a = 24, adicd @* = q,

de unde a € {0, 1}.

¢) Radacinile rationale se gasesc printre divizorii termenului liber (presupunand ca ele exista). Dar nici un
divizor nu este solutie, asadar f nu are radacini rationale.

d) Se efectueaza calculele.

e) Determinantul matricei asociate sistemului este egal cu 5(m* — m?> — 6) si, conform punctului c), este
nenul pentru m € Q. Solutia sistemului este (0, 0, 0).

7.a) f(0)=25.
b) Se verifica prin calcul direct ca expresia este egala cu 0.
¢) Rezolvand ecuatia x> + 5x + 5 = 0, obtinem doua solutii reale. Deci polinomul f are 4 radacini reale.
d) Produsul x, ... x, este egal cu 25.
e) Suma x, + ... + x, este egala cu —10.
8. a) Se verifica prin calcul direct ca expresia este egald cu 0.
b) Polinomul f nu are radacini reale.
©) x, +x,+x, +x, +x+tx+x+x=0.
d)x, - x, o x,x, 0 x xe x X, = 1.
e) Din a), (x* —v/2x*> +1)| 7, deci restul este egal cu 0.

9. a) Cum x,,x, €{2,3}, rezulta ca solutiile sunt reale si strict pozitive. Doua solutii.
b)Vom rezolva ecuatia x* — 5x* + 6 = 0. Notdm x> = ¢ si obtinem #* — 5¢ + 6 = 0 cu radacinile #, = 2 si ¢, = 3. Deci

radécinile ecuatiei initiale sunt: x, = J2; X, = —2; Xy = ox 4= —/3 . Prin urmare, f are patru radicini reale.
¢) Fie P radicina rationald a lui f; atunci ¢ | lsip | 6, deci L {£1,£2,+£3,+6}.

q q
Se observa usor ca acestea nu sunt radacini, deci f/ nu are radacini rationale.

d) Utilizand relatiile lui Viete, avem x, + x, + x, + x, = 0.

e) Daca x, este rddacina a lui f, atunci —x, este rddacina a lui /. Exponentii la care apar radacinile in suma fiind

impari, rezulta cd X"+ 1% + 1% + xfoos 0OeN.

10.a) f(-1)+ f(1)=6
b) Daca f are radacina rationala r =L oy (»,q)=1,atunci p | 1 si g |1, deci r€ {£1}. Dar 1 si —1 nu sunt
radacini pentru f, deci polinomul f nu are radacini rationale.
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X+ X2+ 1=+ 1P -X>=X*>-X+1)X?+ X+ 1). Deci expresia este egala cu 0.
d) Suma este 0.
e) Produsul este 1.
11. a) y, + y, = —1, conform relatiilor lui Viéte.
b) /= g(X3 + 1).
OX-Df=X-DX° X'+ X+ X2+ X+ 1)=X°-1.
d) Conform relatiilor lui Viete, x, + x, + x, +x, + x,= -1.

e) f(y)=g(r)( +1)=0, deci fiy Ay, = 0.
13. a) f{—1)=0.

b) Conform teoremei restului, dacd f{—1)=0, atunci restul impartirii lui f'la X + 1 este 0.

< s < < . . 1
¢) f are o radacina reald si doud complexe, deci probabilitatea este 3 d) x +x,+x,= -
e) x, este radacind a lui /; x; +x; +x, +1=0, de unde x’ +x’ +x7 +x, =0. Analog obtinem x} +xJ +x7 +x, =0
si x} +x] +x7 +x, =0. Adunand ultimele trei relatii vom avea:
Xt x4 xf == + x5+ x3)— (X} +x +x7)—(x, +x, +x,) . Calculand parantezele din membrul drept
obtinem: x! +x; +x{ =3.

14. a) Restul impartirii este 0.
b) Cum x} = 8, rezultd ca |x|=2.¢) x/ =8 =64.

d) S,=x;+x;=16.¢) S, =x +x,=-2,5 +8,= 14

Primitive
x’ box? 3-32+1 . 9’ +3
1.a) £'(x) =32+ 1. b) jf(x)dx— Zilixlo F(x)—x—+x—+x a) lim 22 G Dy A
4 2 2 XA)GO X X—0 X
xto2x 3x? 4
2.2a) f"(x) = 3x* —4x + 3. b) If(x)dx— T—T+T—5X .0 f(x)=0=x" —§x+1=0, A <0, deci
, . < . . f(x)+3
f'(x)=0 nu are solutii reale; rezultd f nu are nici un punct de extrem local. d) hm =f'(=2.
Integrala definita
1 a) f(x) = x.
Adt=—1L—F =% —+2(n-1 -2(n-1
b) i) = [ et = s 200 D) et = o 2000 =201,
X 2n—-3 . .
¢) Din b) rezultad f,(x)= 2(n g D L J,_1(x) si cu x — oo se obtine c).
2n-3;, _2n-3 2n-5 2n-3)...3-1 (2n-3)-..-3-1 ¢
d) Din ¢) rezultd [, =5 =5 1= 5,25 5y =4l = T pm2). 42 T on=2) .42 2
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e) Verificarea imediata; presupunand P(k) adevarat obtinem %% 2];k ! gll;j:é < \/2; 1 Zzllgj: é si se

- Lkl o 1
arata ca \/2k+1 2%k +2 \/2k+3’ e unde concluzia.

f) Din d) si e) rezulta lim/, =0, deci membrul stang al egalitatii din f) este 0; limita din membrul drept este

X—>0

egald cu oo.

g) De exemplu: f,({)=e™; ¢t > 0, n € N*. Ambii membri ai egalititii de demonstrat vor fi egali in urma
efectudrii calculelor.

2.a)%.b)sm%+c.

n : ! no noon
) /, =fzcos"x-(51nnx) dx = €08 XSMAX [5 +fzcos”’1xsinnxsinxdx.
0 n n 0
d) Se aplica formula cos(a — b) = cosacosb + sinasind.

T T
e 2/ =jg (cos” xcos nx +cos” ' xsin nxsin x)dx =f02 cos" xcos(n—xdx =1,

f) Din e) rezulta /, = I;l = I;f =..= % = 2:[“ — 0; pentru x e (0, %) avem lim(cos" xcosnx)=0, deci

IO% Odx =0 ; egalitatea e demonstrati. g) De exemplu f (x) = ne™, f : [0, 1] = R, continue,
lim f,(x)=1=g(x), g:(0, 1) > R continua si lim(f;f,l(x)dx) - limf;ne’”xdx _lim(I—e")=1;

J2(tim ,5))x = L0 =0.

3. a) Se obtine prin calcul direct. X |0 1 ©
P 2 x-1 - 0 +
b) f(x)= [ fi)de= [ (' —t 1)t = (e _E_t) 3:ex—%—x—1. £ — 0 +
Ax) + 2005 +

¢) Cum verificarea este facutd, sa aratam cd P, — P

[ B P R S P70 (PR PSR U D (AL | S P S SRS
fm(x)—'fofn(t)dl—fo(e 1 TS n!)dl—(e TS (n+1)!)0—e 1 20 T E Dl

d) Si observim ci fy(x)=e"—1>0,Vx
e) Aratdm prin inductie ca f (x) = 0, Vx

0. ) =] /)dt=0=€"~(x+1)>0,Vx>0=e" > x+1, Vx>0.
0. Cum verificarea a fost facuta la punctul d), aratdim ca P = P ,

fra@) =], f,(0dt = 0, deoarece f,(x) > 0, Vx > 0
f) Pentru x = 0 inegalitatea este evidenta. Pentru x > 0 avem

Vv

_ 2
(1+ ) =1+C!. —+C2x +.4+CH L + +C”xn LI S Gl VO S0
n n* n n

1! 2! g
nn=1)..n—k+1) x_ n(n D... _y.x n x> nn-1)
+..+ il e —n' n”_Hl! ﬂ+2! " +

<1 Py
xf n(n=1)..(n—k+1) x" n(n-=1)...1 x  x° X"
+...+H- i +...+n! T<1+ﬂ+5+...+m.
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g) Din inegalitatea de la punctul f) obtinem ¢ —(1+ St )<e“—(l+£)”,Vx>0, de unde
n

1!
0<f(x)<e —(1+;) =2 0. Cum 11m(1+ ) =e¢", rezultd lim f (x)=0, adica hm(l+

x" _ X
1'+...+n! =e .

4. a) f(1) = 2005.
b) Se verifica prin calcul direct.

2005

O f)="——1 pentru x#1. Cum f(1) >0, rezultd /(x)>0,V xR,

d) (J.:f(t)dt) = f(x), deci F'(x) = f(x), V x€R.

e) Cum F'(x) > 0, V x €R, rezulta ca F este strict crescatoare, deci injectivd. Din lim F(x)=o si

X—>0

lim F(x)=—o0, rezulta ca F este surjectiva. Deci F este bijectiva.

X—>—%0

f) Fie I = J.Oa g(x)dx . Schimbam variabila: g(x) =t = x = F(¢). Pentru x = 0 avem F(¢) = 0, deci ¢ = 0 iar pentru

x = a, avem F(t) = a = F(1), adica t = 1. Deci

2005 1,1 1 1 2005
I= J'zF(z)dt Itf(t)dt j(z+z ot )l = 2 b ==l s =a—Sa00
5. a) g(0) = —1 si h(0) = 0
2 n 2 n—l
b) g'(x)=2e"" (1+1'+7+ +WJ 2e (1+1'+—+ = 1)J,dem

g'(x)=2e" =;cum h'(x) ——f(x) ——e X", rezulta g'(x)=h'(x).

c) Consideram func‘gla u:[0,0) >R, u(x) = g(x) — h(x). Cum u(0) = -1 si u'(x) = g'(x) -h'(x)=0,Vx=0

rezultd ca u este constantd si deci u(x) = -1, ¥V x = 0. Atunci A(x) = g(x) + 1, V x >

d) Cum f(x) =2 0, V x = 0, rezulta ca A(x) = 0, V x = 0, deci g(x) = -1, V x = 0. Cum

f(x)=2(=e *x" +nx""e ) =2x""'e " (n—x), rezultd ca functia f este strict crescatoare pe intervalul [0, n].
n+l

Deci 1 +g(x) =h(x)=% [ rwar < ! L[ rdr = —xf(x)— 2e. xx W xe [0, n].

n+1

. X . a X . < .

e) Fie a, = > cux > 0. Atunci == o <1,V n>x, deci sirul (a,), _,, este strict descrescitor si cum
n! a

n

a, > 0, este si marginit, deci convergent. Fie L=Ilima, =lima, . Atunci, trecand la limita relatia

Hn—>0 n—>0

a,.=a, %, rezultd L = L-0, adica L = 0, deci a, — 0. Pentru x = 0, este evident cd a, — 0.
n n n

2 x .n+l
f) Din inegalitatile de la d) avem —1<1-2¢" (1+1'+7+ +x—j 26—)'6 1, de unde rezulta
n! n:

2 n n+1
0<e® —[1+ T +7+ +—') ,V xe€ [0, n], Vne N* Fie x > 0 fixat si consideram n > x variabil.
n.

2 n
Trecem la limita dupa » relatiile si obtinem ca lim[ {1 += T +7+ +X_JJ =0 sau ca
Hn—»0

2 n
. X _ X
igl}o(l‘i‘l"i‘?‘f‘ +ﬁj_e ,Vx>0.
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6. a) Evident, folosind 0 < ¢ < 1, adica 0 < ¢ < 1.
b) Se obtine din a) prin integrarea inegalitatilor.
¢) Se aplica criteriul clestelui in b).

tn—l n

_ | _ * _x__
d)In(x)_Iot dt IO 1+tdl_ n In—l(x)-
e) Se obtine scriind relatiile de la d) pentru k = 1, 2, ..., n si adunandu-le.
2 x} - xn

f) Din e) rezultd 7, (x) = x —%+?—...+ (=1 +(=1)"1,(x) si{(x)=In(1 + x).

"
7.9) 1, =J.Ol(1—x2)dx=I;dx—_[;x2dx=l—%3‘; -2,

b) 1,=[ (1-x*)dv=x(1-+)"

1 1 1
+2nj0 (1-x*)"" x*dx =2n'j0 (A-x>)"" (x> =1+ Ddx=-2n-1,+2n-1,, .
0

Obtinem (1+2n)-1,=2nl,_,, de unde ] :%. 1> Vn=2,neN* (s-afolosit metoda integrarii prin parti).
+2n
. . 2n 2(n—1 4 2
¢) Folosind punctul b) putem scrie: 7, = mrl wo1s Loy :ﬁ-ln_z; vy 1y :m-ll; A =3
Inmultim membru cu membru cele n egalititi si obtinem
2n 2(n—-1) 4 2 2 4 2n
I 1-..-1,= . . U SEEY SUSINY | ==.2... *
v T 41 a2l (et hdeunde =2 R, Y eNT

d) f'(x):%, Vx>0,

e) Din teorema lui Lagrange aplicata functiei f pe intervalul [x, x + 1] rezultd cd 3 c € (x, x + 1) a.l.

M:l. Cum ¢ € (x, x + 1) avem 1 <l<l si, folosind relatia anterioard, obtinem
x+1-x c x+l ¢ x ’ ’

L<1n(x+1)—1nx<l, Vx>0.
x+1 X
DO<(I-x)<L,Vxe[0,l]=>0<] <.

g 0<1-¥<LVxel[-1,1]=0-x)=({-x)" Vxe [0, 1], deci I descrescitor si marginit,

conform punctului f), deci convergent.

8. a) ﬁ(x)zjo' f,(t)dt=e" —1. b) fz(x)zjo' fl(t)dtzfo' (e —dt=e" —1—-x.
¢) Cum verificarea este facutd, sa aratam ca P, = P ..

2 2 3 1
ot ¢ N X x° X x"

Sr2 )= fadi=] [e Sl = —1—5—5—5—...—(’1“)!.

d) Cum lim f(x)=0, rezultd cd y = 0 este ecuatia asimptotei catre —oo la graficul functiei f,.
X——0

n

< . . . . .. t
e) Demonstrdm prin inductie matematica; pentru n = 1 este evident. Apoi, din 0< f (¢) < e’—‘, V>0,
n!

n n+1

X X [n x t x X
integrand, rezultd 0< .[0 S, ()dt < .[o et—'dl‘ < .[o e’ -_'dt =¢ (ne 1] .
n! n! n+1)!

f) Cum f,(x)=f,_(x) si f(x)=/f,,(x),Vx€ R, avem din e) ci f este convexa pe (0, «0), V n > 2. Apoi
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se verificd usor ca f si f, sunt convexe pe R.

n

g) Cum lim>

n—>0 n!

=0, VxeR, rezulta din e) cd limf, (x)=0, Vx>0. Din aceasta egalitate, obtinem ca
n—>0

lim[l+%+...+x Jze", Vx>0.

n—>0 n!
9.a) f'(x)=2x- :
(x+1)°
by [ s [ 4= Y[ e | <o
) [, /) x_jo(x 7 f=| T+ InGr+ ) =3t
o f'(x)=2+—"— 2 , deci existd un singur punct de inflexiune.

(x+1)°

1
= 3

d) f'(1)=2—%=% e) hm 1 (—3+1nxj:

10. a) f'(x)= 2xe .

2
, deoarece 2¢<e® |, Ve >1.

b) | f(x)~ f()|=2ce™
[ £ ()t vhespa
mLt— = f

) x—0
x>0

0)=1,

d) g(x) =1J-(j(t)dt. Facem schimbarea de variabila ¢ = x - u, adicad df = xdu si t € [0, x] si obtinem u € [0, 1].
X
1 1 1
Rezultd g(x)=—- x-j S (u-x)du =J- f(u-x)du

(f ()= f(®) dl‘ “f(tx) VAGRIIAS lx =y ftdt— 5 | . Prin inductie matematica

e) |g(x)-g(»)|=

-b
am aplicat b). f) Presupunem ca ar fi doud solutii, a si b; atunci |g(a) - g(b)| :|a—b| < | 5 | , conform
punctului e), contradictie. Deci, daca exista, solutia ecuatiei g(x) = x e unica.
[roa | a1
g) hm g(x)=f(0)=1> hmx 0; hm g(x) = hm < lim =0.(am folosit ¢  =—=< 2 pentru
X—>0 X [

x>0 x>0
x> 1). Din cele doua limite rezulta ca exista x,, cu g(x,) > x, si existd x_, cu g(x ) < x_, deci conform teoremei
El o0 00 0
valorii intermediare, existd a cu g(a) = a.

11. a) Se verifica prin calcul direct.

b) f'(x)=3+—2* _ VxeR

()
4 2 2
¢) f'(x)=3+ (xzzj—cl)z _3x ?if:l_)? 2x_ = 11)2 [ (xz +%) += (3 +1)" + J> 0 V x € Rrezulta ca functia f°

este strict crescitoare pe R.

d)jf(x)dx 3. 7—arctgx|0 E_Z

242



e) Cum feste strict crescatoare, rezultd ca este injectiva; apoi lim f(x)=—o si lim f(x)=o0, aratd ca f este
X—>—00 X—>0

surjectiva.
5
f) Fie Izj_zg(x)dx; notam g(x) =t = x = f(¢) si dx = f'()dt. Apoi x = -1 = t=0si x=%:>t:1. Deci

1=t rOa=g O [, rar=2-(3-2) -2+ 1.

12. a) In(x+0)—Alnx=In2 % —jp 7%
X

b)y=0.¢) f'(x)=— . d) 1.
x(x+a)

2006

2005-2007 (2006 —1)(2006 + 1)
=In > =In > =In| 1-
2005 2006 2006

,[2005 f'(x)dx = f(x)ﬁggi [14_%) 2], deci B=1.

2006
13. ) f'(x)=2xe"

b) lim £ (x) :linéexz =1.

¢) lim
x—0

f@=FO) _
L2 10 =0.
@) [ 1= reofi=e-1.

,70d g et

e) lim =lim =lim
) X—0 f(x) X—>0 f( ) X—»00 2xex X—0 2)6

14. 2) 1,(0)+ 1,(0) + ...+ 1,40, (0)=0.

b) I,(x) :J.;IO(t)dt:KZdt:2x.

¢) Vom demonstra prin inductie propozitia P(n): [, (x)= 2x' ,
n

P(1): I(x )— —2x adevarat. Verificarea fiind facutd, vom demonstra P(k) — P(k + 1).

k+1 | X 2xk+1

=+ deci P(k + 1) adevaratd, rezulta

4
k+1

() =25 :I[(z)dr Fd’ I,d,_k&

0

n 10
I, (x)= 2;' , Vn=1. Prin urmare /,,(x) :%'

n+2 |
d) hmlnﬂ(x)_ . 2x .(l’l+1)._ : X =0= lim-x1 n+1( )

= = 1= 1lim/ =0.
n—0 In(X) n~>oo(l’l+2)! 2x”+1 n—o N+ 2 n—>0 [( ) < :nglolo n(X)

e) Cum /,(x)=

1)+ ()4t 1 (1) = 2(1+11,+%+ +;)
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1 1 1 1,1 1 11 2
< —_— —_— = _—— _——— —_—— | = —_——
2[2+12+2 3t +(n_1)n) 2[2+1 I — n) 6 n<6.

» oo IO+ L (D)+...+1 (1
IO(DJFII(I?: 1,0 <% si, aplicand criteriul ,,clestelui”, rezulti ci lim oD+ 4 31 ()

Atunci 0< =0.

15. a) f(n) = sinn = 0.
T
b) Daca x = 2nm, atunci f(x ) =0 si lim f;(x,)=0. Daca y = 2nm + R atunci fi(y,) = 1 si lim f,(y,)=1.
n—»o0 n—o0
Deci lim f,(x) nu existd. ¢) f,(n) = cost = —1.
X—>00

2n 2n . o
d) IO fl(x)a’x:jO cosxa’x:smx‘O =0.
e) f,(x) = sinx; f (x) = —cosx; f,(x) = —sinx; f,(x) = —cosx; f,(x) = sinx. Deci valoarea functiei se repeta din 4
in 4, rezulta f, (x) = f,(x) = —sinx.

i S+ )+t £, ()

n

=0 deoarece numaratorul este constant, putand lua una din valorile 0, cosx,

n—»

cosx — sinx, —sinx. Cum numitorul tinde la oo, rezultd fractia tinde la 0.

16. a) Se verifica prin calcul direct cd f(x)=x— 21 T Vx eR\ {1, 1}.
x —

X—>0 xz _1

3 3 3
b) hm@Zl; lim(f(x)—x)zlim[x;—xl_l—xj=limx —x1=X X peci asimptota oblici la
X—>00 X—>00 X—>00 X —
graficul lui f este y = x.

In=+=In

4 4 e 1, x-1*
jdx_.Lde_Lx2_1dx_72_§1nx+12_

4 4
0 lim f(x)=—o. d) L F(x)dx = L (x—

|
0| —
W —

N —

e) f(x)—1+( 2x 1y >1< x> 0. Deci multimea este (0, o) \ {1}.

17. a) Se verifica prin calcul direct.

b) hrg(f(x)—xz):lirg(—n | ):—1.

x“+1
_2x
0 f'(x)=2x- ( ) ,Vxe R
d) f'(x )——)2(x +2x% +1-1) —% rezultd ca f'(x) <0,V x <0, deci f este strict descrescatoare pe
X"+

(-0, 0] sif'(x) > 0,V x> 0, deci feste strict crescatoare pe [0, ).
e) hm f (x)=00 si hm S ( ) =0, rezultd cd f nu admite asimptotad catre co.

! — (2 _1_ _n_2
ﬂjof(x)dx_jo(x - dx=~l+arctgl=7 7.

2x
18. a) f'(x)=————.
) (%) 0 x2)2
1 -2 1

b) ARV (1)(1) ==t
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> < 2x2 Kleo(I+x)<2x<l+x < (x-1)>=0si (1 +x?=>0.
2 1+x 2 I+x

1 2
d) Calcul direct. e) .[02(1— 5 j = 2—arctgx| =2—arctg2. f) 0.
0

1+x

19.2) /'(x) = %(sz +3) 2 4x= —% by [ S @)dx = £(1)- £(0) =5 -3
X

3
¢) limv2x* +3 =00 d) hm(\/2x +3 fx)—hm =0.

¥ = J2x? 43442 x
e) Functia e monotond pe [0, «) si pe (-0, 0], deci unica solutie este x = 0. f) 0.

Aplicatii ale integralei definite

1. a) Asimptota este y = 0. b) f'(x )—ﬁ,xen{ 0) hn%f(x) f(l)_f(l)_
2 2 4 2
d) I_zf(x)dx=210 x2i4=arctg% iz% e) hmx f(x)—hnolox +4:1.

2.2) f(a)=a, f(b)=h.

a+b-1
2

b)

a+b-1
<a, iar functia fiind de gradul al doilea si convexa este crescatoare pe [ > ;+°0j.

¢) Folosim continuitatea si monotonia functiei f.

b b

+ abx|i = b

a

3

2 2 N3
d) Aria este Ibf(x)dxz% @ _(b-a) .

2 6

2

X
—(a+b-)*—
(a )2

v -d (b-a)
2 6

b b b
e) Evident, deoarece se observi ci jf(x) dx + jf'l(x) dx=b"—a" si If(x) dx =

b -a +(b—a)3
2 6 -

g) Se obtine N =n*> —m’ = (n—m)(n+m) care este prim doar dacd m =2 si n = 3.

b
-1
f) Evident, deoarece 1n acest caz jf (x)dx =

3. a) Se stie cd 27 este perioada principala a functiei cos.
b) Vom folosi urmatorul tabel:

3n/2 21 3n 4 127 257/2
1 (x) + 0 - 0 + 0 0 -
fx) [0~ 1 0 - 1 ~

Deci, punctele de maxim local pentru f sunt: 2xt, 4n, 67, 87, 107 si 127 In concluzie, f are sase puncte de

maxim local in intervalul [3275 23“}
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n
n
2

¢) Aria suprafetei este J.;| f (x)| dx = fﬂ cOS xdx —I
2 2

d) Vom demonstra si aplica urmatorul rezultat:

Daca f: R — R este o functie periodica cu 7 > 0 perioada principald, atunci lim

cos xdx =sinx

n n
2w

“n SImx n
2

=3.

[[lrola [ relds
X—>00 X B T ’

. . T a+T ) X oo
€ stie ca X X = X X, a . rie n,.=|—=|. Cum x — o0 rezulta ca n_. — 0.
Se ste i [[|/(lde=[""| f)lde . ¥ a e R Fie n =] X ). C It ca n,

[lr@la=[lroldr.+["

I:|f(t)|dt_nx~I0T|f(X)|dX+R:IOT

Jr@lde+ [ ] rolai=

R T
n_ Jy 1100l

X B nT +r r
2 I
caz limita va fi e x
4.2) fr)=2"¢
2
(! 1l |V _e—e!' -1
b) t_jof(x)dx_z(e R

X

e +e”

¢) Cum f"(x)=

d) /'(0)=0.

T

nf, | flde+[ | rlar.

| —
R

deoarece R este marginita, » € [0, 7]. In acest

>0, rezultd ca nu are puncte de inflexiune.

e) Cum f'(x)=0 are o solutie si derivata isi schimba semnul la stanga si la dreapta lui 0, avem un punct de

extrem local.

5. a) Functia este continud pe R.

1 1
b) Functia nu este derivabila in 3 puncte: ——2, 0,—2.
1
1 1 2 N 1
c) |2 3 _ X [zl X :__x_ -
) J P ==, (z )dx &4, T16

d) /"(x) = —6x < 0. Deci f este concava.

w5} ) e

_ 2x
6.0) &) =12 +3)1n2 " @iz ™ lim

12X +4x-2x —6x__ 1 . 2x
(> +2)(x* +3)

0 S0 =15

_ 1 x +3
d) hm f (x)= hm ln 5 1n >

In2 (x* +2)(x*+3)’
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,deci f'(x) >0, x<0,sau f'(x) <0, x>0.

=0,deci y=0 este asimptota orizontala.



e) Din c) si d) rezultd 0 < f(x) < log,3 - 1.

x 2 2 2 2 e 2 P 2 2
f) [“log,( +a’)dt = tlog, (£ + a’)dt|; —mfo mdtleogz(x +d’)—

_2 [ a _ 2a X
ln2'[0 (1 7 )dt—xlogZ(x +a°) —2+—1 2arctg

Aria = f(x)dx=]log,(x> + 3)dx — [log,(x’ + 2)dx =log, 4 28 rerg L
g) r1a—f0f(x) x—fo og,(x" + )x—_[0 0g,(x” +2)dx =log, Y] 2+ arcg\/__
_ 2 22 _a_

log, 3 HTVERTY arctg\/_ 2 log23+ («/—arctg\/_ \/Earctg\/_

7. a) Cum lim f(x)=1, y=1 este asimptota la graficul functiei f catre +oo.
X—>0

2 ! '
b) f'<x>=["x;1j (1) =2 ver

X X

—00 0
¢) Din tabelul de variatie, rezultda ca f(x) € [0, 1), V x € R, deci cel mai mic a € R 7(x) ~ ‘ N
cu proprietatea f'(x) < a, Vx € Reste a = 1. ) 1— ‘ — 1
! i1 1) 1| 1 R
d = —_ = — = — —_— ==
) J.éf(x)dx é(1 xzjdx (x+x); ‘2 2 2‘ :
3

3
=1im[—i2- al J:—l.
ool xT x+1

8. a) Se verifica relatia f(0) =1 (1).
b) Se verifica usor ca functia f are perioada ¢ = 1.
x(2-x), x[0; 1) .
¢) f(x)= , implica hmof(x) =1 si lin(l)f(x) =0, deci nu exista lin(l)f(x) .

2 .
1-x ,XE[ 1’ x<0 x>0

d) Cum fix) =1 - ({x} — 1)*si {x} € [0, 1), avem 0 < flx) < 1,Vxe R.

¢) jol|f(x)|dx _ jolx(z—x)dx =1—% =%.

9. 2) f(x) = 4x* — 2. a) f(2) = 30.

b) /'(x) = 12x%, deci nu are puncte de inflexiune.

¢) Un punct de extrem local: [%, f (%B
&) A= f)dr=] (' ~2x)dx= [%5 - sz

g .

-1

10. a) f'(x)=2x+3.b) f'(2)=7.¢) f"(x)=2, deci functia nu are puncte de inflexiune.

3
d) Punctul x=-— este singurul punct de extrem local.

1
b2 3x 17
e | (x +3x+1)dx-[T+T+ jo_z.
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11.a) f(x)=2x,Vxe R.
b) /(1) =2. ¢) f'(x) = 2, deci f nu are puncte de inflexiune.

d) Cum f'(x) = 0 are solutia x = 0, functia are un punct de extrem local: (0, 1).

€) I;|f(x)|dx=.[;(x2 +1)dx=%+1=%_

12.2) f'(¥) = 2x + 1.

b) /(x) > 0, Vx>—%.

&) LO)+f(1)+ ... +1(n) =Z":(k2+k+1)=”(”+1)6(2”+1)+"(”2+1)+(n+1)=(””)(”2;2“3).
d) Din c) rezulta ca lim f(0)+f(1)+...+f(n) %

e) A= I\f(x)\dx jf(x)dx j(x Lxal)= (_+x7+ j‘lzg

1 1
13. a) Se verifica prin calcul direct ca f(x) - 3x—2) + 3+ D) 0, vxeR—{-1, 2},

b) lim f(x)=—o0, lim f(x)=400 si lim f(x)=o0,lim f(x)=—o0, deci x = —1 si x = 2 sunt asimptote verticale
x—-1 x—-1 x—2 x—2
x>-1 x<-1 x>2 x<2

la graficul lui £ Rezulta cd f admite doua asimptote verticale.

1 1ox=2" 1.2 1) 1 5\ 1.8 .2
c) J. f(x)dx——j[ ——jdngln 3=§(ln§—lnzj=§(ln4—ln5j=§ln§=lng,

x—2 x+1 x+1

2

d) hrnx f(x)=lim m

&) lim(/(3)+/(4)+. +f(n))_11mlG+%+...+ ! _l_l_,,,_L)z
1

—hm1[1+é TS S - j:l—

n—w 3

e . < 1 |
14. a) Se verifica prin calcul direct ca f(x)—2+m+m—0, Vx e[0, ).
1 1

(x+1)* +()c+2)2 .

b) lim f(x)=2, deci y = 2 este asimptotd orizontald la graficul functiei /. ¢) f'(x)=

li‘
x+1 0x+2

d)jf(x)dx jzdx j dx = Zx‘ —ln(x+1)‘ ~In(x+2)[} =2-1n2-1n3+1n2=2-1In3

e) lll?o}jo f(t)=}1_r)130;(2x—1n(x+1)—ln(x+2)+ln2)=2.
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