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1. ORGANIZAREA DATELOR 

1.1. Analiza problemei

5 datele despre candidaþi; din CV-ul fiecãrui candidat vor fi reþinute urmãtoarele informaþii:
– numele,
– anul naºterii,
– media la examenul de bacalaureat;

Capitolul

STRUCTURI DE DATE 1
STUDIU DE CAZ  Compania Eficient

Pentru reducerea cheltuielilor cu amenajarea spaþiilor comerciale, reclamã ºi  personal,
compania Eficient selecteazã tineri distribuitori, absolvenþi de liceu. Oferta companiei este
foarte atrãgãtoare; de aceea, numãrul solicitanþilor depãºeºte numãrul  de posturi oferite  (n).
Selecþia candidaþilor se face în ordinea înregistrãrii scrisorii de intenþie ºi a CV-ului. Dosarele
candidaþilor sunt pãstrate într-un fiºet, unul peste altul, în ordinea angajãrii. Periodic, com-
pania trimite un angajat la cursuri de formare; este trimis întotdeauna, ultimul angajat (fig. 1).
Angajaþii sunt plãtiþi în funcþie de numãrul de produse distribuite (vândute) zilnic.
Sãptãmânal, managerul companiei þine evidenþa pe zile a produselor distribuite de fiecare
angajat. În orice moment, managerul poate determina
angajatul cu cea mai bunã activitate într-o zi sau ziua în
care a fost distribuit cel mai mic numãr de produse. La
sfârºitul sãptãmânii, dupã ce aplicã bonusuri sau pena-
lizãri, managerul centralizeazã aceste date într-un re-
gistru de evidenþã a vânzãrilor realizate de cãtre fiecare
angajat.

Managerul companiei doreºte sã prelucreze cu calcu-
latorul datele pentru selecþia candidaþilor, evidenþa anga-
jaþilor ºi evidenþa vânzãrilor.

Cursuri

Selecþie

candidat nouprimul angajat
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5 selecþia candidaþilor se face în ordinea înregistrãrii
datelor personale;

5 dupã examinarea unui candidat (selecþie), datele aces-
tuia nu mai sunt necesare; va intra în selecþie candidatul
urmãtor;

5 întotdeauna, datele unui nou candidat sunt aºezate dupã
datele ultimului candidat care aºteaptã pentru selecþie;

5 datele angajaþilor sunt pãstrate într-o ordine care sã
permitã numirea rapidã a ultimului angajat în vederea
trimiterii sale la cursuri; 

5 pentru evidenþa sãptãmânalã a vânzãrilor, se reþine
numãrul de produse distribuite (vândute) zilnic de cãtre
fiecare angajat (fig. 2);

5 pentru evidenþa centralizatã a vânzãrilor, totalul
vânzãrilor realizate într-o sãptãmânã de fiecare angajat se
adaugã la vânzãrile realizate de acel agajat pânã la
momentul respectiv (fig. 3).

1.2. Solu]ia problemei

5 problema propusã de managerul companiei Eficient necesitã prelucrãri matematice cu un grad
mic de dificultate: centralizarea sãptãmânalã, prin însumare, a valorilor reprezentând
vânzãrile realizate de  cãtre fiecare angajat;

5 datele specifice problemei trebuie organizate avantajos, astfel încât folosirea calculatorului sã
înlocuiascã fiºetele sau mapele în care sunt pãstrate dosarele candidaþilor/angajaþilor ºi sã
respecte cerinþele de aºteptare sau prioritate specifice problemei.

1.3. Organizarea datelor

y Din analiza problemei urmãrind semnificaþia ºi complexitatea  datelor, rezultã douã cate-
gorii de date:

6 date elementare, spre exemplu: numãrul de produse vândute de un angajat la un moment dat;
6 date grupate (structurate):

– date cu aceeaºi semnificaþie (de acelaºi tip) – numite ºi date omogene –, spre exemplu:  evi-
denþa sãptãmânalã a vânzãrilor pe zile ºi angajaþi,  evidenþa vânzãrilor pe angajaþi,  datele despre
toþi angajaþii/candidaþii;

centralizarea
vânzãrilor

⇓

⇓
A1 A2 . . . . . . . . . . . . . . . . . An

Evidenþa sãptãmânalã

angajaþi

Figura 3

Figura 2
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– date cu semnificaþii diferite – numite ºi date neomegene –  spre exemplu, datele prin care
este descrisã o persoanã  (candidat sau angajat): nume, an, medie.

y Din analiza problemei urmãrind restricþiile de intrare-ieºire (aºteptare sau prioritate),
dupã care sunt organizate datele dintr-un grup (structurã), rezultã douã categorii de date:

6 date organizate dupã disciplina specificã unei cozi sau fir de aºteptare; spre exemplu, can-
didaþii care aºteaptã pentru selecþie. Într-o astfel de structurã, întotdeauna, un element nou
este aºezat (intrã) dupã ultimul element. Dintr-o astfel de structurã, iese, întotdeauna,
primul element – în exemplul nostru, candidatul aflat „la rând”.

6 date organizate dupã disciplina specificã aºezãrii obiectelor unul peste altul, în stivã; spre
exemplu, dosarele angajaþilor. Într-o astfel  de structurã, întotdeauna, un element nou este
aºezat  deasupra celorlalte, în vârful stivei. Dintr-o astfel de structurã, iese, întotdeauna, ele-
mentul din vârful stivei – în exemplul nostru, va fi prelucrat dosarul ultimului angajat.

5

� De reþinut!
O persoanã este descrisã prin mai multe tipuri de date, ceea ce determinã aspectul 

neomogen al grupului de date.

Candidaþii sau angajaþii formeazã grupuri de acelaºi tip – persoanã – de unde rezultã
aspectul omogen al acestui grup de date.

Concluzie
y organizarea datelor specifice unei probleme se poate face în locaþii de memorie inde-

pendente – date elementare – sau în locaþii grupate – structuri de date;
y structurile de date pot fi:

– structuri omogene (date cu aceeaºi semnificaþie/tip),
– structuri neomegene (date cu semnificaþii/tipuri diferite);

y structurile omogene se numesc tablouri;
y într-un tablou, datele pot fi organizate astfel:

– dupã un singur criteriu – tablouri unidimensionale sau vectori; spre exemplu,
tabloul pentru evidenþa vânzãrilor realizate de fiecare angajat,

– dupã douã criterii – tablouri bidimensionale sau matrice; spre exemplu, tabloul
pentru evidenþa vânzãrilor realizate zilnic (criteriul 1 – zilele sãptãmânii)  de cãtre fiecare
angajat (criteriul 2 – angajaþii);
y într-un tablou unidimensional, datele pot fi organizate astfel încât sã respecte o disci-

plinã de intrare/ieºire de tip coadã sau stivã;
y structurile neomogene se numesc articole sau înregistrãri; mai multe articole care

descriu aceeaºi entitate (obiect, persoanã etc.) reprezintã un grup de date cu aceeaºi
semnificaþie ºi poate fi organizat într-o structurã omogenã de tip tablou unidimensional
(vector de articole).



# TEME
1. Explicaþi deosebirea dintre analiza datelor din punct de vedere al complexitãþii ºi analiza

datelor din punct de vedere al regulilor de  organizare (intrare/ieºire) într-o structurã (grup de
date).

2. Formulaþi un exemplu care sã evidenþieze diferenþa dintre datele omogene ºi datele
neomegene.

3. Formulaþi un exemplu care sã necesite organizarea dupã mai multe criterii a datelor cu aceeaºi
semnificaþie.

4. Formulaþi un exemplu care sã necesite  organizarea datelor cu aceeaºi semnificaþie în structuri
de tip coadã.

5. Formulaþi un exemplu care sã necesite organizarea datelor cu aceeaºi semnificaþie în structuri
de tip stivã.

6. Explicaþi disciplina structurii de date de tip coadã (FIFO – First Input First Output = primul
intrat, primul ieºit).

7. Explicaþi disciplina structurii de date de tip stivã (LIFO – Last Input First Output = ultimul
intrat, primul ieºit).

8. Formulaþi exemple de oganizare a datelor dupã alte reguli decât cele specifice structurilor de
tip coadã sau stivã.

6

TEMÃ de GRUP

Densitatea straturilor geologice

Un grup de geologi studiazã densitatea straturilor geologice. În acest scop, s-a extras
câte o probã pentru fiecare dintre cele n straturi geologice studiate. Fiecare probã este
transmisã la un laborator specializat; pentru fiecare probã se fac mai multe teste, cel mult
m. Întrucât nu existã suficiente aparate, analiza de laborator dureazã. La sfârºitul activitãþii,
geologii pãstreazã probele în ordinea naturlã a straturilor geologice (fig. 4). Rezultatele
testelor se pãstreazã astfel încât sã se  poatã determina, cu uºurinþã:

– zãcãmântul la care s-au obþinut aceleaºi valori la toate testele;
– zãcãmântul cu cea mai mare densitate medie la cele m teste;
– zãcãmântul la care s-a obþinut cea mai mare diferenþã  între densitatea maximã ºi den-

sitatea  minimã din cele m teste.

Cerinþe:

1. Identificaþi formele de organizare a datelor specifice problemei propuse.

2. Fiecare membru al grupului descrie una dintre formele de organizare a datelor identi-
ficate (justificare, necesitate, proprietãþi, prelucrãri specifice ºi alte aspecte).
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3. Grupul compune un scenariu pentru  prelucrarea cu calculatorul a datelor specifice
acestei probleme; scenariul poate fi prezentat narativ sau organizat pe secvenþe (paºi).

4. Grupul realizeazã o prezentare PowerPoint care sã ajute la susþinerea temei.
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1 2 3 . . . . . . m

arhivarea probelor

teste
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1

2

3

n

1

2

n

Figura 4

n 1

SUGESTIE DE PREZENTARE:
Prezentãrile pot fi expuse  ºi analizate în laboratorul de Informaticã; se va urmãri corecti-
tudinea rezolvãrii, creativitatea prezentãrii ºi eficienþa lucrului în grup.
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2. ORGANIZAREA DATELOR CU ACEEAªI SEMNIFICAÞIE 
ÎN TABLOURI BIDIMENSIONALE

APLICAÞIA 1   FLOARE DE COLÞ

1. Analiza problemei
• Date de intrare • Date de ieºire

– 7 valori reprezentând temperatura – temperatura minimã (tmin);
înregistratã în fiecare zi a sãptãmânii – temperatura maximã (tmax);

– ziua/zilele în care s-au atins tmin ºi tmax.
2. Organizarea datelor
Datele de intrare au aceeaºi semnificaþie ºi vor fi înregistrate într-un vector (T) cu 7 elemente.

tmin = 12 înregistratã miercuri ºi duminicã
tmax = 18 înregistratã luni ºi vineri

3. Raþionamentul problemei
Se înregistreazã temperaturile zilnice în vectorul T. Se determinã, printr-o singurã parcurge-

re, valoarea minimã ºi cea maximã.
Pentru afiºarea zilei/zilelor se mai fac douã parcurgeri ale vectorului. Ziua va fi afiºatã ca

indice (1, 2 etc.). Pentru afiºarea zilei prin nume (luni, marþi etc.) se recomandã introducerea
structurii selective dupã zi.

18T 15 12 14 18 15 12De exemplu:

Membrii clubului „Floare de colþ” participã la o tabãrã de varã, timp de o sãptãmânã,
într-o zonã montanã greu accesibilã. Scopul lor este sã înregistreze în fiecare zi temperatura
aerului ºi sã determine temperatura minimã, temperatura maximã ºi zilele în care s-au atins
aceste temperaturi.

4. Reprezentarea algoritmului

început temperaturi1
alocã T[7]
pentru zi = 1, 7 executã citeºte T[zi] sfârºit pentru
tmin ← T[1]
tmax ← T[1]
pentru zi = 2, 7 executã

bloc
dacã T[zi] < tmin atunci tmin ← T[zi]
sfârºit dacã
dacã T[zi] > tmax atunci tmax ← T[zi]
sfârºit dacã

sfârºit bloc
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APLICAÞIA 2   FLOARE DE COLÞ

1. Analiza problemei
Datele problemei au aceeaºi

semnificaþie – temperatura zil-
nicã –, dar se referã la zone
diferite; de aceea, pentru organi-
zarea lor se introduce ºi criteriul
zonã. Rezultã un tablou (T) cu
douã dimensini: zona (linie) ºi
ziua (coloanã) (fig. 5).

18

1

1 2 3 4 5 6 7

2

3

4

5

6

7

8

9

10

T

Zona

Ziua

15 12 14 18

21

18

15

16

17

19

20

20

17

18

12

Figura 5

Mãsurarea temperaturii aerului în zonele greu accesibile a fost foarte apreciatã de ecolo-
giºti. Numãrul voluntarilor dornici sã participe la astfel de acþiuni a crescut. Instructorul
clubului a organizat zece echipe care sã mãsoare temperatura zilnicã în diverse zone de
interes.

Prelucrarea valorilor înregistrate se va face astfel:
– se afiºeazã temperatura minimã ºi temperatura maximã înregistrate în cele zece zone

pe parcursul sãptãmânii;
– se afiºeazã temperatura medie, pentru oricare dintre zone, la solicitarea celui interesat;
– se afiºeazã zona în care s-a atins cea mai micã, respectiv cea mai mare temperaturã,

pentru orice zi a sãptãmânii solicitatã de cel interesat.

sfârºit pentru
scrie tmin
pentru zi = 1, 7 executã

dacã T[zi] = tmin atunci scrie zi
sfârºit dacã

sfârºit pentru
scrie tmax
pentru zi = 1, 7 executã

dacã T[zi] = tmax atunci scrie zi
sf dacã

sfârºit pentru
sfârºit temperaturi1
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Cum organizãm datele în tablouri

1. Dacã într-o problemã este necesarã memorarea mai multor valori cu aceeaºi sem-
nificaþie, aceste valori vor fi grupate într-un ansamblu de tip tablou. 

2. În funcþie de cerinþele problemei ºi de semnificaþia datelor, acestea sunt organi-
zate în tablouri cu o singurã dimensiune, numite vectori, sau în tablouri cu douã
dimensiuni, numite matrice.

3. Elementele unui tablou se identificã printr-o adresã formatã din numele tabloului
ºi câte un indice pentru fiecare dimensiune.

4. La tablourile cu douã dimensiuni, primul indice din adresã reprezintã linia, iar cel
de-al doilea coloana tabloului.

5. Operaþiile care se repetã pentru fiecare element din tablou pot fi grupate în struc-
turi repetitive cu contor. Contorul genereazã chiar indicele de adresã.

3. IMPLEMENTAREA TABLOURILOR BIDIMENSIONALE 

Pentru memorarea ºi prelucrarea datelor organizate ca tablouri bidimensionale, înainte de
scrierea unui program trebuie sã cunoaºtem urmãtoarele elemente:

– tipul elementelor din tablou (datele cu aceeaºi semnificaþie),
– numãrul maxim de elemente din tablou (capacitatea tabloului).

Aceste elemente rezultã din analiza problemei ºi sunt folosite de compilator pentru deter-
minarea zonei de memorie alocatã tabloului.

Tabloul ocupã în memoria calculatorului o „suprafaþã” (array) compusã din locaþii învecinate
(adiacente). În fiecare locaþie este memoratã valoarea unui element. Adresa locaþiilor începe de
la o valoare de referinþã specificã limbajului de programare (corespunzãtoare primei linii) ºi se
construieºte prin valori succesive (corespunzãtoare coloanelor de pe linie), pentru fiecare ele-
ment din tablou. În memoria calculatorului, tabloul este liniarizat: elementele sunt memorate în
locaþii adiacente, în ordinea liniilor (fig. 6). Adresarea unui element se face printr-o pereche de
indici corespunzãtori liniei ºi coloanei pe care se aflã elementul respectiv. 

capacitatea tabloului = nrmax _linii * nrmax _coloane

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

linia 1
coloanã

linia 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . linia 10

1 2 3 4 5 6 7

Figura 6 – Liniarizarea tabloului bidimensional
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În consecinþã, tipul variabilelor folosite ca indice de adresã trebuie sã accepte valori în 
domeniile:

(1) [valoare de referinþã, nrmax-linii] pentru indicele de linie ºi 
(2) [valoare de referinþã, nrmax-coloane] pentru indicele de coloanã.
Adresarea elementelor se face, cel mai frecvent, prin douã structuri repetitive cu contor,

imbricate: 

pentru indice_linie = valoare-de referinþã la nr-linii executã
pentru indice_coloana = valoare-de referinþã la nr-coloane executã

// prelucrarea elementelor din tablou în ordinea aºezãrii pe linii
sfârºit pentru

sfârºit pentru

Pentru indicele de linie sau indicele de coloanã, se pot folosi
tipuri diferite de date, ceea ce permite o referire asemãnãtoare cu
cea întâlnitã la jocul de ºah; spre exemplu: T[2][C] reprezintã
elementul de pe tabla de ºah aflat pe linia 2 în coloana C (fig. 7).

Elementele de sintaxã specifice tablourilor bidimensionale
sunt prezentate în Tabelul 1.

Tabelul 1.  Tablouri bidimensionale – elemente de sintaxã

PASCAL C / C++
Declararea tabloului

var tablou array [1...nl, 1..nc] of tipelement; tipelement tablou[ nl ][nc];

Declararea indicelui de adresã
var l,c:tipindice; tipindice  l,c;

Adresarea unui element din tablou
tablou [l,c]
adresa de referinþã este 1.

tablou [l][c ]
adresa de referinþã este 0.

Exemplu: pentru tabloul temperaturi cu 100 de elemente de tip întreg distribuite pe 10 linii
ºi 10 coloane: se iniþializeazã cu zero elementele de pe primele 5 linii

var temperaturi : array [1..10,1..10] of  integer;
l,c: byte;
begin

for l:=1 to 5 do
for c:=1 to 10 do

temperaturi [l,c] =0;
end

int temperaturi [10] [10];
short l,c;
{
for (l=0; i< 5; i++)
for (c=0; i< 10; i++)

temperaturi [l][c]=0;
}

8
7
6
5
4
3
2
1

A B C D E F G H

Figura 7
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Datele organizate în tablouri bidimensionale sunt prelucrate element cu element. Iatã câteva
dintre cele mai frecvente prelucrãri:
y introducerea valorilor direct de la tastaturã sau dintr-un fiºier;
y afiºarea valorilor pe ecran sau într-un fiºier;
y verificarea unor proprietãþi;
y compararea valorilor (aflarea elementului maxim sau minim);
y simularea unor situaþii reale.

Tabelul 2. Operaþii la nivel de matrice

PASCAL C / C++
A. Introducera valorilor în ordinea „pe linii”

var A: array[1..10, 1..10] of integer;
l,c,m,n : byte;
begin
write (‘ numarul de linii=’); readln (m);
write (‘ numarul de coloane=’); readln (n);
for l:=1 to m do

for c:=1 to n do
readln (A[l,c]);

end;

int  A [10] [10] ;
int l,c,m,n ;
{
cout<<” numarul de linii=” ; cin>>m;
cout<<” numarul de coloane=” ; cin>>n
for ( l=0; l< m; l++)

for ( c=0; c< n; c++)
cin >>A[l][c];

}

B. Afiºarea valorilor în ordinea „pe coloane”
se pãstreazã declaraþiile de la secvenþa A

begin
for c:=1 to n do
begin

writeln;
for l:=1 to m do

write (A[l,c], ‘ ’ );
end;

end;

for ( c=0; c< n; c++)
{

cout<<endl;
for ( l=0; l< m; l++)

cout <<A[l][c]<< “  ”;
}

C. Determinarea elementului minim de pe o linie oarecare, k 
se pãstreazã declaraþiile de la secvenþa A

var  k:byte; min: integer;
begin

write (‘specificati  linia=’); readln (k);
min := A[k,1];
for c:=2 to n do

if A[k,c] < min then
min:= A[k,c];

write (‘min. de pe linia’, k, ‘=’, min);
end;

int k, min;
{
cout<<” specificati  linia=” ; cin>>k;
min=A[k][0];

for ( c=1; c< n; c++)
if A[k][c] < min 

min= A[k][c];
cout<<”min. de pe linia”<<k<<”=”<<min;
}
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Reluãm aplicaþia Floare de colþ 
Din analiza problemei, a reieºit necesitatea organizãrii datelor într-un tablou bidimensional.

Continuãm rezolvarea problemei.

2. Raþionamentul problemei
Pentru determinarea temperaturii minime ºi a temperaturii maxime înregistrate în cele zece

zone, pe parcursul sãptãmânii, se prelucreazã toate elementele din tablou.
Pentru determinarea temperaturii medii, tmed, se solicitã zona ºi se prelucreazã doar ele-

mentele de pe linia corespunzãtoare.
Pentru determinarea zonei în care s-a atins temperatura minimã sau maximã, se solicitã ziua

ºi se prelucreazã doar coloana corespunzãtoare.

PASCAL C / C++
D. Simularea unor situaþii reale. 

Exemplu: memorarea relaþiilor de prietenie dintre membrii unui grup de n persoane  (n<=10)

var R : array  [1..10, 1..10] of byte;
l,c,i,j,d,n : byte;
begin

write (‘ numarul de persoane=’); 
readln (n);
d:=1;
repeat

write (‘prietenie intre: ’); readln (i,j);
{relatia de pritenie este reciproca} 

R[i,j] :=1; R[j,i] :=1;
write (‘mai sunt prieteni? ’); 
readln (d);

{ da (d=1)/   nu  (d=0)}
until d=0;

for l:=1 to n do
begin

writeln;
for c:=1 to n do

write (R[l,c], ‘  ’);
end;

end;

int  R[10] [10] ;
int l,c,i,j,d=1,n ;
{
cout<<” numarul de persoane=” ; cin>>n;
while (d)

{
cout<<”prietenie intre:” ; cin>>i>>j;

// relatia de prietenie este reciproca
R[i][j]=1; R[j][i]=1;
cout<<” mai sunt prieteni?” ; cin>>d;

// da (d=1)/   nu  (d=0)
}

for ( l=0; l< n; l++)
{

cout<<endl;
for ( c=0; c< n; c++)

cout>>R[l][c]<<” ”;
}

}
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# TEME
1. La cabinetul medical, se calculeazã înãlþimea medie a tuturor bãieþilor din ºcoalã. Precizaþi

care este forma de organizare a datelor corespunzãtoare acestei situaþii.

2. La cabinetul medical, se calculeazã înãlþimea medie a tuturor bãieþilor din ºcoalã, pe grupe de
vârstã (ani de studiu). Precizaþi care este forma de organizare a datelor corespunzãtoare aces-
tei situaþii.

3. La cabinetul medical, se calculeazã  înãlþimea medie a tuturor bãieþilor din ºcoalã pe grupe de
vârstã (ani de studiu), pentru fiecare clasã în parte (9A,..., 12 C,...). Precizaþi care este forma
de organizare a datelor corespunzãtoare acestei situaþii.

4. Administratorul unui bloc cu 12 etaje ºi 20 de apartamente pe etaj calculeazã cheltuielile de
întreþinere, în funcþie de numãrul de persoane din fiecare apartament (toate apartamentele au
acelaºi numãr de camere).

început temperaturi2
alocã T[10, 7]
pentru zona = 1, 10 executã

pentru zi = 1, 7 executã
citeºte T[zona, zi]

sfârºit pentru
sfârºit pentru
tmin ← T[1, 1]
tmax ← T[1, 1]
pentru zona = 1, 10 executã

pentru zi = 1, 7 executã
dacã T[zona, zi] < tmin

atunci tmin ← T[zona, zi]
sfârºit dacã
dacã T[zona, zi] > tmax

atunci tmax ← T[zona, zi]
sfârºit dacã

sfârºit pentru
sfârºit pentru
scrie tmin
scrie tmax
scrie “ce zonã vã intereseazã?”
citeºte zona
tmed ← 0
pentru zi = 1, 7 executã

tmed ← tmed + T[zona, zi]
sfârºit pentru
tmed ← tmed/7

scrie zona, tmed
scrie “ce zi vã intereseazã?”
citeºte zi
tmin ← T[1, zi]
zmin ← 1
tmax ← T[1, zi]
zmax ← 1

pentru zona = 2, 10 executã
bloc

dacã T[zona, zi] < tmin
atunci

bloc
tmin ← T[zona, zi]
zmin ← zona

sfârºit bloc
sfârºit dacã
dacã T[zona, zi] > tmax

atunci
bloc

tmax ← T[zona, zi]
zmax ← zona

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit bloc
sfârºit pentru
scrie zmin, tmin, zi
scrie zmax, tmax, zi
sfârºit temperaturi2

3. Reprezentarea algoritmului
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Realizaþi un program care sã rãspundã urmãtoarelor cerinþe:
a) înregistrarea numãrului de persoane din fiecare apartament, pe etaje, de la parter pânã la

ultimul etaj;
b) afiºarea numãrului de persoane din fiecare apartament, pe etaje, de la ultimul etaj pânã la parter;
c) cunoscând numãrul unui apartament, introdus de la tastaturã, sã se afiºeze etajul la care se

aflã apartamentul ºi numãrul de persoane care locuiesc în apartamentul respectiv.

5. Se considerã tabloul M cu urmãtoarele elemente:

a) 1, 5, 9, 2, 6, 10, 3, 7, 11;   b) 1, 2, 3, 5, 6, 7;   c) 1, 5, 2, 6, 3, 7.

6. Ce realizeazã urmãtoarea secvenþã de operaþii:

alocã M[10, 10]
pentru i = 1, 10 executã

M[i, i] ← i
sfârºit pentru

a) atribuie valori de la 1 la 10 elementelor din vectorul M;
b) atribuie fiecãrui element de pe diagonala matricei M o valoare egalã cu linia pe care aces-

ta se aflã;
c) atribuie valori de la 1 la 10 primelor 10 elemente din matricea M.

7. Care dintre urmãtoarele secvenþe de operaþii memoreazã în colþurile matricei M valori citite
de la tastaturã; matricea are 5 linii ºi 5 coloane.

3

7

11

4

8

12

1

5

9

2

6

10

b) pentru i = 1, 5 executã
pentru j = 1, 5 executã

dacã (i = 1) ºi (j = 5)
atunci citeºte M[i, i]
altfel citeºte M[j, j]

sfârºit dacã
sfârºit pentru

sfârºit pentru

c) l ← 1
c ← 5
pentru x = 1, 4 executã

citeºte M[l, c]
c ← l
l ← c

sfârºit pentru

d) l ← 1
c ← 5
citeºte M[l, l], M[l, c], M[c, l], M[c, c]

Precizaþi ce valori afiºeazã secvenþa de mai jos:

pentru c = 1, 3 executã
pentru l = 1, 2 executã

scrie M[l, c]
sfârºit pentru

sfârºit pentru

a)  pentru i = 1, N executã
pentru j = 1, N executã

citeºte M[i, j]
sfârºit pentru

sfârºit pentru
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4. TABLOURI BIDIMENSIONALE – CAZURI PARTICULARE

Matrice p\trat\
Rezolvarea problemelor cu calculatorul necesitã

gãsirea soluþiilor de organizare ºi memorare a datelor,
astfel încât acestea sã pãstreze semnificaþiile reale atât
din punct de vedere al valorilor  proprii, cât ºi al relaþi-
ilor cu alte date. Spre exemplu, dacã membrii unui
grup (persoane) împrumutã bani unii de la alþii,
intereseazã atât suma de bani primitã/datoratã, cât ºi
cine/de la cine a împrumutat. În acest caz, dacã în
grup sunt n persoane, un tablou bidimensional, G, cu
n linii ºi n coloane, este suficient pentru pãstrarea atât
a valorilor împrumutate, cât ºi a relaþiilor de împru-
mut (fig. 8).

Fiecare element din tablou reprezintã valoarea unui împrumut; liniile ºi coloanele reprezintã
persoanele din grup care dau bani unei alte persoane sau primesc bani de la altã persoanã din
grup. Fie i ºi j douã persoane: G[i,j] reprezintã suma de bani pe care i-a împrumutat-o lui j, adicã
suma de bani pe care j a primit-o de la i. Pentru exemplul din figura 8, G[4,2] reprezintã suma
de 60 lei pe care persoana 4 a împrumutat-o persoanei 2.

Tabloul folosit are o particularitate: numãrul de linii este egal cu numãrul de coloane, de
aceea este numit tablou pãtrat sau, mai simplu, matrice pãtratã.

Într-o matrice pãtratã deosebim urmãtoarele elemente specifice (fig. 8):
– diagonala principalã (dp);
– diagonala secundarã (ds);
– triunghiurile formate de cele douã diagonale;
– direcþiile paralele cu fiecare dintre cele douã diagonale.

Matrice binar\
Reluãm situaþia grupului de persoane care

împrumutã bani unii de la alþii, dar urmãrim numai
relaþia de împrumut: cine/de la cine a primit bani. În
acest caz, nu se mai pãstreazã valoarea împrumutu-
lui. Fie i ºi j douã persoane: G[i,j] are semnificaþia i
a împrumutat bani lui j echivalent cu j a primit bani
de la i (fig. 9). Elementele matricei nu pot avea decât
douã valori  alese convenþional (spre exemplu 0 sau 1),
cu semnificaþia:

1   dacã i împrumutã bani lui j
G[i,j] =

0  dacã i nu împrumutã bani lui j

50 10

30

60 10

5

1

1G ds

dp

2 3 4 5

2

3

4

5

Figura 8

0 0 1 0 1

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

1

1G 2 3 4 5

2

3

4

5

Figura 9
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Matricea ale cãrei elemente au valori în mulþimea {0,1}, cu semnificaþii logice comple-
mentare, se numeºte  matrice binarã.

Matrice simetric\
Dacã în grupul de n persoane urmãrim relaþiile de prietenie, acestea pot fi memorate tot într-o

matrice binarã  ale cãrei elemente au urmãtoarea semnificaþie:

Prietenia este o relaþie reciprocã; acest aspect se
regãseºte în proprietatea de simetrie a matricei bi-
nare asociatã grupului de persoane: P [i, j] = P [j, i]
(fig. 10). 

Matricea punctelor unui plan
Pe ecranul monitorului, în modul de lucru text, caracterele sunt afiºate pe rânduri, de sus în

jos, de la stânga la dreapta, pe fiecare rând. Se poate spune cã ecranul monitorului este o
suprafaþã planã ale cãrei puncte sunt distribuite pe linii ºi coloane (cel mai frecvent, 24 de linii
ºi 80 de coloane). În acest exemplu, regãsim modelul bidimensional de organizare a datelor:
oricãrei suprafeþe plane îi poate fi asociatã o matrice a punctelor. Valorile atribuite elementelor
din  matrice au semnificaþia specificã problemei modelate. Pentru exemplul suprafeþei-ecran,
dacã elementele matricei sunt de tip caracter, în matrice poate fi reþinut textul de pe un ecran.

Un alt exemplu: o imagine – fotografie – este tot o reprezentare în plan. Punctele planului
formeazã obiecte distincte, dacã sunt evidenþiate diferit de la un obiect la altul, prin culoare.
Dacã toate punctele unei imagini (suprafaþã) sunt colorate la fel, imaginea este formatã dintr-un
singur obiect.

Oricãrei imagini îi poate fi asociatã o matrice a
punctelor; valorile atribuite elementelor din  matrice au sem-
nificaþia culorii fiecãrui punct. În figura 11 este reprezentatã
matricea asociatã unei imagini, în care s-au folosit 3 coduri
de culori cu semnificaþia: 0 – alb, 1– negru, 2 – roºu.

Cu ajutorul matricelor de tip plan, pot fi modelate ºi situ-
aþii de joc: aºezarea pieselor pe tabla de ºah, configuraþia
unui labirint, „X ºi O”, „avioane” ºi altele.

1 dacã i este prieten cu j
P[i,j] =

0 dacã i nu este prieten cu j

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 0 0

1 2 2 2 2 0 0 0

1 2 2 2 1 0 0 0

1 2 2 1 2 0 0 0

0 1 1 2 1 1 1 0

0 0 1 2 1 2 1 0

0 1 1 1 0 1 1 0

1

1P 2 3 4 5

2

3

4

5

Figura 10

Figura 11
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# TEME
1. Determinaþi proprietãþile elementelor aflate pe diagonala principalã, într-o matrice pãtratã.

Scrieþi un program pentru afiºarea acestor elemente.

2. Determinaþi proprietãþile elementelor aflate pe diagonala secundarã, într-o matrice pãtratã.
Scrieþi un program pentru afiºarea acestor elemente.

3. Scrieþi un program care sã verifice dacã o matrice pãtratã este simetricã.

4. Formulaþi un exemplu de problemã care sã necesite organizarea datelor într-o matrice binarã.

5. Formulaþi un exemplu de problemã care sã necesite organizarea datelor într-o matrice de tip
plan.

6. Determinaþi condiþiile de amplasare pe tabla de ºah a douã piese de joc – dame –, astfel încât
acestea sã nu se atace. (Indicaþie: douã piese de ºah – dame – se atacã dacã sunt amplasate
pe aceeaºi linie, pe aceeaºi coloanã sau pe aceeaºi diagonalã.)

7. Construiþi tabloul de vecinãtate pentru þãrile situate pe harta din figura 12.

8. Sã se verifice dacã o matrice pãtratã este „tablou magic”. Într-un tablou magic, suma ele-
mentelor de pe oricare linie este egalã cu suma elementelor de pe oricare dintre coloane pre-
cum ºi cu suma elementelor de pe oricare dintre diagonale.

1 2

34

5

6

7

8

Figura 12

3 2 7

8 4 0

1 6 5

Exemplu:
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5. PRELUCRAREA TABLOURILOR BIDIMENSIONALE

5.1. Localizarea elementelor cu aceea[i proprietate

Formaþiuni geografice
Se doreºte determinarea configuraþiei unui teren dreptunghiular dupã formaþiunile

geografice din Tabelul 3 ºi figura 13.
Analiza terenului se face prin secþionarea acestuia pe orizontalã ºi pe verticalã.
Punctele aflate la intersecþia dintre secþiunile orizontale ºi secþiunile verticale sunt cotate

faþã de nivelul mãrii; cotele sunt valori numerice întregi ºi pozitive.
Terenul este secþionat prin n secþiuni orizontale ºi m secþiuni verticale. 
O formaþiune geograficã este formatã din cel puþin trei puncte.

Exemplu:
În Tabelul 4 este reprezentat un teren pe care s-au fãcut patru secþiuni orizontale ºi  ºapte sec-

þiuni verticale.

Tabelul 4. Înregistrarea datelor într-un teren secþionat

FORMAÞIUNEA GEOGRAFICÃ

Pantã a)
Râpã b)
Deal c)
Vale d)
Platou e)
Teren denivelat f)

Punct de tip ºa_xy: punct aflat la cota
maximã pe secþiunea orizontalã x ºi la
cota minimã pe secþiunea verticalã y; se
poate defini ºi punct de tip ºa_yx g)

Tabelul 3. Formaþiuni geografice

1 2 3 4 5 6 7
1 25 72 69 69 69 73 40
2 20 40 50 56 30 19 100
3 15 30 35 40 39 20 10
4 10 55 0 60 42 50 19

Figura 13

a)

c)

e)

b)

d)

f)

g)
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Rezultatele analizei pe secþiuni sunt prezentate în tabelul Tabelul 5.
Tabelul 5. Analiza pe secþiuni

Formaþiunea geograficã Monotonia ºirului de valori
Pantã/ Râpã ªir crescãtor/ descrescãtor
Deal Existã un punct de tip vârf, astfel încât toate

punctele dispuse la stânga acestuia formeazã
un ºir monoton crescãtor, iar toate punctele
dispuse la dreapta acestuia formeazã un ºir
monoton descrescãtor.

Vale Existã un punct de cota minimã, astfel încât
toate punctele dispuse la stânga acestuia
formeazã un ºir monoton descrescãtor, iar
toate punctele dispuse la dreapta acestuia
formeazã un ºir monoton crescãtor.

Platou Existã cel puþin trei puncte consecutive aflate
la aceeaºi cotã.

Sugestie de rezolvare
Pentru determinarea formaþiunilor geografice, cotele vor fi înregistrate într-un tablou bidi-

mensional cu semnificaþia: linii – secþiuni orizontale, coloane – secþiuni verticale.

Pentru fiecare secþiune (linie sau coloanã) se va studia monotonia ºirurilor de valori (cotele
înregistrate pe o linie sau pe o coloanã) – Tabelul 6.

Rezolvarea problemei conduce la determinarea elementelor cu aceeaºi proprietate dintr-un
tablou bidimensional.

Secþiuni orizontale Secþiuni verticale

Numãrul secþiunii Formaþiunea geograficã
Numãrul
secþiunii

Formaþiunea geograficã

1 Platou la cota 69 1 Râpã

2 Deal cu vârf la cota 56 2 Vale cu punct minim la cota 30

3 Deal cu vârf la cota 40 3 Râpã

4 Teren denivelat 4 Vale cu punct minim la cota 40

5 Teren denivelat

6 Vale cu punct minim la cota 19

7 Teren denivelat

Puncte de tip ºa_xy:  punctul de coordonate [3,4] la cota 40

Tabelul 6. Monotonia ºirurilor de valori
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Pentru exemplificarea rezolvãrii, prezentãm, în pseudocod, secvenþa prelucrãrilor pentru
determinarea formaþiunii de tip platou ºi a punctelor de tip ºa_xy .

Determinarea punctelor de tip ºa_xy
y Raþionamentul de rezolvare
Pasul 1
Se parcurge tabloul pe linii: pentru fiecare linie, se determinã elementul maxim ºi se

pãstreazã coloana acestuia în vectorul max_linii.
Pentru exemplul dat, vectorul max_linii are urmãtoarele  valori: 6, 7,  4,  4.
Pasul 2
Se parcurge tabloul pe coloane; pentru fiecare coloanã, se determinã elementul minim ºi se

pãstreazã linia acestuia în vectorul min_coloane.
Pentru exemplul dat, vectorul min_coloane are urmãtoarele  valori: 4, 3, 4, 3, 2, 2, 3.

Determinarea formaþiunii de tip platou
început platou
// cãutarea unei formaþiuni platou pe linia k
//semnificaþia variabilelor de lucru
//M[100,100]  tabloul cotelor cu  m secþiuni verticale
// lp lungimea platoului
// cp cota platoului
// iniþalizare lungime platou
lp 1
cp M[k,1]
pentru c=2 la m executã
// se verificã dacã punctul M[k,c] aparþine platoului

dacã  M[k,c] =cp
atunci lp ← lp+1   // creºte  lungimea platoului
altfel

dacã  lp>=3     // existã platou la copta cp
atunci  scrie platou la cota cp

sfârºit dacã
// iniþializãri pentru determinarea unui nou platou

lp 1            
cp M [k,c]

sfârºit dacã
sfârºit pentru
// se verificã dacã linia  k se terminã cu platou
dacã lp>=3

atunci  scrie platou la cota cp
sfârºit dacã
sfârºit platou
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Pasul 3 
Se parcurge vectorul max_linii: în variabila de lucru cmax, se reþine valoarea unui element

max_linii[k]
cmax = max_linii[k]

se verificã proprietatea de punct ºa_xy:   
min_colane[cmax] = k

Pentru exemplul dat, urmãrim  datele din Tabelul 7.
Existã punct ºa_xy pe linia 3, coloana 4.

Tabelul 7. Determinarea punctului ºa_xy

y Secvenþa pseudocod a prelucrãrilor pentru determinarea punctelor  de tip ºa_xy:

început   punct_ºa_xy
// cãutarea unui punct ºa_xy 
//semnificaþia variabilelor de lucru
//M[100,100]  tabloul cotelor cu  m secþiuni orizontale  ºi n secþiuni verticale
// max_linii [100]  vector  cu m elemente în care se reþine coloana  elementului maxim de pe

fiecare linie
// min_coloane[100]  vector  cu n elemente în care se reþine linia  elementului minim de pe

fiecare coloanã 
//max valoarea maximã   pe o linie;  cm coloana pe care se aflã  max
//min valoarea minimã   pe o coloanã;  lm linia  pe care se aflã  min

// se determinã elementul maxim de pe fiecare linie
pentru k=1 la m executã

max ← M[k,1]
cm  ← 1
pentru c=2  la  n executã
dacã  M[k,c] >max

atunci 
bloc    
max← M[k,c]   
cm ← c

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru

linia Cmax min-coloane[cmax]
1 6 2
2 7 3
3 4 3
4 4 3
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# TEME
1. Construiþi exemple numerice pentru urmãtoarele formaþiuni geografice:

a) platou pe coloana 3, c) râpã pentru coloana 5, e) punct ºa_xy,
b) deal pentru linia 1, d) vale pentru linia 4, f) punct ºa_yx.

2. Construiþi expresii pentru relaþiile de monotonie corespunzãtoare fiecãrei formaþiuni
geografice.

3. Codificaþi, în limbajul de programare studiat, secvenþa pseudocod pentru determinarea for-
maþiunii geografice de tip platou.

4. Codificaþi, în limbajul de programare studiat, secvenþa pseudocod pentru determinarea
punctelor de tip ºa_xy.

// în linia k, elementul maxim se aflã pe coloana cm
max_linii[k] ← cm
sfârºit  pentru

// se determinã elementul minim de pe fiecare coloanã
pentru c=1 la n executã

min ← M[1,c]
lm  ← 1
pentru k=2 la m executã
dacã  M[k,c] <min

atunci 
bloc    
min ← M[k,c]   
lm ← k

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru
// în coloana  c,  elementul minim se aflã pe linia  lm
min_coloane[c] ← lm
sfârºit pentru
// se parcurge vectorul max_linii
pentru k=1 la m executã
cmax ← max_linii [k]

// se verificã proprietatea de punct ºa_xy
dacã  min_coloane[cmax]=k

atunci 
scrie  punct sa de coordonate k, cmax   

sfârºit dacã
sfârºit pentru
sfârºit punct _sa_xy
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5. Realizaþi, în limbajul de programare studiat,  un program  pentru determinarea  punctelor de
tip ºa_yx.

6. Scrieþi secvenþele de instrucþiuni  pentru determinarea  urmãtoarelor  formaþiuni geografice:
a) râpã,     b) deal,    c)  vale.

7. Realizaþi ºi testaþi programul pentru derminarea configuraþiei unui teren ale cãrui coordonate
ºi cote se citesc din fiºierul teren.in cu urmãtoarea structurã:
– pe prima linie valorile n ºi m reprezentând: n numãrul de secþiuni orizontale ºi m numãrul

de secþiuni verticale;
– pe urmãtoarele n linii câte m valori reprezentând cotele aflate pe fiecare secþiune orizontalã. 

5.2. Prelucrarea elementelor distribuite pe aceleaºi direcþii
(linii, coloane, diagonale)

Analiza problemei
Pentru rezolvarea cu calculatorul, soiurile de plante decorative vor fi codificate. În Tabelul 8

se prezintã un exemplu de codificare.

Tabelul 8. Codificarea plantelor decorative

Careul pe care va fi probat modelul este format din n*m sau n*n puncte; în fiecare punct,
poate fi sãditã o plantã. În Tabelul 9 sunt prezentate câteva modele dupã care se vor testa aran-
jamentele florale.

Planta decorativã/culoare Codul plantei
Iarbã/verde 1
Trandafir imperial/roºu 2
Narcise/albe 6
Narcise/galbene 7
Crizanteme/mov 8
Crizanteme/albe 9
Tuia/verde 11

Aranjamente florale
Un grãdinar are mai multe soiuri de plante pe care doreºte sã le planteze atât în aranja-

mente clasice, cât ºi în forme noi; spre exemplu, în locul rondurilor, grãdinarul vrea sã com-
punã careuri florale. Întrucât timpul de creºtere ºi înflorire al plantelor nu poate fi întârziat,
grãdinarul ºi-a propus sã testeze modelele cu calculatorul.
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Tabelul 9. Modele pentru aranjamente florale

Sugestie de rezolvare
Careurile florale vor fi generate într-un tablou bidimensional,  G, cu n linii ºi m coloane, sau n

linii ºi n coloane, în funcþie de model. Pentru fiecare model, se determinã adresele punctelor în care
vor fi sãdite plantele ºi se înregistreazã la aceste adrese codul plantei corespunzãtor modelului.

Spiralã

Decor de toamnã cu crizanteme  mov ºi albe:

8 8 8 8 8 8
8 9 9 9 9 8
8 9 8 8 9 8
8 9 8 8 9 8
8 9 9 9 9 8
8 8 8 8 8 8

Denumirea modelului Exemplu de model

Brazde paralele orizontale

Decor de primãvarã cu narcise albe ºi galbene:

Triunghi 

Decor de primãvarã cu narcise albe ºi galbene; 
aleea centralã (diagonalã) cu gazon:

Diagonale paralele cu diagonala
principalã

Decor cu trandafiri imperiali ºi tuia plantaþi pe direcþii
paralele cu aleea centralã (diagonalã):

6 6 6 6 6
7 7 7 7 7
6 6 6 6 6

1 7 7 7 7
6 1 7 7 7
6 6 1 7 7
6 6 6 1 7
6 6 6 6 1

1 2 11 2 11
2 1 2 11 2
11 2 1 2 11
2 11 2 1 2
11 2 11 2 1
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Rezolvarea problemei conduce la umplerea matricei cu valori dispuse pe direcþii specifice
modelului: linii, coloane, triunghiuri, diagonale, spiralã.

În Tabelul 10 sunt prezentate secvenþele pseudocod pentru generarea adreselor de umplere
corespunzãtoare modelelor prezentate.

Tabelul 10. Secvenþe pseudocod pentru generarea adreselor de umplere

Modelul floral Direcþiile de umplere Generarea adreselor

Brazde 
orizontale

Linii

// brazda de tip linie
// linia i
pentru c=1 la m executã
G[i,c] cod
sfârºit pentru

Triunghi Triunghi stânga

//se lucreazã cu o matrice pãtratã n*n
//  pe linii i ºi coloane j
pentru i=2 la n executã

pentru j=1 la i-1 executã
G[i,j] cod

sfârºit pentru
sfârºit pentru

Paralele la
diagonala prin-
cipalã 

Se pot forma n-2
direcþii (d) paralele
cu diagonala princi-
palã ºi  situate  
deasupra acesteia

//se lucreazã cu o matrice n*n
//  pe linii i ºi coloane j
// pe diagonalele d

pentru d=1 la n-2 executã
pentru i=1 la n-d executã

G[i,i+d] cod
sfârºit pentru

sfârºit pentru

Spiralã 

Se parcurg cadranele
de la exterior – primul
cadran-p, spre 
interior, ultimul 
cadran-u

u p 1 u n
repetã
// se parcurge prima linie, p, din cadran,
//de la stânga la dreapta
pentru j=p la u executã
G[p,j] cod
sfârºit pentru

// se parcurge ultima coloanã, u, din cadran,
// de sus în jos
pentru i=p+1 la u executã
G[i,u] cod
sfârºit pentru

//se parcurge ultima linie, u, din cadran
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# TEME
1. Construiþi expresii pentru relaþiile care definesc direcþiile de umplere pentru fiecare dintre

modelele propuse. 

2. Scrieþi secvenþele de instrucþiuni pentru generarea fiecãrui model.

3. Realizaþi ºi testaþi programul pentru generarea fiecãrui model floral (pentru fiecare model se
va scrie un program).

4. Pentru atractivitatea prezentãrii, realizaþi un program care sã afiºeze modelul floral colorat,
corespunzãtor culorii de cod. (Indicaþie: modul de lucru text permite setarea atributului de
culoare atât pentru fond, cât ºi pentru text.)

5. Realizaþi un program care sã per-
mitã utilizatorului (grãdinarul)
sã aleagã, pe rând, oricare dintre
modelele oferite (program cu
meniu – fig. 14). 

6. Rescrieþi secvenþa umplerii în spiralã astfel încât sã folosiþi cât mai puþine structuri repetitive.

7. Compuneþi un model floral nou ºi scrieþi secvenþa de instrucþuni (programul) pentru generarea
modelului propus.  

//de la dreapta la stânga
pentru j=u -1 la p executã
G[u,j] cod
sfârºit pentru

// se parcurge prima coloanã, p, din cadran,
// de jos în sus
pentru i=u - 1 la p - 1 executã
G[i,p] cod
sfârºit pentru

// se pregãtesc valorile p ºi u
// pentru cadranul urmãtor
p p+1
u u-1
// se testeazã dacã se mai pot forma cadrane
pânã când p>u

Meniul grãdinarului
1. Brazde orizontale
2. Triunghi
3. Spiralã
4. Exit

Opþiunea:_

Figura 14
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8. Analizaþi urmãtoarele secvenþe pseudocod ºi determinaþi modelul de umplere generat:

5.3. Simularea unor situaþii reale

Figura 15. Tablou pentru o familie formatã din 8 persoane

a)
pentru i=2 la n executã

pentru j=n, la n+2-i executã
G[i,j] cod

sfârºit pentru
sfârºit pentru

b)
pentru i= 1 la [n/2] executã

pentru j=i+1 la n-i executã
G[i,j] cod

sfârºit pentru
sfârºit pentru

c)
pentru i=n la [n/2]+1 executã

pentru j=n la n+2-i executã
G[i,j] cod

sfârºit pentru
sfârºit pentru

d)
pentru i=1 la n executã

pentru j=1, la m executã
G[i,j] cod

sfârºit pentru
sfârºit pentru

Tabloul de familie
Se considerã o familie formatã din pãrinþi (1) ºi copii (2). Fiecare copil are doi pãrinþi între

care existã relaþie de cãsãtorie. Nu toþi membrii familiei sunt cãsãtoriþi; nu toþi membrii familiei
au copii.

Relaþiile dintre membrii familiei sunt pãstrate în tabloul de familie (fig. 15).

Membrul familiei 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 2
2 2 1 2
3 1
4 1 2 2
5 1
6 1 2 2
7
8
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Interpretarea tabloului de familie este prezentatã în Tabelul 11.
Tabelul 11.

Dupã cum rezultã din Tabelul 11, fiecare membru al familiei este complet caracterizat prin
analiza înregistrãrilor de tip linie ºi a înregistrãrilor de tip coloanã.   

Analiza înregistrãrilor de tip linie:
• familia are 8 membri; pentru fiecare membru (i) analizãm valorile de pe linia i din tablou,

cu semnificaþia: (1) – i este cãsãtorit cu j, unde j este poziþia valorii 1 pe linie,
(2) – i este  pãrinte pentru k, unde k este poziþia valorii 2 pe linie.

Analiza înregistrãrilor de tip coloanã:
• familia are 8 membri; pentru fiecare membru (j) analizãm valorile de pe coloana j din tablou

cu semnificaþia: (1) – j este cãsãtorit cu i, unde i este poziþia valorii 1 pe coloanã,
(2) – k este pãrinte pentru j, unde k este poziþia valorii 2 pe coloanã.

# TEME
1. Cunoscând relaþiile de tip 1 sau 2 dintre cei n membri ai unei familii, sã se construiascã tabloul

de familie.

2. Validarea tabloului de familie: fiind dat un tablou de familie, sã se verifice corectitudinea
înregistrãrilor.

Membrul familiei Cãsãtorit cu Copii Pãrinþi
1 4 6 ºi 8
2 6 5 ºi 7
3 5
4 1 6 ºi 8
5 3 2 ºi 6
6 2 5 ºi 7 1 ºi 4
7 2 ºi 6
8 1 ºi 4

Concluzii ºi restricþii
oricãrei familii îi poate fi asociat un tablou de familie de tip matrice pãtratã;
pe o linie poate fi înregistratã cel mult o valoare 1;
pe o coloanã poate fi înregistratã cel mult o valoare 1;
pe o coloanã pot fi înregistrate cel mult douã valori 2;
dacã i este în relaþie de tip 1 cu j, ºi j este în relaþie de tip 1 cu i;
dacã i este în relaþie de tip 1 cu j, ºi i este în relaþie de tip 2 cu k, atunci ºi j este în relaþie
de tip 2 cu k.
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3. Fiind dat un tablou de familie validat, caracterizaþi fiecare membru al familiei.

4. Sã se determine descendenþii unui membru al familiei (pentru exemplul analizat, 1 are copii
pe 6 ºi 8 ºi nepoþi pe 5 ºi 7).

5. a) Realizaþi tabloul de familie pentru fami-
lia cu 10 membri din exemplul urmãtor:

b) Analizaþi tabloul de familie obþinut la
cerinþa a) ºi precizaþi ce restricþii au fost
încãlcate.

6. Cum procedãm pentru a determina toþi descendenþii unui membru al familiei? 

7. Cum procedãm pentru a determina cel mai vârstnic ascendent al familiei?

5.4. Prelucrarea imaginilor

Aplicaþia 3. Virusuri într-o matrice

Cum rezolvãm problema?
1. Introducerea imaginii
De data aceasta, datele de intrare au aspectul unei „imagini alb-negru”: punctele de interes

sunt virusurile colorate în negru; restul suprafeþei este coloratã în alb. Pentru a transmite calcu-
latorului „imaginea”, ar trebui sã-i spunem culoarea fiecãrui punct. Sau, mai simplu, sã-i spunem
de la început cã imaginea este „albã” ºi apoi sã-i dãm adresele punctelor colorate în „negru”.
Imaginea descompusã în puncte seamãnã atât de bine cu o matrice, încât ea poate fi memoratã
codificând albul cu zero ºi negrul cu unu.
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x
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x

x
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0
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0

0

1

1

1

0
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0

1
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0

1

1

0

0

0

0

Localizarea virusurilor izolate

Membrul familiei Cãsãtorit cu Copii
2 3 1, 5, 7
5 8 1, 10

10 4 9

Dupã ce au descoperit cele mai puternice virusuri, biologii ºi-au propus sã le izoleze ºi sã
le studieze comportamentul în alte colonii de bacterii. Dupã o vreme, au constatat cã unele
virusuri au rãmas izolate, altele nu. Privitã la microscop, colonia de bacterii pare formatã
dintr-o mulþime de puncte pe care biologii le-au reprezentat ca în figura de mai jos.

În aceastã colonie existã un singur virus izolat (cel încercuit). Biologii doresc sã prelucreze 
aceste „imagini” cu calculatorul. Pentru început vor sã localizeze ºi sã numere virusurile izolate.
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2. Reprezentarea algoritmului
Secvenþa de operaþii pentru citirea imaginii:

3. Prelucrarea imaginii. Bordajul
Urmeazã prelucrarea „imaginii”: localizarea ºi numãrarea virusurilor (punctele negre izolate).
Pentru rezolvarea acestei cerinþe, se parcurge matricea ºi, pentru fiecare valoare de 1, se ve-

rificã vecinii acesteia. Un punct „negru” este izolat dacã toþi vecinii sãi sunt „albi”. 
Câþi vecini are un punct? Majoritatea punctelor au câte opt vecini. Punctele de la „bariera”

coloniei au mai puþini vecini.
Pentru a simplifica  procedeul de numãrare a vecinilor, vom înconjura colonia cu o zonã fãrã

virusuri. Imaginea se lãrgeºte. La fel ºi matricea: în urma acestui „bordaj”, ea se va mãri cu douã
linii ºi douã coloane.

Bordajul se pregãteºte înainte de citirea imaginii prin alocarea unui spaþiu de memorie sufi-
cient, þinând seama cã la numãrul de linii ºi coloane necesar memorãrii imaginii se mai adaugã
câte douã pentru bordaj.

În matricea bordatã, fiecare punct al imaginii are câte opt vecini. În figura 16 sunt prezentate
adresele vecinilor punctului aflat la adresa [l, c].
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început citire
alocã M[10,10]
citeºte NL, NC     // numãr linii -NL

// numãr coloane -NC
pentru i = 1, NL executã

pentru j = 1, NC executã
M[i, j] ← 0

sfârºit pentru
sfârºit pentru

citeºte p //numãrul de puncte negre
pentru k = 1,p executã
bloc

citeºte l,c
M[l,c] ← 1

sfârºit bloc
sfârºit pentru

sfârºit citire



32

Dacã punctul aflat la adresa [l, c] are valoarea 1 ºi fiecare dintre cei opt vecini ai sãi are va-
loarea zero, atunci punctul este izolat. Condiþia o vom nota cu cond.

4. Reprezentarea algoritmului
• Secvenþa pentru localizarea ºi numãrarea punctelor izolate:

# TEMÃ
Folosind cele douã secvenþe prezentate, realizaþi algoritmul complet ºi programul corespunzãtor.

l-1, c-1

l, c-1

l+1, c-1

l-1, c

l, c

l+1, c

l-1, c+1

l, c+1

l+1, c+1

Figura 16. Vecinii unui punct din matrice

� De reþinut!
1. Cu ajutorul matricelor pot fi rezolvate probleme care necesitã descompunerea unei

imagini `n puncte sau probleme de orientare ºi deplasare `n plan.
2. Pentru uºurinþa prelucrãrii punctelor se foloseºte tehnica bordajului.
3. Multe jocuri precum „X ºi zero”, „Vaporaºe”, „Perspico”, mutarea pieselor pe tabla de

ºah, „Rãzboi” pot fi simulate cu ajutorul matricelor.

început puncte_izolate
nrp ← 0
pentru l = 2,NL + 1 executã

pentru c = 2,NC+1 executã
dacã M[l,c] = 1 atunci

dacã cond
atunci

bloc scrie l - 1, c - 1
nrp ← nrp + 1

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit dacã
sfârºit pentru

sfârºit pentru
scrie nrp

sfârºit puncte_izolate
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PROBLEME PROPUSE
1. JOC

Se dau n jetoane numerotate de la 1 la n. Din fiecare tip de jeton, existã n bucãþi. Jetoanele
trebuie aºezate pe o grilã formatã din n*n careuri, ca în exemplul din figura 17 a.

Figura 17.  Joc cu jetoane
a) b)

Cerinþe:
1. Stabiliþi regula dupã care sunt aºezate jetoanele pe grila de joc.
2. Realizaþi un program care sã aºeze jetoanele pe grila de joc dupã regula stabilitã la cerinþa

precedentã.
3. Realizaþi un program care sã verifice  dacã jetoanele de pe grila de joc respectã regula de

amplasare stabilitã la cerinþa 1.
Spre exemplu, pentru grila de joc din figura 17 b, nu sunt îndeplinite urmãtoarele proprietãþi:
- pe diagonala secundarã se aflã un jeton diferi de jetonul n;
- pe linia 3 nu se aflã jetoane distincte;
- pe coloana 3 nu se aflã jetoane distincte.

Indicaþie: se vor  analiza jetoanele dispuse pe aceeaºi linie/coloanã sau pe diagonale/paralele
la diagonale.

2. TABELE  MATEMATICE
a) TABLA ÎNMULÞIRII
Realizaþi un program  pentru afiºarea sub formã de tabel a tablei înmulþirii cu 1, 2, 3, pânã 

la 10. Spre exemplu, linia 3 va conþine  tabla înmulþirii cu 3:

b) TABLA ADUNÃRII
Realizaþi un program  pentru afiºarea sub forma de tabel a tablei adunãrii cu 1, 2, 3, pânã la 10.

Spre exemplu, linia 7 va conþine  tabla adunãrii cu 7:

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30  

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 4 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 6 1 2 3 4
6 1 2 3 4 5  

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17  
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c) TABELA PITAGORA_n
Realizaþi un program  pentru afiºarea  tabelei  Pitagora_n sub formã de tabel cu n linii ºi

trei coloane: a, b, c. Pentru fiecare linie, valorile din tabelã trebuie sã respecte condiþia: 
a*a = b*b + c*c. Exemplu: tabela Pitagora_2

d) MATRICEA n_PALINDROM
Realizaþi un program care sã verifice dacã o matrice este n_Palindrom. O matrice

n_Palindrom are n linii; pe fiecare linie, i, se aflã câte n palindromuri distincte formate din i
cifre. Un numãr simetric se numeºte palindrom. Exemplu de matrice 5_Palindrom:

3. MATRICE RARÃ
O matrice cu n linii ºi m coloane se numeºte matrice rarã dacã valorile 0 sunt majoritare.

Exemplu pentru o matrice cu 3 linii ºi 5 coloane:

Într-o astfel de matrice, intereseazã valorile semnificative, de aceea este suficient sã memo-
rãm valorile diferite de zero ºi poziþiile lor în matrice. Poziþia reprezintã în acest caz numãrul de
ordine de 1 la n*m. 

Pentru exemplul prezentat, se vor memora perechile: (20, 3) , (12, 9) ºi (88,12 ).
Cerinþe:
a) propuneþi structurile de date necesare memorãrii valorilor semnificative dintr-o matrice

rarã;
b) se cunoaºte  numãrul valorilor semnificative dintr-o matrice rarã (fie p acest numãr) ºi

perechile valoare, adresã pentru fiecare numãr semnificativ. 
Scrieþi un program care sã genereze ºi sã  afiºeze pe ecran matricea rarã.
Exemplu: Date de intrare

n =4  m=4   p=2
23 4  9   14

5 3 4
15 12 9  

1 9 7 6 3
22 33 66 4455 55
121 323 464 585 979
3223 8668 7337 8118 9009
56365 43234 11111 91219 37473

0 0 20 0 0
0 0 0 12 0
0 88 0 0 0

0 0 0 23
0 0 0 0
0 0 0 0
0 9 0 0

Date de ieºire  — matricea rarã
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6. ORGANIZAREA DATELOR ÎN STRUCTURI NEOMOGENE

Analiza problemei 
În catalogul electronic se vor pãstra date despre elevi; se poate spune cã în catalogul elec-

tronic se vor pãstra  date cu aceeaºi semnificaþie. Numãrul înregistrãrilor din catalog va fi egal
cu numãrul de elevi din clasã. Se va þine seama de numãrul maxim de elevi ce pot fi înscriºi într-o
clasã (30 de elevi).

Catalogul poate fi organizat ca un tablou unidimensional – vector de elevi.
Pentru fiecare elev se reþin mai multe categorii de date, cu semnificaþii diferite – date neo-

mogene. Fiecare informaþie are un tip specific, spre exemplu:
– medie  de tip real;
– numãr de absenþe de tip întreg cu valori pozitive.

Soluþia de organizare a datelor
Ansamblul datelor despre elev formeazã o structurã de date cu tipuri diferite (structurã neo-

mogenã) numitã articol sau înregistrare.
Catalogul electronic al clasei va fi un vector de articole.

Prelucrarea datelor
Pentru rezolvarea cerinþelor formulate de profesorul diriginte, sunt necesare urmãtoarele pre-

lucrãri:
– înregistrarea datelor pentru fiecare elev;
– afiºarea datelor despre elevi;
– determinarea ºi afiºarea mediei generale a clasei la sfârºit de semestru;

6.1. Studiu de caz Catalogul clasei

Într-o clasã sunt 30 de elevi. Profesorul diriginte
doreºte sã pãstreze, într-un catalog electronic, urmã-
toarele informaþii (figura 18):

– numele elevului;
– media generalã pe semestrul I;
– media generalã pe semestrul II;
– media  generalã anualã;
– numãrul de absenþe.
Profesorul diriginte doreºte sã calculeze media 

generalã a clasei la sfârºit de semestru sau an ºcolar
ºi sã afiºeze:

– media generalã a clasei;
– lista elevilor dupã media generalã;
– lista elevilor dupã numãrul de absenþe.

CATALOG

elev 1 elev2 . . . . . elev n

Nume Medie Absenþe

Elev

Figura 18
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– afiºarea elevilor  în ordine descrescãtoare, dupã media generalã semestrialã;
– determinarea mediei generale, anuale, pentru fiecare elev;
– afiºarea elevilor  în ordine descrescãtoare, dupã media generalã anualã;
– determinarea ºi afiºarea mediei generale a clasei la sfârºit de an;
– afiºarea elevilor  în ordine crescãtoare, dupã numãrul de absenþe.

6.2. Definirea structurilor neomogene de date-articole

Categoriile distincte de informaþii reþinute într-un articol se numesc câmpuri.
Un articol se caracterizeazã prin urmãtoarele elemente ce formeazã macheta articolului:
– numele articolului;
– douã sau mai multe câmpuri; pentru fiecare câmp se precizeazã:

– numele câmpului;
– tipul câmpului (stabilit în funcþie de semnificaþia realã a datelor). Câmpurile pot fi

date elementare  sau grupate: vectori, articole.

Exemplul 1:
Pentru exemplul analizat – catalogul clasei –, construim o machetã simplificatã (cu mai

puþine câmpuri) corespunzãtoare articolului elev (fig. 19a).

Exemplul 2:
Completãm macheta articolului elev cu câmpul note, un tablou unidimensional (vector) cu 

4 elemente de tip natural (fig. 19b).

Elev

Numele câmpului Tipul câmpului

MEDIE Real

ABSENÞE Natural

Figura 19, a)

Elev

Numele câmpului Tipul câmpului

NOTE Vector (4)

MEDIE Real

ABSENÞE Natural

Figura 19, b)
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# TEME
1. Realizaþi  macheta articolului data calendaristicã în care sã fie reþinutã data în forma zi, lunã, an.

2. Realizaþi  macheta articolului elev care sã conþinã ºi câmpul data naºterii sub forma grupului
de date data calendaristicã.

3. Realizaþi  macheta articolului elev care sã conþinã câmpul medii sub forma unui vector.

{definirea variabilei cu tipul asociat articolului}
var variabila : articol;

//definirea variabilei cu tipul asociat articolului

articol variabila;

Exemplu pentru articolul elev
{ se defineºte articolul  elev }
Type elev=record
………………………

medie:real;
absente:byte;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
end;

{se defineºte variabila cu tipul elev}

var e: elev;

// se defineºte articolul  elev 
Typedef struct 

{
………………

float medie;
int:absente;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
} elev;

// se defineºte variabila cu tipul elev

elev  e;

PASCAL C/C++
{cuvântul cheie pentru tipul articol
este record}

Type articol = record
camp1:tip1;
camp2:tip2;

——————————
end;

// cuvântul cheie pentru tipul articol
// este struct

Typedef struct
{
tip1 camp1;
tip2 camp2;

————————-
}  articol;

Tabelul 12. Definirea articolelor

Fiecare limbaj de programare  dispune de cuvinte cheie pentru declararea structurilor de date
de tip articol (Tabelul 12).
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6.3. Prelucrarea datelor organizate în structuri neomogene

Prelucrarea datelor înregistrate într-o structurã de tip articol se face la nivel de câmp. Pentru
accesul la informaþiile unui câmp, referirea acestuia se face prin adresare punctualã dupã sin-
taxa: nume-variabilã-de-tip-articol.nume-câmp.

Exemplu:
– referirea câmpului medie din articolul elev e.medie
– referirea câmpului absenþe din articolul elev e.absente
– referirea unui element, i, al câmpului medii din articolul  elev   e.medii[i]
Prelucrarea acestor date începe cu introducerea ºi memorarea lor în zona de memorie rezer-

vatã la definirea variabilei de tip articol; pentru verificare, datele memorate vor fi afiºate. Fiecare
câmp poate fi prelucrat prin operaþii specifice tipului corespunzãtor (Tabelul 13).

Tabelul 13. Prelucrarea  articolelor
PASCAL C / C++

Exemplu  pentru articolul elev
1. Introducerea ºi afiºarea datelor

Program exemplu;
{ se defineste articolul  elev }
Type elev=record
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

medie1, medie2, medie_an:real;
absente:byte;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
end;

{se defineste variabila cu tipul elev}

var e: elev;

begin

{se introduc  datele unui elev}
write (’medie1:’); readln (e.medie1);
write (’medie2:’); readln (e.medie2);
write (’absente:’); readln (e.absente);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
{se afiseaza  datele  elevului}
writeln (’medie1:’, e.medie1);
writeln (’medie:2’, e.medie2);
writeln (’absente:’, e.absente);

end.

#include <iostream.h>
void main ()
{// se defineste articolul  elev 
Typedef struct 

{
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

float medie1, medie2, medie_an;
unsigned:absente;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
} elev;

// se defineste variabila cu tipul elev

elev  e;

// se introduc datele unui elev
cout<< ” medie1:”; cin>> e.medie1;
cout<< ” medie2:”; cin>> e.medie2;
cout<< ” absente:”; cin>> e.absente;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
// se afiseaza datele elevului

cout<< ” medie1:”<<e.medie1<<endl;
cout<< ” medie2:”<<e.medie2<<endl;
cout<< ” absente:”<< e.absente<<endl;
}
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# TEME
1. Descrieþi sub formã de articol urmãtoarele entitãþi:

a) carte;   b) maºinã;    c) calculator;    d) persoanã.

2. Definiþi, în limbajul de programare studiat, tipurile de date ºi variabilele corespunzãtoare arti-
colelor descrise la cerinþa precedentã.

3. Realizaþi, în limbajul de programare studiat, un program care sã determine trimestrul calen-
daristic al zilei curente. Se va folosi un articol cu câmpurile: zi, lunã, an.  
Exemplu: pentru data curentã: ziua 29 luna 08 anul 2007, se va afiºa: trimestrul 3.

4. Realizaþi, în limbajul de programare studiat, un program care sã determine dacã douã puncte
A ºi B îndeplinesc una dintre urmãtoarele condiþii:
a) punctele A ºi B se aflã pe o dreaptã paralelã cu axa OX;
b) punctele A ºi B se aflã pe o dreaptã paralelã cu axa OY;
c) punctele A ºi B se aflã pe o dreaptã egal depãrtatã de axele OX si OY.
Pentru fiecare punct se cunosc coordonatele x ºi y. Fiecare punct va fi descris printr-un articol.
Exemplu: Pentru punctul A de coordonate x=3, y=10 ºi punctul B de coordonate x=35, y=10

se va afiºa mesajul: punctele se aflã pe o dreaptã paralelã cu axa OX.

2. Operaþii asupra datelor
{ se calculeazã media anualã}
e.medie_an := (e.medie1 +e.medie2)/2;

{se afiseaza media anuala}
writeln(’medie anuala: ’, e.medie_an);

// se calculeazã media anualã
e.medie_an= (e.medie1 +e.medie2)/2;

// se afiseaza media anuala
cout<<:”medie anuala:”<< e.medie_an;

3. Introducerea ºi afiºarea datelor în câmpuri grupate  
Type elev=record  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
medii : array [1..3] of real;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

end;

{se defineste variabila cu tipul elev}
var e: elev; i:byte;
begin
{se introduc  mediile unui elev}
for i:=1 to 3 do

begin 
write (’media:’,i);
readln (e.medii[i]);

end;
end

Typedef struct 
{

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
float medii [3];
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

} elev;
// se defineste variabila cu tipul elev
elev  e;

int i;
{
// se introduc mediile unui elev
for (i=0; i<3;i++)

{cout<< ” media:”<<i; 
cin>> e.medii[i];

}
}
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6.4. Gruparea datelor organizate în structuri neomogene

Datele cu semnificaþii diferite  care necesitã gruparea în structuri neomogene reprezintã, în
cele mai frecvente cazuri, caracteristici sau atribute ale unei situaþii din realitate (entitate): per-
soanã, produs, carte, maºinã etc. Memorarea datelor prin care poate fi descrisã o entitate se face
într-o singurã zonã de memorie (variabilã); dacã în problemã sunt prelucrate date despre mai
multe instanþe ale unei entitãþi (mai multe persoane, mai multe produse), se vor pãstra întotdeau-
na datele ultimei instanþe introduse (ultima persoanã, ultimul produs).

Exemplu:
La un magazin, se vând într-o zi n produse. Se cunosc cantitatea ºi preþul fiecãrui produs; se

doreºte calcularea ºi afiºarea valorii  totale a  produselor vândute într-o zi.
Rezolvarea problemei necesitã introducerea, pe rând, a datelor despre fiecare produs. Pentru

fiecare produs introdus, se calculeazã valoarea:
valoare = cantitate * pret.

Valoarea calculatã se însumeazã la total:
total= total + valoare.

La sfârºit, se afiºeazã totalul.  (Tabelul 14)

Tabelul 14. Exemplu Magazin

PASCAL C/C++

program produse;

{ se defineste articolul  produs }
Type produs=record

cantitate:byte;
pret:real;

end;
{se defineste variabila cu tipul produs}
var p: produs;
{se definesc variabilele de lucru}
var valoare, total: real;

n, i :integer;

begin

{se introduce numarul de produse}
Write(’numarul de produse:’); 
readln (n);
total:=0;
for i:= 1 to n do
begin

#include <iostream.h>
void main ()
{
// se defineste articolul  produs 
Typedef struct 

{unsigned cantitate
float pret;
} produs;

// se defineste variabila cu tipul produs
produs  p;
//se definesc variabilele de lucru
float  valoare, total=0;

int    n, i ;

//se introduce numarul de produse
cout<< ” numarul de produse:”;
cin>> n;
for (i=1; 1<n; i++)
{
//se introduc  datele unui produs
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În cele mai multe situaþii reale, se pãstreazã datele fiecãrei instanþe (fiecare persoanã,  fiecare
produs) pentru prelucrãri la nivel de grup: sortãri, selecþii. În Catalogul clasei, se pãstreazã
datele despre toþi elevii.

Gruparea instanþelor unei entitãþi (toate persoanele, toate produsele, toþi elevii) se face prin
memorarea valorilor corespunzãtoare în tablouri unidimensionale care, în acest caz, devin vec-
tori de articole. Un element al vectorului reprezintã  o instanþã (o persoanã, un produs, un elev)
ºi este de tip articol.

Câmpul unui articol dintr-un vector de articole se adreseazã punctual, cu precizarea cã, în
acest caz, numele articolului este înlocuit cu adresa acestuia în vector  (Tabelul 15).

Tabelul 15. Vectori de articole

PASCAL C/C++

{definirea tipului de date articol}
Type articol=record

camp1:tip1;
camp2:tip2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
end;

{definirea vectorului cu n elemente de  tipul
asociat articolului}
var vector:array [1..10] of articol;
var i : byte;
{adresarea unui camp dintr-un articol 
oarecare,i}
vector [i].camp

// definirea tipului de date articol
Typedef struct

{  tip1 camp1;
tip2 camp2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
}  articol;

// definirea vectorului  cu n elemente 
//de tipul asociat articolului
articol vector [10];

int i;
//adresarea unui camp dintr-un articol 
//oarecare,i}
vector [i].camp

{se introduc  datele unui produs}
write(’cantitate:’); 
readln (p.cantitate);
write (’pret:’); readln (p.pret);

{se calculeaza valoarea produsului}
valoare:= p.cantitate * p.pret;
{se insumeazã valoarea la total}
total:= total + valoare;
end;

{se afiseaza valoarea totala}
Writeln (’valoarea totala:’, total);
end

cout<< ” cantitate:”;
cin>>p.cantitate;
cout<< ” pret:”
cin>>p.pret;

//se calculeaza valoarea produsului
valoare = p.cantitate * p.pret;
//se insumeazã valoarea la total}
total= total + valoare;
}

//se afiseaza valoarea totala
cout<<”valoarea totala:”<<total;  
}
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Exemplul 1 prelucrarea a n produse

PASCAL C/C++

program produse;
{ se defineste articolul  produs }
Type produs=record

cantitate:byte;
pret:real;

end;

{se defineste vectorul p cu  100 de elemente
de  tip produs}
var p:array [1..100] of  produs;

{se definesc variabilele de lucru}
var valoare, total: real;

n, i :integer;
begin

{se introduce numarul de produse}
write(’numarul de produse:’); 
readln (n);
total:=0;
for i:= 1 to n do
begin

{se introduc  si se memoreaza  datele fiecarui
produs}
write(’cantitate:’); 
readln (p[i].cantitate);
write (’pret:’); readln (p[i].pret);

{se calculeaza valoarea produsului}
valoare:= p[i].cantitate * p[i].pret;
{se însumeazã valoarea la total}
total:= total + valoare;
end;
{se afiseaza valoarea totala}
writeln (’valoarea totala:’, total);
end.

#include <iostream.h>
void main ()
{
// se defineste articolul  produs 
Typedef struct 

{unsigned cantitate
float pret;
} produs;

// se defineste vectorul p cu 100 
//elemente de tip produs
produs  p[100];

//se definesc variabilele de lucru
float  valoare, total=0;
int    n, i ;

//se introduce numarul de produse
cout<< ” numarul de produse:”;
cin>> n;
for (i=0; i<n; i++)
{

//se introduc si se memoreaza  datele  //
fiecarui produs
cout<< ” cantitate:”;
cin>>p[i].cantitate;
cout<< ” pret:”
cin>>p[i].pret;

//se calculeaza valoarea produsului
valoare = p[i].cantitate * p[i].pret;
{se însumeazã valoarea la total}
total= total + valoare;
}
//se afiseaza valoarea totala
cout<<”valoarea totala:”<<total;  
}
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# TEME
1. Formulaþi exemple care sã necesite organizarea datelor în vectori de articole.

2. Prezentaþi o situaþie realã care sã necesite ordonarea datelor organizate în vectori de articole.

3. Alcãtuiþi o listã cu prelucrãri specifice datelor grupate în tablouri unidimensionale; pentru
fiecare prelucrare, construiþi câte un exemplu  care sã necesite gruparea  articolelor în vec-
tori de articole.

� De reþinut! ARTICOL

structurã de date necesarã pentru înregistrarea informaþiilor despre un aspect al
realitãþii  (obiect, persoanã, activitate) cu mai multe caracteristici;

fiecare caracteristicã formeazã un câmp al articolului;
fiecare câmp poate avea un tip propriu; acest aspect determinã proprietatea de

structurã neomogenã;
memorarea ºi prelucrarea datelor organizate în structuri neomegene se face la nivel

de câmp;
referirea unui câmp se face prin adresare punctualã:

– nume_articol.nume_câmp;
articolele pot fi grupate în structuri omogene: vectori de articole;
referirea  unui câmp  de articol dintr-un vector se face prin adresare punctualã,

înlocuindu-se numele articolului cu adresa acestuia în vector.

Exemplul 2 sortarea a n produse - metoda Bubble sort
var aux: produs; s:byte;
begin
{sortare crescatoare dupa campul pret}
repeat
s:=0;

for i:=1 to n-1 do
begin 

if p[i].pret> p[i+1].pret
then 

{interschimbarea se face la nivel de articol }
begin

aux:=p[i];
p[i]:= p[i+1];
p[i+1]:= aux;
s:=1;

end; 
until s=0;
writeln (’ lista preturilor’);
for i:=1 to n do
writeln (p[i].pret);
end

{produs aux; unsigned s;
//sortare crescatoare dupa campul pret
do
{

s=0;
for (i=0; i< n-1; i++) 
if p[i].pret> p[i+1].pret

//interschimbarea se face la nivel de articol 
{

aux=p[i];
p[i]= p[i+1];
p[i+1]= aux;
s=1;

}
} 
while (s);
cout<<”lista preturilor”<<endl;
for (i=0; i< n; i++)
cout<<p[i].pret<<endl;
}
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PROBLEME PROPUSE
1. Colecþie

Se doreºte înregistrarea urmãtoarelor date despre obiectele dintr-o colecþie: denumire, anul
achiziþiei, valoare.

Cerinþe:
a) realizaþi un program pentru introducerea ºi afiºarea datelor despre un obiect din colecþie;
b) realizaþi un program pentru introducerea ºi afiºarea datelor despre mai multe obiecte din

colecþie (max. 100);
c) realizaþi un program care sã determine cel mai vechi obiect din colecþie;
d) realizaþi un program care sã afiºeze obiectele din colecþie în ordinea descrescãtoare a

vechimii acestora. 

2. Concurs
Se doreºte înregistrarea urmãtoarelor date despre candidaþii înscriºi la un concurs: numele,

data naºterii (zi, lunã, an), are carnet de conducere (da/nu).
Cerinþe:
a) realizaþi un program pentru introducerea ºi afiºarea datelor despre un singur candidat;
b) realizaþi un program pentru introducerea ºi afiºarea datelor despre mai mulþi candidaþi

(max. 100);
c) realizaþi un program care sã determine  candidaþii cu aceeaºi vârstã, v, introdusã de la tas-

taturã;
d) realizaþi un program care sã afiºeze, în ordinea vârstei, candidaþii cu carnet de conducere.  

3. Catalogul clasei
Realizaþi un program cu meniu care sã rezolve urmãtoarele cerinþe ale profesorului diriginte:
– înregistrarea datelor pentru fiecare elev;
– afiºarea datelor despre elevi;
– determinarea ºi afiºarea mediei generale a clasei la sfârºit de semestru;
– afiºarea elevilor  în ordine descrescãtoare, dupã media generalã semestrialã;
– determinarea mediei generale, anuale, pentru fiecare elev;
– afiºarea elevilor  în ordine descrescãtoare, dupã media generalã anualã;
– determinarea ºi afiºarea mediei generale a clasei la sfârºit de an;
– afiºarea elevilor  în ordine crescãtoare, dupã numãrul de absenþe.

7.  ORGANIZAREA DATELOR ÎN STRUCTURI DINAMICE 

7.1. Modele de structuri dinamice

În foarte multe situaþii reale, existã  relaþii sau reguli care trebuie modelate  astfel încât soluþia
de organizare a datelor sã respecte atât semnificaþia, cât ºi  restricþiile de  comportament spe-
cifice.  
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Exemple:
Exemplul 1. Persoanele care solicitã un serviciu – co-

nectarea  la  Internet  printr-un provider autorizat – se înscriu
pe o listã de aºteptare. O cerere nouã este aºezatã, întotdeau-
na, ultima în listã.  Serviciul de conectare este acordat, întot-
deauna,  primului solicitant din listã; dupã acordarea servi-
ciului, cererea este eliminatã din listã (fig. 20 a).

Exemplul 2. O firmã de software a realizat un program
antivirus; programul este îmbunãtãþit continuu, prin tratarea
de noi viruºi;  oferta de piaþã a firmei este organizatã astfel
încât  clienþii sã aibã acces la program, începând întotdeauna
cu  ultima versiune a acestuia (fig. 20 b).

Exemplul 3. Pentru a comunica rapid ºi sigur, „ºeful”
unui  grup de copii a întocmit o listã astfel încât un mesaj sã
poatã fi transmis întregului grup, din copil în copil; „ºeful”
transmite mesajul primului copil din listã; ultimul copil
comunicã „ºefului” cã mesajul a ajuns la el (fig. 20 c).

4. Fiecare persoanã are exact doi pãrinþi; fiecare pãrinte
este o persoanã care la rândul ei are exact doi pãrinþi. Pentru
a pãstra  atât datele despre persoane, cât ºi relaþiile directe
de rudenie copil-pãrinþi, se construieºte arborele de familie
– arborele genealogic (fig. 20 d).

Figura 20
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Fiecare dintre exemplele propuse necesitã organizarea datelor dupã un model propriu: 
(1) modelul firului de aºteptare; (2) modelul stivei; (3) modelul listei circulare; (4) modelul
arborescent.

Implementarea  acestor modele într-un limbaj de programare necesitã soluþionarea urmã-
toarelor  probleme:

– organizarea datelor dupã semnificaþia acestora, cel mai frecvent în structuri omogene:
tablouri unidimensionale;

– aºezarea (intrarea) unui element din structurã dupã regula specificã modelului;
– scoaterea (ieºirea) unui  element din structurã dupã regula specificã modelului;
– accesul la elementele structurii (numãrarea/listarea elementelor) dupã regula specificã

modelului.
În fiecare dintre situaþiile reale din exemplele prezentate, numãrul elementelor variazã în

timp: oricând poate sã aparã un solicitant pentru serviciul Internet sau o versiune nouã a progra-
mului antivirus; ºi în grupul de copii poate intra sau poate pleca un copil; în orice familie, copiii
devin la rândul lor pãrinþi, ºi arborele genealogic creºte.

Întrucât numãrul elementelor  nu este constant ºi nici nu poate fi precizat în timp, structurile de
date folosite pentru implementarea acestor modele se numesc structuri dinamice. Variaþia în timp
a numãrului de elemente (aspectul dinamic al structurii) respectã relaþiile ºi disciplina (regulile de
comportament) specifice modelului. Implementarea structurilor dinamice prin memorarea acesto-
ra în tablouri unidimensionale foloseºte alocarea staticã a memoriei (mecanism de alocarea a
memoriei din segmentul de date prin care zona de memorie maxim alocatã – corespunzãtor capa-
citãþii tabloului – rãmâne la dispoziþia programului  pe toatã durata  de execuþie a acestuia). 

Aspectul  dinamic al structurilor de date este pus ºi mai bine în evidenþã în modul de alocare
dinamicã a memoriei: mecanism de alocarea a memoriei de tip Heap prin care zonele de me-
morie pot fi solicitate ºi eliberate chiar în timpul execuþiei programului.

# TEME
1. Formulaþi un exemplu real care sã necesite organizarea datelor într-un model de tip fir de

aºteptare. Puneþi în evidenþã aspectul dinamic al structurii.

2. Formulaþi un exemplu real care sã necesite organizarea datelor într-un model de tip stivã.
Puneþi în evidenþã aspectul dinamic al structurii.

3. Formulaþi un exemplu real care sã necesite organizarea datelor într-un model de tip listã cir-
cularã. Puneþi în evidenþã aspectul dinamic al structurii.

4. Formulaþi un exemplu real care sã necesite organizarea datelor într-un model de tip arbores-
cent. Puneþi în evidenþã aspectul dinamic al structurii.

5. Asociaþi modelul dinamic corespunzãtor fiecãreia dintre urmãtoarele situaþii:
a) organizarea calculatoarelor într-o reþea localã de tip inel;
b) organizarea aplicaþiilor deschise de un utilizator în sistemul de operare Windows;
c) organizarea informaþiilor pe discul sistem;
d) organizarea cererilor  de listare la imprimantã;
e) organizarea instrucþiunilor unui  program.
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7.2.  Clasificarea structurilor dinamice

Relaþiile dintre elemente determinã mai multe categorii de structuri dinamice prezentate în
clasificarea din figura 22.

Figura 22. Clasificarea structurilor dinamice

Fiecare dintre categoriile de structuri dinamice  din aceastã clasificare are proprietãþi speci-
fice (Tabelul 16).

Tabelul 16. Proprietãþile structurilor dinamice

ARBORELE GENEALOGIC
tem\ de compozi]ie

Realizaþi arborele genealogic personal printr-o pre-
zentare cât mai atractivã care sã punã în evidenþa perso-
nalitatea fiecãrui membru al familiei.  

Se poate lucra în oricare dintre aplicaþiile cu efecte
grafice cunoscute.

Sugestie de rezolvare: 
– prezentarea acestei teme de cãtre elevi, în laborator,

conduce la o activitate foarte atractivã; se pot face
„clasamente”: cel mai „înalt” arbore;  cel mai „vârstnic”
arbore, cel mai „stufos” arbore.

STRUCTURA DINAMICÃ PROPRIETÃÞI  

Listã liniarã

Relaþiile dintre elementele structurii sunt de tip succesor –
predecesor; existã un singur element fãrã predecesor, capul
listei, ºi un singur element fãrã succesor, ultimul element din
listã.

Listã oarecare
Nu existã nicio regulã pentru intrarea ºi ieºirea elementelor
din structurã.

Fir de aºteptare
Intrarea ºi ieºirea elementelor din structurã se face dupã regu-
la FIFO (First Input First Output = primul intrat, primul ieºit).

Figura 21

Structuri dinamice

liste  liniare
oarecare

stivã

fir de aºteptare (coadã)

liste circulare

arbori
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# TEME
1. Identificaþi  tipul listei liniare care poate fi asociat urmãtoarelor situaþii:

a)  Profesorul diriginte întocmeºte lista cu elevii care vor participa la o excursie cu numãr li-
mitat de locuri (mai puþine decât efectivul clasei). 

b) Întrucât numãrul elevilor care doresc sã meargã în excursie este mult mai mare decât
numãrul de locuri, profesorul diriginte reface lista pentru a-i elimina mai uºor pe cei care s-au
înscris mai târziu.

c)  La ora de Educaþie Fizicã, elevii intrã pe rând din vestiar în sala de sport; fiecare elev tre-
buie sã se alinieze, ocupându-ºi locul astfel încât, în fiecare moment, ºirul elevilor prezenþi în
salã sã fie ordonat descrescãtor dupã înãlþime.

2. Se considerã o listã liniarã oarecare cu n elemente   (n>10).
Determinaþi valoarea  urmãtoarelor expresii:
a) succesor (element 4 ) = b) predecesor (element 9) =
c) succesor (element n ) = d) predecesor (element n) = 
e) succesor (element 1 ) = f) predecesor (element 1) = 
g) succesor (predecesor (n)) = h) predecesor (predecesor (3)) =

3. Stabiliþi relaþia prin care o listã liniarã oarecare cu n elemente  poate fi transformatã într-o listã
circularã.

4.  4.1. Pentru fiecare membru din  arborele  genealogic personal,  determinaþi:
a) numãrul descendenþilor;
b) numãrul ascendenþilor;
c) numãrul elementelor terminale (fãrã descendenþi).  
4.2. Precizaþi care este semnificaþia elementelor terminale din arborele genealogic personal.
4.3. Care este semnificaþia elementului rãdãcinã din  arborele genealogic personal?
4.4. Cum ar trebui construit arborele genealogic personal, astfel încât autorul sã fie un ele-

ment terminal? 

Stivã
Intrarea ºi ieºirea elementelor din structurã se face dupã regula
LIFO (Last Input First Output = ultimul intrat, primul ieºit).

Listã circularã
Relaþiile dintre elementele structurii sunt de tip succesor –
predecesor; nu existã niciun element fãrã predecesor sau fãrã
succesor.

Arbori

Relaþiile dintre elementele structurii sunt de tip ascendent –
descendent; existã un singur element fãrã ascendent –
rãdãcina arborelui – ºi unul sau mai multe elemente fãrã
descendenþi – elementele terminale sau frunze.
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7.3.  Prelucrãri specifice structurilor dinamice liniare

Pentru organizarea datelor în structuri dinamice liniare, sunt necesare urmãtoarele prelucrãri:
Crearea structurii dinamice: aceastã prelucrare corespunde memorãrii datelor pentru

primul element din structurã. 
Parcurgerea structurii dinamice: aceastã prelucrare  permite localizarea fiecãrui element

din structurã, respectându-se regulile de ordine  specifice  modelului  de structurã dinamicã.
Actualizarea structurii dinamice: aceastã prelucrare permite modificarea numãrului de ele-

mente din structurã prin adãugare sau inserare de elemente noi sau prin eliminarea unor ele-
mente; tot prin actualizare, se pot modifica informaþiile specifice unui element.

În Tabelul 17 sunt descrise operaþiile necesare implementãrii acestor prelucrãri.

Tabelul 17. Structuri dinamice – prelucrãri ºi operaþii  specifice

PRELUCRARE OPERAÞII SPECIFICE

STAREA STRUCTURII
(numãrul n de elemente)

ÎNAINTE DE 
PRELUCRARE

DUPÃ 
PRELUCRARE

CREARE

– se verificã dacã structura
este vidã

– se memoreazã datele pentru
primul element  din structurã

dacã n=0
(structura este
vidã)

atunci
n=1

altfel
operaþie fãrã sens

PARCURGERE

Totalã
– localizarea tuturor ele-

mentelor
Nu se modificã nici numãrul, nici 
valorile elementelor.

Parþialã
– localizarea elementelor

care îndeplinesc o condiþie
specificatã

ACTUALIZARE 

Adãugare /
Inserare

– se verificã dacã s-a comple-
tat capacitatea structurii

– se memoreazã datele pen-
tru un  element nou  care
intrã în structurã respec-
tând  regula de intrare
specificã modelului.

dacã
n=capacitatea
structurii

atunci
operaþie imposibilã
altfel

n+1 elemente

ªtergere

– se verificã dacã structura
este vidã

– se eliminã din structurã un
element respectând regula de
ieºire specificã modelului.

dacã
n= 0 

structura este vidã

atunci
operaþie imposibilã
altfel
n-1 elemente

Modificare

Se localizeazã (prin parcur-
gere parþialã) elementul ale
cãrui valori trebuie modifi-
cate; se modificã valorile
elementului localizat.

Nu se modificã numãrul de elemente din
structurã; se modificã valorile pentru
unul sau mai multe elemente.
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# TEME
1. Precizaþi de ce este necesarã cunoaºterea capacitãþii  unei structuri dinamice  în varianta imple-

mentãrii prin alocarea staticã a memoriei.

2. Identificaþi situaþiile în care pot fi date urmãtoarele mesaje:
a) operaþie fãrã sens, listã existentã;
b) operaþie imposibilã, listã vidã;
c) operaþie imposibilã, element inexistent;
d) nu este permisã operaþia de inserare.

3. Alcãtuiþi  câte o secvenþã de operaþii elementare, necesarã fiecãreia dintre urmãtoarele prelu-
crãri:
a) afiºarea numãrului de elemente dintr-o listã oarecare;
b) intrarea unui element nou într-un fir de aºteptare;
c) afiºarea numãrului de ordine al elementelor care respectã  o condiþie specificatã;   
d) verificarea existenþei  în listã a unui element care respectã  o condiþie specificatã;
e) ieºirea unui element dintr-o stivã. 

7.4.   Implementarea structurilor dinamice liniare

7.4.1.   FIRUL DE A{TEPTARE (COADA)
Disciplina structurii dinamice fir de aºteptare sau coadã este de tip FIFO (First Input First

Output = primul intrat, primul ieºit). Implementarea într-un limbaj de programare a acestui
model de structurã dinamicã revine la controlul operaþiilor de intrare/ieºire  în/din structurã, ast-
fel încât sã fie respectatã disciplina FIFO.

În acest scop, structura va fi controlatã prin:
(1) doi marcatori  (indici) de poziþie pe care îi vom numi primul ºi ultimul (fig. 22).

(2) capacitatea structurii (numãrul maxim de elemente alocate pe care îl vom nota cu n).

Cazuri particulare
Dacã firul de aºteptare nu conþine niciun element, firul este gol  (fir vid).
Dacã a fost ocupatã toatã capacitatea structurii, firul este plin.

1

primul ultimul

2 3 . . . . . . . . . . n-1 n

Figura 22
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Prelucrãrile specifice firului de aºteptare
crearea are sens doar dacã firul este gol (fir vid);
intrarea unui element nou: 

– un element poate intra în structurã, doar dacã nu a fost completatã capacitatea structurii
(„mai sunt locuri libere”);

– întotdeauna, noul element se aºazã la sfârºitul structurii, el devine ultimul;
ieºirea unui element (întrucât firele de aºteptare/coada se formeazã pentru satisfacerea

unor cereri, „servicii”, spunem  cã ieºirea din fir are loc când  primul element a fost servit):
– un element poate  ieºi din structurã, doar dacã  firul nu este vid (existã cel puþin un element);
– întotdeauna, dupã ieºirea unui element din structurã, toate elementele se deplaseazã „în

faþã”; coada „avanseazã” ºi elementul ajuns pe poziþia primul poate fi servit (fig. 23);

parcurgerea se poate efectua doar dacã firul nu este vid:
– parcurgerea se poate face pentru determinarea numãrului de elemente „aºezate la coadã”,

pentru afiºarea elementelor sau pentru determinarea unor proprietãþi;
– parcurgerea se face întotdeauna de la primul la ultimul element.

Elementele firului de aºteptare pot fi persoane, obiecte, procese care aºteaptã satisfacerea
unor cereri; exemple: 

– persoanele înscrise pe o listã de aºteptare pentru rezervãri de bilete, acceptarea la un inter-
viu etc.;

– persoanele care aºteaptã la rând pentru efecturea unor plãþi, cumpãrarea de produse etc.;
– maºinile aflate într-un spaþiu de parcare la o benzinãrie;
– evenimentele planificate într-o locaþie (concerte, concursuri etc.).

În cele mai frecvente situaþii, se înregistreazã mai multe informaþii despre elementele firului
de aºteptare. Fiecare element din fir este descris ca o structurã eterogenã – articol; firul de
aºteptare va fi memorat într-un vector de articole.

Pentru început, vom considera cã fiecare element este descris prin numãrul sãu de ordine
(vector cu valori întregi, pozitive). 

În continuare, se prezintã secvenþa pseudocod a operaþiilor necesare implementãrii unui fir
de aºteptare.

primul ultimul

2 3 . . . . . . . . . . n-1 n

Figura 23
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început fir _de_ aºteptare_1
// se lucreazã  cu vectorul F pentru care se alocã 100 de elemente
//  variabile de lucru: 
// n numãrul maxim de elemente  din fir (capacitatea firului )
// primul    ultimul marcatori de poziþie
//  i indicele de adresã pentru F
// nr numãrul de elemente din fir

// secvenþa de iniþializare
// secvenþa poate fi completatã cu validarea lui n faþa de numãrul de elemente alocate (100)
scrie introduceti valoare pentru capacitatea firului de asteptare, n=
citeºte n 
pentru i=1 la n executã
F[i] ← 0
sfârºit pentru
primul←0     // fir vid; se considerã cã adresarea elementelor din vector începe de la 1
ultimul←0

// sfârºit secvenþa de iniþializare

// secvenþa pentru creare
dacã  primul = 0     
atunci

bloc
primul←1 
scrie introduceti valoare pentru primul element F[primul]=
citeºte F[primul]
ultimul← primul 

sfârºit  bloc
altfel

scrie   operatie fara sens: firul nu este vid 
sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa creare 

// secvenþa pentru intrarea unui element nou
ultimul ← ultimul+1
dacã ultimul < =n

atunci
bloc

scrie introduceti valoare pentru noul  element F[ultimul]=
citeºte F[ultimul]

sfârºit  bloc

altfel
scrie   operatie imposibila:  firul este plin

sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa  pentru intrarea unui element nou
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// secvenþa pentru ieºirea (servirea) unui element
dacã primul =o

atunci
scrie   operatie imposibila:  firul este gol

altfel
bloc

scrie   este servit elementul F[primul]

// coada avanseazã – secvenþa A secvenþa B
pentru i= primul la ultimul-1 executã dacã primul < ultimul

F [i] ← F[i+1] atunci
sfârºit   pentru F[primul] ← 0

F[ultimul] ← 0 primul ← primul +1
ultimul ← ultimul -1 sfârºit  dacã

sfârºit  bloc
sfârºit dacã
//sfârsit  secvenþa  pentru ieºirea unui element

//secvenþa pentru parcurgerea firului: se afiºeazã elementele din ºir ºi lungimea firului
dacã primul =o

atunci
scrie   operatie imposibila:  firul este gol

altfel
bloc

nr ← 0
pentru i= primul la ultimul executã

bloc
scrie  F [i]
nr ← nr + 1

sfârºit  bloc   
sfârºit pentru

scrie  firul contine nr elemente
sfârºit  bloc

sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa  pentru  parcurgerea firului de aºteptare

sfârºit fir _de_ aºteptare_1
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Pentru simularea aspectului dinamic al firului de aºteptare, sugerãm implementarea prelu-
crãrilor specifice printr-un program cu meniu (fig. 24).

început   fir _de_ aºteptare_2
//se afiºeazã opþiunile din meniu
optiune ← 0
repetã
// se sterge ecranul
// afiºare meniu

repetã
scrie  fir de asteptare –prelucrãri specifice
scrie 1 creare
scrie  2 intrarea unui  element nou
scrie 3 iesirea unui element
scrie  4 parcurgere
scrie  5 sfarsit program

scrie  introduceti optiunea (1,2,3,4,5):
citeste optiune

pânã când  optiune <=5    // se valideazã optiunea 
selecteazã  optiune

optiune=1  
// secvenþã creare

optiune=2
// secvenþã  intrare element nou

optiune=3
// secvenþã ieºire element

optiune=4
// secvenþã parcurgere

optiune=5
scrie    sfarsit program

sfârºit selecteazã
pânã când optiune=5

sfârºit fir _de_ aºteptare_2

Meniu FIFO

1. Creare

2. Intrare

3. Servire

4. Parcurgere

5. Exit

Optiune _

Figura 24

Printr-o singurã rulare a programului, utilizatorul poate sã  aleagã  din meniu, de mai multe
ori, opþiunea corespunzãtoare simulãrii firului de aºteptare. 

Spre exemplu,  pentru simularea intrãrii primului element urmatã de intrarea a încã trei ele-
mente ºi ieºirea a douã elemente, utilizatorul poate dirija execuþia programului prin urmãtoarea
secvenþã de opþiuni:  1,  4,  2, 4, 2, 4, 2 ,4, 3, 4, 3, 4, 5.
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Dupã fiecare opþiune care simuleazã dinamica structurii (creare, intrare, ieºire), s-a ales par-
curgerea (opþiunea 4) prin care se afiºeazã elementele din fir. În acest mod, utilizatorul poate
controla dacã programul modeleazã corect firul de aºteptare.  

# TEME
1. Codificaþi, în limbajul de programare studiat, fiecare  dintre  secvenþele pseudocod propuse

pentru simularea unui  fir de aºteptare.

2. Precizaþi care este efectul urmãtoarei secvenþe de opþiuni : 
a) crearea ºi parcurgerea firului de aºteptare;
b) crearea, intrarea unui nou element ºi parcurgerea firului de aºteptare;
c) crearea, ieºrea unui element ºi parcurgerea firului de aºteptare;
d) ieºirea unui element din firul de aºteptare.

3. Care este efectul eliminãrii din program a secvenþei de instrucþiuni pentru crearea firului de
aºteptare?

4. Compuneþi un program nou care sã nu conþinã secvenþa de creare.

5. Pentru ieºirea unui element din coadã, au fost propuse douã secvenþe care simuleazã 
„avansul”: secvenþa A ºi secvenþa B. Urmãriþi secvenþa B ºi rãspundeþi la urmãtoarele întrebãri:
a) Care este semnificaþia momentului primul = ultimul?
b) Cum pot fi utilizate locaþiile de memorie eliberate prin ieºirea unui element?

6. Realizaþi un program cu meniu pentru modelarea urmãtoarei situaþii:
Mai multe persoane se înscriu pentru rezervarea de bilete la un spectacol la care au acces

doar elevii. Se cunosc numãrul de bilete ºi anul naºterii fiecãrei persoane înscrisã pe listã.
Organizatorii doresc sã afle numãrul de persoane înscrise, câþi elevi s-au înscris, câte bilete
disponibile mai sunt.    

7. Propuneþi o situaþie realã a cãrei rezolvare  cu calculatorul sã necesite modelarea datelor prin
fire de aºteptare.

7.4.2.  STIVA
Disciplina structurii dinamice  numitã stivã este de tip

LIFO (Last Input First Output =ultimul intrat, primul ieºit).
Implementarea într-un limbaj de programare a acestui model
de structurã dinamicã revine la controlul operaþiilor de
intrare/ieºire  în/din structurã, astfel încât sã fie respectatã 
disciplina LIFO.

În acest scop, structura va fi controlatã prin:
� doi marcatori  (indici) de poziþie pe care îi vom numi

bazã ºi vârf (fig. 25);
� capacitatea structurii (numãrul maxim de elemente 

alocate pe care îl vom nota cu n).

← vârf

← bazã

n

n-1

3

2

1

Figura 25
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Prelucrãrile specifice stivei

crearea are sens doar dacã  stiva este goalã  (stivã vidã);

intrarea unui element nou:
– un element poate intra în structurã doar dacã nu a fost completatã capacitatea structurii

(„mai sunt locuri libere”);
– întotdeauna, noul element se aºazã peste celelalte elemente, în vârful stivei;
– dupã intrarea unui element nou în stivã, spunem cã „stiva creºte”;

ieºirea unui element:
– un element  poate ieºi din structurã, doar dacã  stiva  nu este vidã (existã cel puþin un element);
– întotdeauna, iese din structurã elementul aflat în vârful stivei;
– dupã ieºirea unui element din stivã, spunem cã „stiva scade ”;

parcurgerea se poate efectua doar dacã stiva  nu este vidã:
– parcurgerea se poate face pentru determinarea numãrului de elemente „stivuite”,  pentru

afiºarea elementelor sau pentru determinarea unor proprietãþi;
– parcurgerea se face întotdeauna de la vârf spre bazã.

Elementele stivei pot fi persoane, obiecte, procese care aºteaptã rezolvarea unei solicitãri
dupã regula LIFO; exemple: 

– persoanele propuse pentru disponibilizare de la un loc de muncã al cãrui manager þine
seama de vechimea angajaþilor;

– vagoanele de tren aflate în probã pe o linie de manevrã; 
– programele activate de un utilizator Windows.

Cazuri particulare
� Dacã stiva  nu conþine niciun element, stiva este goalã (stivã  vidã).
� Dacã a fost ocupatã toatã capacitatea structurii, stiva este plinã.

← vârf

← bazã

n

n-1

3

2

1

Figura 26



57

În cele mai frecvente situaþii, se înregistreazã mai multe informaþii despre  elementele  aflate
în stivã. Fiecare element din stivã  este descris  ca o structurã eterogenã – articol;  pentru memo-
rarea elementelor din stivã se va folosi un vector de articole.

Pentru început, vom considera cã fiecare element este descris prin numãrul sãu de ordine
(vector cu valori întregi, pozitive). În continuare, se prezintã secvenþa pseudocod a operaþiilor
necesare implementãrii  stivei.

început stiva1
// se lucreazã  cu vectorul S pentru care se alocã 100 de elemente
//  variabile de lucru: 
// n numãrul maxim de elemente  din stivã (capacitatea stivei )
// baza  vârf marcatori de poziþie
//  i indicele de adresã pentru S
// nr numãrul de elemente din stivã

// secvenþa de iniþializare
// secvenþa poate fi completatã cu validarea lui n faþã de numãrul de elemente alocate (100)

scrie introduceti valoare pentru capacitatea stivei, n=
citeºte n 
pentru i=1 la n executã
S[i] ← 0
sfârºit pentru
//   stiva  este vidã; se considerã cã adresarea elementelor din vector începe de la 1

vârf←0  
baza←0     

//  sfârºit secvenþa de iniþializare

// secvenþa pentru creare
dacã  vârf = 0     
atunci

bloc
vârf←1 

scrie introduceti valoare pentru elementul din varful stivei S[vârf]=
citeºte S[vârf] 

sfârºit bloc
altfel

scrie   operatie fara sens:stiva  nu este vida 
sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa creare
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// secvenþa pentru intrarea unui element nou
vârf vârf+1   //  stiva creºte
dacã vârf < =n

atunci
bloc

scrie introduceti valoare pentru elementul din varful stivei S[vârf]=
citeºte S[vârf] 

sfârºit bloc

altfel
scrie   operatie imposibila: stiva este plinã

sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa  pentru intrarea unui element nou
// secvenþa pentru ieºirea unui element
dacã vârf =0

atunci
scrie   operatie imposibila: stiva  este goala

altfel
bloc

scrie   iese elementul din varful stivei S[varf]
// stiva scade

S[varf] ←0
varf ← varf – 1

sfârºit bloc
sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa  pentru ieºirea unui element

//secvenþa pentru parcurgerea stivei: 
//se afiºeazã elementele din stivã ºi  înãlþimea stivei
dacã vârf =o

atunci
scrie   operatie imposibila: stiva este goala

altfel
bloc

nr ← 0
pentru i= vârf la baza executã

bloc
scrie  S [i]

nr ← nr + 1
sfârºit  bloc   

sfârºit pentru
scrie  stiva  contine nr elemente

sfârºit  bloc
sfârºit dacã
//sfârºit  secvenþa  pentru  parcurgerea stivei
sfârºit stiva1
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început   stiva2
//se afiºeazã opþiunile din meniu
optiune 0

repetã
// se ºterge ecranul
// afiºare meniu

repetã
scrie  operatii asupra stivei     
scrie 1 creare
scrie  2 intrare element nou
scrie 3 iesirea unui element
scrie  4 parcurgere
scrie  5 sfarsit program

scrie  introduceti optiunea (1,2,3,4,5):
citeºte optiune

pânã când  optiune <=5    // se valideazã optiunea 

selecteazã  optiune
optiune=1  

// secventa creare
optiune=2

// secventa  intrare element nou
optiune=3

// secventa iesire element
optiune=4

// secventa parcurgere
optiune=5

scrie    sfarsit program
sfârºit selecteazã

pânã când optiune=5
sfârºit stiva2

Meniu LIFO

1. Creare

2. Intrare

3. Ieºire

4. Parcurgere

5. Exit

Optiune: _

Figura 27

Pentru simularea aspectului dinamic al stivei, sugerãm implementarea prelucrãrilor specifice
printr-un program cu meniu (fig. 27).

y Printr-o singurã rulare a programului, utilizatorul poate sã aleagã din meniu, de mai multe
ori, opþiunea corespunzãtoare simulãrii stivei. 
y Spre exemplu,  pentru simularea intrãrii primului element urmatã de intrarea a încã trei

elemente ºi ieºirea a douã elemente, utilizatorul poate dirija execuþia programului prin urmã-
toarea secvenþã de opþiuni:  1,  4,  2, 4, 2, 4, 2, 4, 3, 4, 3, 4, 5.
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y Dupã fiecare opþiune care simuleazã dinamica structurii (creare, intrare, ieºire) s-a ales 
parcurgerea (opþiunea 4) prin care se afiºeazã elementele stivei. În acest  mod, utilizatorul poate
controla dacã programul modeleazã corect stiva. 

# TEME
1. Codificaþi, în limbajul de programare studiat, fiecare  dintre  secvenþele pseudocod propuse

pentru simularea stivei.

2. Precizaþi care este efectul urmãtoarei secvenþe de opþiuni: 
a) crearea ºi parcurgerea stivei;
b) crearea, intrarea unui nou element ºi parcurgerea stivei;
c) crearea, ieºirea unui element ºi parcurgerea stivei;
d) ieºirea unui element din stivã.

3. Precizaþi  care este efectul eliminãrii din program a secvenþei de instrucþiuni pentru crearea
stivei.

4. Compuneþi un program nou care sã nu conþinã secvenþa de creare a stivei.

5. Care este rolul marcatorului de poziþie  baza stivei?

6. Compuneþi un program nou în care marcatorul baza sã  aibã valoarea n (capacitatea stivei).

7. Realizaþi un program cu meniu pentru modelarea urmãtoarei situaþii:
La biblioteca ºcolii, cãrþile de Informaticã sunt atât de solicitate, încât  bibliotecara nu le mai

pune la loc în raft decât la sfârºitul zilei; în rest, le aºazã una peste alta pe masã; s-a constatat cã
nici elevii nu selecteazã cãrþile ºi împrumutã de fiecare datã cartea aflatã „la vedere” (deasupra
celorlalte cãrþi). Teancul de cãrþi nu poate depãºi n exemplare (n≤25). Se cunoaºte autorul,  anul
editãrii ºi preþul fiecãrei cãrþi. Dorim sã aflãm, la cerere, numãrul cãrþilor, valoarea acestora pre-
cum ºi numãrul cãrþilor împrumutate într-o zi. (Execuþia programului va simula activitatea de
restituire ºi împrumut pe parcursul unei zile.)

8. Propuneþi o situaþie realã a cãrei rezolvare  cu calculatorul sã necesite modelarea datelor prin
structuri dinamice de tip stivã.

PROBLEME PROPUSE
1. La un cabinet medical, pacienþii intrã la consultaþie în ordinea sosirii. Despre fiecare pacient

se cunoaºte anul naºterii, genul (M/F),  înãlþimea ºi greutatea. Realizaþi un program care sã
simuleze înregistrarea pacienþilor în lista de aºteptare, modificarea listei dupã fiecare consul-
taþie ºi determinarea urmãtoarelor informaþii:
a) numãrul pacienþilor care aºteaptã pentru consultaþie;
b) numãrul pacienþilor bãrbaþi  care aºteaptã pentru consultaþie;
c) numãrul pacienþilor supraponderali care aºteaptã pentru consultaþie ( greutatea ≥ 80 Kg ºi

înãlþimea ≤1,70m).
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2. Pentru a rezolva mai repede solicitãrile unor clienþi nemulþumiþi de serviciile primite,  Oficiul
pentru protecþia consumatorilor a decis sã înfiinþeze, pe lângã ghiºeul de lucru G1, un ghiºeu
nou, G2. Coada formatã la ghiºeul G1 este reorganizatã astfel: clienþii cu numãr de ordine
par trec la ghiºeul G2.

Realizaþi un program  pentru simularea celor douã cozi: G1 ºi G2 pornind de la o coadã
iniþialã, G1. Stabiliþi singuri datele memorate pentru fiecare client.

3. Realizaþi un program pentru adunarea a douã numere foarte mari. Justificaþi structura dina-
micã folositã.   

4. Realizaþi un program pentru afiºarea în ordine inversã a unui text introdus de la tastaturã
(exemplu: textul introdus este mai mult ca perfectul textul afiºat este lutcefrep ac tlum iam).
Justificaþi structura dinamicã folositã.

5. Realizaþi un program pentru transformarea unui numãr din baza 10 în baza 2. Justificaþi struc-
tura dinamicã folositã.

6. Se considerã formate douã cozi C1ºi C2; în cele douã cozi sunt memorate valori numerice. Sã se
formeze o coadã nouã, C3, prin aºezarea elementelor din coada C2 dupã elementele cozii C1.
Exemplu:
Coada C1 este: 7, 3, 6, 5, 8, 9, 2.
Coada C2 este: 6, 8, 1, 2, 5, 1, 3, 5, 9.
Se obþine coada C3: 7, 3, 6, 5, 8, 9, 2, 6, 8, 1, 2, 5, 1, 3, 5, 9.

7. Se considerã formate douã stive S1 ºi S2; în cele douã stive sunt memorate valori numerice. Sã
se formeze o stivã nouã, S3, prin aºezarea elementelor din stiva S2 peste elementele stivei S1.
Exemplu:
Stiva S1 este: 7, 3, 6, 5, 8, 9, 2.
Stiva S2 este: 6, 8, 1, 2, 5, 1, 3, 5, 9.
Se obþine stiva S3: 6, 8, 1, 2, 5, 1, 3, 5, 9, 7, 3, 6, 5, 8, 9, 2.

8. Realizaþi un program care sã prelucreze o secvenþã  de comenzi pentru un calculator de buzu-
nar; prima comandã executatã este prima comandã din secvenþã. Fiecare comandã are urmã-
toarea structurã:

operator1  operand operator2
unde: operator1, operator2 sunt valori numerice reale iar operand poate avea valorile 
S-sumã, D–diferenþã  P–produs,  E–sfârºitul secvenþei de comenzi (sfârºit prelucrare).
Exemplu: 

9. Un ºir de caractere conþine duplicate în serie (caractere de acelaºi fel care se repetã unul dupã
altul). Se doreºte rafinarea ºirului prin eliminarea duplicatelor în serie. ªirul vid este ºir rafinat.

Secvenþa de comenzi rezultate

3.4  S  3
25.5 D 20.5
12 P 4
E

6.4
5
48
sfârºit prelucrare



Exemplu:
ªirul iniþial este:  912222223444355aa16777777800095.
ªirul final este: 96895.

10. Într-un  grup de n copii existã relaþii de prietenie; fiecare copil este identificat prin numãrul sãu
de ordine în grup; fiecare copil poate fi prieten cu mai mulþi copii din grup. Profesorul diriginte
doreºte sã aºeze copiii într-o ordine care sã punã în evidenþã relaþiile de prietenie, ºi anume:
începând cu un copil oarecare i, acesta îºi strigã toþi prietenii – în ordinea crescãtoare a numãru-
lui; prietenii copilului i se aºazã în rând, unul dupã altul. Primul copil care urmeazã în ºir dupã
copilul i îºi strigã toþi prietenii – în ordinea crescãtoare a numãrului; aceºtia se aºazã ºi ei în
rând, unul dupã altul (dacã un copil a fost strigat înainte, el îºi pãstreazã locul în rând).  

Cerinþe

a) Specificaþi structurile necesare organizãrii datelor din aceastã problemã.
b) Determinaþi situaþiile particulare care pot fi întâlnite în grupul de copii.
c) Formulaþi exemple numerice care sã punã în evidenþã situaþiile particulare determinate.
d) Realizaþi un program care sã afiºeze aranjarea copiilor din grup în ordinea doritã de pro-

fesorul diriginte.
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1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

Figura 28

a) b)

Pentru i=2, ordinea copiilor
în ºir este: 2, 1, 3, 5, 4, 6.

Exemplul 1: în grup sunt 6 copii.
Relaþiile de prietenie dintre copii:

Exemplul 2: în grup sunt 6 copii.
Relaþiile de prietenie dintre copii:

Pentru i=3, ordinea copiilor
în ºir este: 3, 2, 5,  1, 4, 6.

MINIPROIECT ÎN ECHIPÃ. COMPANIA EFICIENT
Etapa: Analizã (identificarea datelor ºi a prelucrãrilor)
Cerinþe: 
1. Analizaþi datele ºi cerinþele prezentate în studiul de caz Compania Eficient (pag. 3); jus-

tificaþi formele de organizare a datelor prin analiza comparativã dupã eficienþa prelucrãrii aces-
tora cu calculatorul.

2. Alcãtuiþi documentaþia de proiect corespunzãtoare acestei etape.



1. UN EXEMPLU DE MODULARIZARE

Modularizarea ca metodã de rezolvare a problemelor s-a dovedit foarte utilã nu numai în pro-
gramare, ci ºi în alte domenii ale ºtiinþei ºi chiar în viaþa de zi cu zi.

Rezolvarea acestei „probleme” prin modularizare prezintã urmãtoarele avantaje:

problemele (p1.1), (p1.2) , … , (p3.2) sunt mult mai simple ºi mai uºor de rezolvat decât
problema iniþialã; ele pot fi rezolvate ºi verificate – independent;
soluþia gãsitã pentru o anumitã subproblemã poate fi folositã ºi pentru alte subprobleme;
de exemplu: problemele (p2.2) ºi (p2.3) se pot rezolva la fel ca ºi problema (p1), (fig. 29);
acest fapt determinã o mare economie de efort ºi de timp de lucru;
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Capitolul

SUBPROGRAME 2
A. ORGANIZAREA FESTIVITÃÞII DE ABSOLVIRE A LICEULUI

Sã presupunem cã avem de organizat festivitatea de absolvire a liceului. 
Pare mult mai greu decât în cazul organizãrii unei onomastici; de aceea, vom încerca sã

descompunem „problema” în probleme mai „mici”: 
(p1) cum vom contacta invitaþii? 
(p2) cum vom organiza partea distractivã? 
(p3) cum vom organiza partea culinarã? 
Problema (p1) se poate ºi ea descompune în alte trei probleme:
(p1.1) lista celor care pot fi anunþaþi telefonic; 
(p1.2) lista celor care pot fi anunþaþi prin e-mail; 
(p1.3) lista celor care pot fi anunþaþi prin poºtã. 
Problema (p2) se poate descompune în douã subprobleme: 
(p2.1) stabilirea scenariului, alegerea formaþiilor ºi a soliºtilor;
(p2.2) anunþarea formaþiilor ºi a soliºtilor invitaþi.
Problema (p3) se poate descompune la rândul ei în urmãtoarele subprobleme:
(p3.1) alcãtuirea meniului;
(p3.2) contactarea furnizorilor.



soluþia gãsitã pentru o anumitã subproblemã poate fi adaptatã pentru rezolvarea altor pro-
bleme: de exemplu, soluþia problemei (p2.2) poate fi adaptatã ºi poate conduce la
rezolvarea problemei (p3.2). ªi acest fapt determinã o mare economie de efort ºi de timp
de lucru;
având de rezolvat mai multe probleme independente – mai simple – în loc de una singurã
– mai complicatã – soluþionarea acestora se poate face independent de cãtre diverse per-
soane; acest fapt determinã, de asemenea, o mare economie de timp de lucru. 

Figura 29 ilustreazã structurarea ºi descompunerea problemei de mai sus în subprobleme
(blocurile corespunzãtoare problemelor care admit aceeaºi soluþie au fost haºurate identic).
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(P) Organizarea festivitãþii de absolvire a liceului

(p1) cum vom contacta invitaþii?

(p1.1) lista celor care pot fi anunþaþi telefonic;

(p2) cum vom organiza partea distractivã?

(p2.1) scenariul: formaþii ºi soliºti

(p2.2) invitarea formaþiilor

(p1.2) lista celor care pot fi anunþaþi prin e-mail;

(p1.3) lista celor care pot fi anunþaþi prin poºtã.

(p2.2.1) lista celor care pot fi anunþaþi telefonic;

(p2.2.2) lista celor care pot fi anunþaþi prin e-mail;

(p2.2.3) lista celor care pot fi anunþaþi prin poºtã.

(p3) cum vom organiza partea culinarã?

(p3.1) alcãtuirea meniului

(p3.2) contactarea furnizorilor
(p3.2.1) lista celor care pot fi anunþaþi telefonic;

(p3.2.2) lista celor care pot fi anunþaþi prin e-mail;

(p3.2.3) lista celor care pot fi anunþaþi prin poºtã.

Figura  29. Descompunerea unei probleme în subprobleme



B. CUM FOLOSIM MODULARIZAREA LA NIVELUL UNUI PROGRAM?

Orice program poate fi considerat o funcþie în sensul matematic al cuvântului: 
– programul primeºte date de intrare (argumente; de ex. numerele: 1500; 19,44; 13,89; 25);
– programul aplicã datelor de intrare un ºir de prelucrãri (de ex.: înmulþirea, ridicarea la

pãtrat, împãrþirea la 2);
– programul furnizeazã rezultate (în cazul nostru, va-

lorile: 283.435; 144.699; 468.750).
„Programul” calculeazã energia cineticã dezvoltatã

de un corp de masã m (aici: un autoturism de 1,5 tone),
atunci când viteza sa este egalã cu 70, 50, respectiv
90 km/h1 (adicã atunci când circulã în localitãþi, în afara
lor, respectiv pe autostrãzi). Cu alte cuvinte, avem de a
face cu calcularea energiei cinetice dupã relaþia:

sau, cu o funcþie

Sã simplificãm puþin lucrurile ºi sã presupunem cã masa corpului pentru care trebuie calculatã
energia cineticã este constantã, variind doar viteza. Obþinem o funcþie cu un singur argument:

Dacã examinãm expresia funcþiei f1, observãm cã aceasta rezultã din compunerea a douã

funcþii: (1) funcþia h pentru ridicarea la pãtrat:

(2) funcþia  g pentru înmulþirea cu o constantã:

adicã:
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Definiþie
Un modul de program este o unitate de prelucrare care face parte dintr-un program.

2

2vm
cE

⋅
= 2

),(,:
2vmvmfRRRf ⋅

=→× +++

2)(,: vvhRRh =→

2
,)(,: mkundewkwgRRg =⋅=→

1 70km/h  ≈ 19,44 m/s2;   50km/h  ≈ 13,89 m/s2;   90km/h  ≈ 25 m/s2.

2
11 2

)(,: vmvfRRf ⋅=→ ++

))(()(,,: 111 vhgvfhgfRRf ==→
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date_de_intrare
citeºte

prelucreazã

afiºeazã

program

date_program

date_program rezultate

rezultate date_de_ieºire

date_de_intrare date_de_ieºire

În matematicã, putem obþine funcþii oricât de complexe prin compunerea funcþiilor ele-
mentare (funcþia polinomialã, funcþia raþionalã, funcþia de ridicare la putere sau de extragere de
radical etc.).

În programare, putem construi programe oricât de complexe prin tehnica de modularizare,
adicã prin înlãnþuirea logicã a unor „unitãþi elementare” de program: citirea datelor de intrare,
prelucrarea lor, afiºarea rezultatelor obþinute în urma prelucrãrii datelor. Un modul de prelucrare
poate rezulta din înlãnþuirea logicã a mai multor module: calcularea valorii minime dintr-un set
de valori, calcularea valorii maxime dintr-un set de valori, calcularea mediei aritmetice a 
acestora etc.

Figura  30. Înlãnþuirea logicã a unitãþilor de program

Înlãnþuirea logicã a unitãþilor de program, dupã modelul compunerii funcþiilor matematice,
pune în evidenþã mulþimile de valori specifice rezolvãrii problemelor cu calculatorul: 

citeºte (date_de_intrare → date_program) 
Program (date_de_intrare → date_de_ieºire) prelucreazã (date_program → rezultate)

afiºeazã (rezultate → date_de_ieºire).



2.  MODULARIZAREA PROGRAMELOR

A.  TIPURI DE PROBLEME (FACULTATIV)
Rezolvarea unei probleme cu ajutorul unui program de calculator este etapa finalã a unui pro-

ces care depinde de gradul în care cunoaºtem datele de intrare, tipul rezultatelor, metoda de
rezolvare. Þinând seama de aceste aspecte, problemele cu care suntem zilnic confruntaþi se pot
clasifica astfel:

Figura  31. O clasificare a problemelor

Exemple:
O problemã informalã este o problemã pentru care nu ºtim exact de ce date dispunem, nu

cunoaºtem metoda de rezolvare, nu ºtim nici mãcar cum ar trebui sã arate rezultatele. O pro-
blemã informalã poate fi formulatã astfel: Cum sã procedez pentru a fi apreciat de cei din jur?

O problemã formalã de analizã este o problemã pentru care cunoaºtem mulþimea datelor
iniþiale ºi forma rezultatelor, dar nu cunoaºtem metoda de rezolvare; de exemplu: ne aflãm
într-un orãºel portuar strãin, nu cunoaºtem nici mãcar grafia limbii respective ºi dorim sã
ajungem de la hotel în port. Analizând problema, constatãm cã nu putem apela la localnici –
nici mãcar la taximetriºti  sau hotelieri –, dar, de la lecþiile de geografie, ºtim cã portul se aflã
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Probleme

informale formale

de analizã de sintezã

care nu admit 
o soluþie algoritmicã

care admit o soluþie
algoritmicã

cu timp de
calcul 

exponenþial

cu timp de
calcul 

polinomial



1 Aceastã problemã a fost formulatã în anul 1946 ºi publicatã în articolul "A variant of a recursively
unsolvable problem", în volumul 52 al Bulletin of the American Mathematical Society. Fiind mai simplã
decât problema opririi programelor (a se vedea Anexa 1), problema corespondenþei Post este frecvent
folositã pentru demonstrarea – prin reducere – a nedecidabilitãþii unor probleme din informaticã.

2 Emil Leon POST (1897 – 1954): matematician de origine polonezã, profesor la City College of New
York. În teza sa de doctorat, susþinutã în 1920, Post a demonstrat completitudinea ºi noncontradicþia cal-
culului cu propoziþii – descris de B. Russell ºi  A.N. Whitehead în "Principia Mathematica" – folosind pen-
tru prima datã metoda tabelelor de adevãr. Este considerat pãrintele teoriei demonstraþiei, un precursor al
lui Kurt Gödel (prin lucrãrile sale privind mulþimile recursiv enumerabile, gradele de nedecidabilitate) ºi
John von Neumann (printr-un model matematic de maºinã de calcul foarte asemãnãtor celui descris de von
Neumann în celebrul sãu articol din 1946).

în partea sudicã a oraºului respectiv. Presupunând cã avem parte de o zi însoritã, ne putem
totuºi orienta sã gãsim, astfel, drumul.

O problemã formalã de sintezã este o problemã pentru care cunoaºtem mulþimea datelor
iniþiale ºi metoda de rezolvare. (Foarte multe probleme de matematicã, fizicã, chimie fac
parte din aceastã categorie.)

O problemã de sintezã care nu poate fi rezolvatã algoritmic este mai greu de explicat intu-
itiv. De aceea, vom recurge la prezentarea problemei corespondenþei1 Post2. Aceasta este o
problemã de decizie nerezolvabilã algoritmic care, informal, poate fi enunþatã astfel: Fie un
dicþionar care conþine perechi de fraze ºi fie douã fraze oarecare; se poate decide dacã cele
douã fraze au acelaºi înþeles în ambele limbi?
În continuare, vom considera o variantã mai simplã a problemei lui Post. Fie douã mulþimi

finite de numere scrise în baza 10,  X = {x1, x2, …, xn},  Y = {y1, y2, …, yn}.  Se cere sã se deter-

mine o secvenþã de indici  i1, i2, …, ik,  astfel încât numerele xi1
xi2

xik
ºi yi1

yi2
yik

, obþinute prin

concatenare, sã fie identice. Se poate demonstra cã nu existã un algoritm care sã determine o ast-
fel de secvenþã de indici, dându-se oricare douã mulþimi  X  ºi  Y. Spunem cã problema este nede-
cidabilã (algoritmic). Existã cazuri particulare ale problemelor nedecidabile care pot fi rezolvate
cu algoritmi particulari, în funcþie de exemplul tratat; schimbarea datelor de intrare implicã
gãsirea unei alte soluþii (deci a unui alt algoritm!) aºa cum vom arãta imediat.

Fie mulþimile  X1 = {44, 48, 84, 88}  ºi  Y1 = {4444, 4448, 4884, 8448}. Problema lui Post

nu are soluþie pentru aceste mulþimi deoarece oricare dintre numerele din  Y1 este mai lung (are

mai multe cifre) decât oricare dintre numerele din  X1 .

Fie acum mulþimile  X2 = {121, 21, 22, 1221},  Y2 = {1121, 12, 112, 122}. Problema lui Post

are soluþie pentru aceste mulþimi: secvenþa de indici este 4,2,2,1. Într-adevãr: 

x4x2x2x1 =  12212121121  =  12212121121 =  y4y2y2y1

Ce se întâmplã cu mulþimile  X3 = {23, 2333, 323}  ºi  Y3 = {22, 32323, 33}? Dar cu  

X4 = {22, 2223, 333}  ºi  Y4 = {22, 22233, 32}? Dar cu…?!
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O problemã formalã de sintezã, care admite o soluþie algoritmicã dar al cãrei ordin de
mãrime este exponenþial, este problema determinãrii combinãrilor de  n elemente luate câte
m,  0 ≤ m ≤ n folosind bine-cunoscuta proprietate a combinãrilor.

O problemã formalã de sintezã, care admite o soluþie algoritmicã ºi al cãrei ordin de
mãrime este polinomial (chiar liniar), este problema cãutãrii secvenþiale. Pentru un ºir ordo-
nat – dacã utilizãm metoda cãutãrii binare, studiatã în clasa a IX-a – complexitatea algorit-
mului de cãutare devine O(log2n).

Transformarea unei probleme informale într-o problemã formalã – mai întâi de analizã ºi
apoi de sintezã – ºi, mai departe, într-o problemã rezolvabilã algoritmic este – uneori – extrem
de dificilã. Nici gãsirea unui algoritm de rezolvare cu complexitate polinomialã, liniarã sau loga-
ritmicã nu este întotdeauna… rezolvabilã algoritmic! 

# TEMÃ
Exemplificãri
a)  În ce categorie de probleme se încadreazã urmãtoarele enunþuri:
– calcularea titlului unui aliaj;
– construirea unui aeromodel;
– verificare primalitãþii unui numãr natural dat;
– acordarea unui împrumut;
– sortarea crescãtoare a unui ºir de numere reale;
– calculul sumei primelor n numere naturale;
– intrarea în cartea recordurilor;
– calcularea dobânzii primite pentru banii depuºi la bancã;
– ordonarea elevilor din clasã dupã înãlþime ºi greutate.
b) Cãutaþi exemple din domeniile de interes ºcolar sau din situaþii reale pentru  fiecare din-

tre categoriile de probleme prezentate.

B. MODULARIZAREA REZOLVÃRII 
PROBLEMELOR

În practicã suntem confruntaþi, cel mai adesea, fie cu
probleme care admit soluþii algoritmice ºi au un grad de com-
plexitate rezonabil, fie numai cu cazuri particulare ale unor
probleme nedecidabile, pentru care putem gãsi soluþii con-
venabile. În rezolvarea acestor probleme cu ajutorul unui pro-
gram, folosim modularizarea atunci când cãutãm o soluþie
pentru fiecare dintre urmãtoarele subprobleme (fig. 32):

(M1.) introducerea datelor de intrare (modulul de
citire a datelor);

(M2.) prelucrarea datelor (modulul de prelucrare);
(M3.) transmiterea datelor de ieºire (modulul de

afiºare a rezultatelor).
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 M1 
Introducere 

M2 
Prelucrare 

M3 
Afiºare 

Figura  32. Modularizarea rezolvãrii
unei probleme

date de intrare

date de ieºire

Afiºare
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Noþiunea de modul este independentã faþã de limbajul de programare. Un algoritm poate fi
format din mai multe module (subalgoritmi). În continuare, vom folosi termenul de program,
fãrã a implica prin aceasta folosirea unui anumit limbaj de programare.  

APLICAÞIE
Problema traiectoriilor
Un tun executã  n aruncãri de proiectile. Pentru fiecare aruncare se cunosc viteza iniþialã,

v,  ºi unghiul de tragere  α. Trebuie determinate:
(1) –  distanþa maximã,

– viteza iniþialã,
– unghiul de tragere pentru care distanþa pe orizontalã atinsã de proiectil dupã t secunde

este maximã;
(2) –  înãlþimea minimã,

–  viteza iniþialã,
– unghiul de tragere pentru care înãlþimea pe verticalã atinsã de proiectil dupã t secunde

este minimã.

Figura  33. Aruncarea unui proiectil

1. Analiza problemei
Date de intrare:

– numãrul de aruncãri  (n>1);
– n viteze iniþiale (V);
– n unghiuri de tragere (A).

Date de ieºire:
– cea mai mare distanþã la care a ajuns un proiectil dupã  t secunde (Xmax);

– viteza iniþialã pentru care, dupã  t secunde, proiectilul a atins distanþa maximã  (Vk);

– unghiul de aruncare pentru care, dupã  t secunde, proiectilul a atins distanþa maximã  (Ak);

– cea mai micã înãlþime la care a ajuns un proiectil dupã  t secunde (Ymin);

– viteza iniþialã pentru care, dupã  t secunde, proiectilul a atins înãlþimea minimã (Vj);

– unghiul de aruncare pentru care, dupã  t secunde, proiectilul a atins înãlþimea minimã  (Aj).

 

 

 
α

Ymin

Xmax

3 3 5 2 4 6 2 7

15 30 15 20 45 60 20 75



Condiþii ºi relaþii importante:
Se cunoaºte  t = 10 secunde. 
Se utilizeazã formulele de calcul pentru aflarea distanþei (1) ºi a înãlþimii (2) din traiectoria

unui proiectil:

2. Raþionamentul problemei
Metoda I: cãutãm un algoritm cât mai eficient pentru rezolvarea problemei. Aceasta înseam-

nã soluþionarea concomitentã a ambelor cerinþe.
Pasul 1. Se citeºte numãrul de aruncãri  n.
Pasul 2. Se citesc cele  n perechi de viteze iniþiale ºi unghiuri de tragere  (V1, A1), (V2,

A2),…, (Vn, An).

Pasul 3. Se iniþializeazã constantele t = numãrul de secunde ºi g = acceleraþia gravitaþionalã.
Pasul 4. Se calculeazã distanþa  X1 ºi înãlþimea  Y1 conform formulelor (1) ºi (2).

Pasul 5. Xmax ← X1 ,  k  ← 1,  Ymin ← Y1 ,  j ← 1.

Pasul 6. Se calculeazã o nouã pereche (Xi,Yi).

Pasul 7. Dacã  Xi > Xmax atunci  Xmax ← Xi ,  k  ← i.

Pasul 8. Dacã  Yi < Ymin atunci  Ymin ← Yi ,  j  ← i.

Pasul 9. Se repetã paºii P6, P7, P8 pentru toate perechile de valori (Vi, Ai).

Pasul 10. Se afiºeazã U, distanþa maximã  Xmax ºi înãlþimea minimã  Ymin,  viteza  Vk ºi

unghiul de tragere Ak,  viteza  Vj ºi  unghiul de tragere Aj.

3. Reprezentarea algoritmului
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început traiectorii1
variabile n, V, A, X, Y, Xmax, Ymin, k, j, i

t = 10
g = 9,8
citeºte n

pentru i =1 la, n  executã
citeºte Vi, Ai

sfârºit pentru
pentru i =1 la, n  executã

Xi  ← Vi * t * cos(Ai)
Yi  ← Vi * t * sin(Ai) – g * t * t / 2

sfârºit pentru
Xmax  ← X1
k  ← 1 



Metoda II: rezolvarea prin modularizare

Cãutãm sã descompunem problema în probleme mai simple, pentru care – eventual – avem
soluþii, chiar sub formã de subalgoritmi: 

(M1) modulul de citire a datelor.
(M1.1) modulul de iniþializare a constantelor: t = 10 ºi g = 9,8;
(M1.2) modulul de citire a variabilelor: numãrul de aruncãri  n,  cele  n viteze iniþiale V1,

V2,…, Vn ºi cele  n unghiuri de tragere  A1, A2,…, An ;

(M2) modulul de prelucrare
(M2.1) modulul de calculare a distanþelor  X1, X2,…, Xn ºi a înãlþimilor  Y1, Y2,…, Yn prin

aplicarea formulelor (1) ºi (2);
(M2.2) modulul de calculare a valorii maxime  Xmax dintre  X1, X2,…, Xn ºi reþinere a inde-

xului corespunzãtor  k;
(M2.3) modulul de calculare a valorii minime  Ymin dintre  Y1, Y2,…, Yn ºi reþinere a inde-

xului corespunzãtor  j;
(M3) modulul de afiºare a rezultatelor
afiºarea distanþei maxime  Xmax , a vitezei iniþiale ºi a unghiului de tragere corespunzãtor  Vk,

Ak ; afiºarea înãlþimii minime Ymin , a vitezei iniþiale ºi a unghiului de tragere corespunzãtor  Vj ,

Aj.

Raþionamentul modularizat este prezentat în figura 34.
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Ymin  ← Y1
j  ← 1 

pentru i =2 la, n  executã
dacã Xi > Xmax  atunci

bloc
Xmax  ← Xi
k  ← i 

sfârºit bloc
sfârºit dacã
dacã Yi < Ymin  atunci

bloc
Ymin  ← Yi
j  ← i 

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru
scrie Xmax, Vk, Ak, Ymin, Vj, Aj

sfârºit traiectorii1
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Figura  34. Problema traiectoriilor – rezolvare modularizatã

(P) Calcularea distanþei maxime ºi a înãlþimii minime atinse de un
proiectil din mai multe aruncãri

(M1) citirea datelor de intrare

(M 1.1) modulul de iniþializare a constantelor:
t = 10
g = 9,8

(M 1.2) modulul de citire a variabilelor: numãrul de
aruncãri n, cele n viteze iniþiale V1, V2,..., Vn ºi cele 

n unghiuri de tragere A1, A2,..., An;

(M2) prelucrarea datelor

(M3) afiºarea rezultatelor
distanþa maximã Xmax, viteza Vk ºi unghiul Ak pentru

care a fost atinsã;
înãlþimea minimã Ymin, viteza Vj ºi unghiul Aj pentru

care a fost atinsã.

(M 2.1) modulul de calculare a distanþelor: X1, X2,..., Xn

ºi a înãlþimilor Y1, Y2,..., Yn prin aplicarea formulelor

(1) ºi (2);

(M 2.2) modulul de calculare a valorii maxime Xmax

dintre X1, X2,..., Xn ºi reþinere a indexului 

corespunzãtor k;

(M 2.2) modulul de calculare a valorii minime Ymin

dintre Y1, Y2,..., Yn ºi reþinere a indexului 

corespunzãtor j.
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3. Reprezentarea algoritmului

început traiectorii2
variabile n, V, A, X, Y, Xmax, Ymin, k, j, i

t = 10
g = 9,8

citeºte n
pentru i  = 1 la n  executã

citeºte Vi
sfârºit pentru
pentru i  ← 1 , n  executã

citeºte Ai
sfârºit pentru

scrie Xmax, Vk, Ak
scrie Ymin, Vj, Aj

pentru i ← 1, n executã
Xi ← Vi*t*cos(Ai)
Yi ← Vi*t*sin(Ai)–9,8*t*t/2

sfârºit pentru

Xmax ← X1
k ← 1
pentru i ← 2, n executã

dacã Xi > Xmax atunci
bloc

Xmax ← Xi
k ← i 

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru

Ymin ← Y1
j ← 1
pentru i ← 2, n executã

dacã Yi < Ymin atunci
bloc

Ymin ← Yi
j ← i

sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru

sfârºit traiectorii2



Urmãtoarele exemple pun în evidenþã flexibilitatea oferitã de modularizare.
Exemplul 1: modulul de determinare a valorii minime dintr-o secvenþã de valori se poate

obþine din cel de determinare a valorii maxime (ºi reciproc) prin modificarea operatorului
relaþional din instrucþiunea de test:

Exemplul 2: modulul de determinare a poziþiei valorii maxime (minime) dintr-o secvenþã de
valori se poate obþine din modulul de determinare a valorii maxime (minime) prin adãugarea a
douã instrucþiuni de atribuire:

75

Atenþie
Programul traiectorii 1 este realizat printr-o secvenþã de operaþii ce poate fi folositã doar

pentru rezolvarea acestei probleme.
Programul traiectorii 2
– poate folosi module deja scrise, ºi anume: 

modulul pentru determinarea valorii maxime dintr-o secvenþã de valori ºi reþinere a
poziþiei pe care apare acest maxim, 
modulul pentru determinarea valorii minime dintr-o secvenþã de valori ºi reþinere a
poziþiei pe care apare acest minim;

– se poate adapta mai uºor;
– prezintã un grad mai mare de generalitate.

Calcularea minimului Calcularea maximului
început modul minim
variabile Z, VAL, i
VAL ← Z1
pentru i = 2 la n executã

dacã Zi < VAL atunci VAL←Zi
sfârºit dacã

sfârºit pentru
returneazã VAL

sfârºit minim

început modul maxim
variabile Z, VAL, i
VAL ← Z1
pentru i = 2 la n executã

dacã Zi > VAL atunci VAL ← Zi
sfârºit dacã

sfârºit pentru
returneazã VAL

sfârºit maxim

Calcularea poziþiei Calcularea valorii
început modul poziþie_maxim
variabile Z, VAL, INDEX, i
VAL ← Z1
INDEX  ← 1
pentrui = 2 la n  executã
dacã Zi > VAL atunci

bloc
VAL ← Zi
INDEX  ← i

început modul maxim
variabile Z, VAL, i
VAL ← Z1

pentru i = 2 la n  executã
dacã Zi > VAL atunci

VAL←Zi



# TEME
Utilizarea modulelor

1. Scrieþi un modul de program pentru citirea datelor din problema traiectoriilor, folosind, în loc
de tablouri unidimensionale, variabile independente. Condiþia n > 1 este eliminatã. Semnalaþi
încheierea operaþiei de citire prin:

a)  citirea numãrului de aruncãri  n;
b)  utilizarea unei valori-semafor care sã indice oprirea sau continuarea citirii.

2. Scrieþi un modul de program care sã numere elementele nenule dintr-o secvenþã de n numere
date, n ∈ N fixat.

3. Scrieþi un modul de program pentru calcularea mediei aritmetice a unor numere întregi nenule,
care sã poatã fi folosit într-un alt modul de program.

4. Se citesc n ≥ 3 numere întregi strict pozitive mai mari decât 1000. Sã se scrie un modul de
program care sã determine cifra unitãþilor, a sutelor, a miilor ºi – dacã este cazul – a mili-
oanelor; cifrele cãutate vor fi afiºate într-un alt modul de program.

5. Formulaþi exemple de prelucrãri care pot fi organizate în module (subalgoritmi) ºi utilizate în
alte prelucrãri (algoritmi).

C.  TEHNICI DE MODULARIZARE
Pentru modularizarea programelor putem folosi douã tehnici frecvente în proiectare ºi pro-

gramare:
(T1.)  tehnica top-down (de sus în jos, de la complex la simplu; tehnicã specificã operaþiei de

analizã);
(T2.)  tehnica bottom-up (de jos în sus, de la simplu la complex; tehnicã specificã operaþiei

de sintezã).
Tehnica top-down constã în descompunerea modulelor în submodule pânã la izolarea celor

mai simple unitãþi de lucru (este calea pe care am urmat-o în exemplele prezentate).
Tehnica bottom-up procedeazã exact invers: porneºte de la unitãþi de prelucrare elementare

ºi – prin compunerea lor – ajunge la soluþia problemei. Acest demers este intuitiv asemãnãtor
operaþiei matematice de compunere a funcþiilor.

Douã module M1 ºi M2 din cadrul unui program se pot afla unul faþã de altul în una dintre

urmãtoarele relaþii (ilustrate în figura 35):
(R1)  M2 succede lui M1; prin urmare, M1 ºi M2 se numesc module independente;

(R2) M2 face parte din M1; prin urmare M2 se numeºte submodul (subalgoritm, subprogram)

ºi îi este subordonat modulului (algoritmului, programului) M1.
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sfârºit bloc
sfârºit dacã

sfârºit pentru
returneazã VAL, INDEX

sfârºit poziþie_maxim

sfârºit dacã
sfârºit pentru
returneazã VAL

sfârºit maxim



Module independente (R1) Module subordonate (R2)
Figura  35. Subordonarea modulelor

În ambele cazuri,  M1 îi transferã controlul lui M2. Acest transfer are loc necondiþionat,

numai dacã execuþia modulului M1 s-a încheiat corect.

Cu alte cuvinte, modul M2 se poate executa pentru cã modulul M1 a pregãtit toate datele

necesare. Aceste date constituie interfaþa prin intermediul cãreia cele douã module comunicã ºi
pot fi:

– date de intrare, pentru modului M2;

– date de ieºire, pentru modului M1.

În cazul  (R1),  interfaþa trebuie sã asigure numai comunicarea de la modulul  M1  la modu-

lul  M2: datele de ieºire ale modulului  M1  trebuie transmise modulului  M2 ºi devin date de

intrare pentru acesta.
În cazul  (R2),  interfaþa trebuie sã asigure atât comunicarea de la modulul  (M1)  la submo-

dulul  (M2),  cât ºi de la submodulul M2 cãtre modulul M1:

– elementul de interfaþã, care asigurã comunicarea de la modul spre submodul, se introduce
prin cuvântul pseudocod apeleazã urmat de numele submodulului ºi mulþimea datelor de intrare; 

– elementul de interfaþã, care asigurã comunicarea de la submodul spre modul, se introduce
prin cuvântul poseudocod returneazã, urmat de mulþimea datelor de ieºire.

Figura 36 ilustreazã modul de comunicare într-un program compus din mai multe module,
aflate fie în relaþia  (R1),  fie în relaþia  (R2).
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 Modulul  M 

M1 

M2 

Mn 

………… 

Modulul  M 
M1 

M2 

…………
….. Mn 

apeleazã modul(date_de_intrare)

returneazã(date_de_ieºire)



# TEME
Comunicarea între module

1. Proiectaþi un modul de program care sã numere zilele care au trecut de la începutul anului pânã
în ziua curentã. Ce date de intrare primeºte modulul? Ce date de ieºire returneazã modulul?

2. Se citesc n perechi de numere întregi. Proiectaþi un program modularizat pentru:
a) determinarea mediei aritmetice a fiecãrei perechi de numere;
b) determinarea perechilor de numere pentru care media aritmeticã are valoarea maximã.
Câte module poate avea programul? De câte ori poate fi apelat fiecare modul?

D.  IMPLEMENTAREA MODULARIZÃRII. STIVA SISTEM
Fiecare apel de modul determinã o întrerupere a prelucrãrilor din modulul apelant. Pentru

reluarea acestora dupã revenirea în modul, adresa operaþiei la care s-a fãcut întreruperea este
reþinutã într-o zonã specialã de memorie, la dispoziþia procesorului, numitã stiva sistem. Pe
acelaºi nivel al stivei sistem sunt memorate ºi datele de intrare în modul. Cu fiecare apel/între-
rupere, stiva sistem creºte; la revenirea din modulul apelat, stiva sistem scade.

Exemplu: Intervalul de lungime maximã.
Fie douã intervale de numere reale [A, B] ºi [C, D]. Se cere sã se determine intervalul de

lungime maximã.
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……… 

apel  adr_2 returnare    

adr_1 adr_1

început modul si-1

instrucþiunea j1

instrucþiunea j2

…………………………

apeleazã modul si (d_i)

instrucþiunea jn

returneazã (d_e)
sfârºit modul si-1

început modul si

instrucþiunea k1

instrucþiunea k2

………………
instrucþiunea kh

returneazã (d_e)
sfârºit modul si

început program  p
apeleazã modul s1 (d_i)

apeleazã modul s2 (d_i)

…………………

…………………

apeleazã modul si-2 (d_i)

apeleazã modul si-1 (d_i)

apeleazã modul si+1 (d_i)

…………………

…………………

apeleazã modul sn (d_i)

sfârºit program

Figura  36. Comunicarea între module

Figura  37. Stiva sistem



1. Analiza problemei
Date de intrare:

capetele celor douã intervale (A,B,C,D ∈ R).
Date de ieºire:

un mesaj corespunzãtor.
2. Raþionamentul de rezolvare

pentru fiecare pereche de numere se verificã dacã formeazã interval ºi, în caz negativ, se
interschimbã „capetele” intervalului;

se calculeazã lungimea fiecãrui interval;
se comparã cele douã lungimi;
se tipãreºte mesajul corespunzãtor: [A, B] are lungimea cea mai mare  sau  [C, D] are

lungimea ce mai mare.
3. Modularizarea rezolvãrii

se foloseºte un submodul pentru calcularea lungimii unui interval ºi – dacã e cazul – pen-
tru interschimbarea „capetelor” intervalului.

4. Descrierea fluxului de control
se intrã în modulul de citire a datelor de intrare (M1) ⇒ 

– se citesc cele patru numerele reale A, B, C, D;
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Figura  38. Raþionamentul problemei

(P) Determinarea intervalului de lungime maximã

(M1)  citirea datelor de intrare
citeºte A, B, C, D

(M3)  afiºarea rezultatelor
dacã lg1 > lg2 atunci scrie [A, B] are cea mai mare lungime
dacã lg2 > lg1 atunci scrie [C, D] are cea mai mare lungime

altfel scrie intervalele au aceeaºi lungime

(M2)  prelucrarea datelor
apeleazã interval (A, B, lg1)
apeleazã interval (C, D, lg2)

(M 2.1) submodul interval (X, Y, lg)
dacã X > Y atunci

bloc
aux ← X
X ← Y
Y ← aux

sfârºit bloc
sfârºit dacã
lg ← Y – X
returneazã (lg)



se intrã în modulul de prelucrare (M2) ⇒
– se apeleazã submodulul (M 2.1) pentru perechea A ºi B ⇒
– se memoreazã adresa de întrerupere în stiva sistem;
– adresele valorilor A ºi B sunt depuse în stiva sistem; 
– se executã submodulul (M 2.1) pentru perechea A ºi B ⇒
– lungimea intervalului [A, B], este transmisã modulului (M2),
stiva sistem scade;

– se apeleazã submodulul (M 2.1) pentru perechea C ºi D ⇒
– se memoreazã adresa de întrerupere în stiva sistem,
– adresele valorilor C ºi D sunt depuse în stiva sistem; 
– se executã submodulul (M 2.1) pentru perechea C ºi D ⇒

lungimea intervalului [C, D], este transmisã modulului (M2),
se revine în modulul (M2)
stiva sistem scade;
se intrã în modulul de afiºare a rezultatelor (M3) ⇒
se comparã cele douã lungimi de interval lg1 ºi lg2 ºi se tipãreºte mesajul corespunzãtor.

# TEME
Stiva sistem

1. Explicaþi rolul stivei sistem în implementarea fluxului de control modul-submodul atunci când
modulele se aflã în relaþia (R1), respectiv (R2).

2. În ce situaþie creºte stiva sistem?

3. Ce efecte are ieºirea dintr-un modul asupra stivei sistem?

4. Ce semnificaþie are stiva sistem goalã?

5. În ce împrejurãri zona de memorie stiva sistem nu mai are spaþiu liber iar procesorul transmite
mesajul <<stack overflow>> („stiva se revarsã”)?

6. Scrieþi un program modularizat pentru calcularea mediei valorilor energiei cinetice dezvoltate
de un automobil, un autocamion ºi o motocicletã pentru un numãr dat  n de viteze de rulare
v1, v2, …, vn. Cum se modificã stiva sistem?

3.  LUCRUL CU SUBPROGRAME ÎN PSEUDOCOD

A.  STRUCTURA SUBPROGRAMELOR
Structura unui subprogram nu diferã de structura unui program. În oricare dintre aceste mo-

dule, întâlnim urmãtoarele elemente de structurã:
un antet;
o secþiune (opþionalã) de declaraþii (constante, variabile, alte subprograme);
o secþiune de instrucþiuni executabile (simple sau structurate).
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B.  DEFINIREA SUBPROGRAMELOR
În cele mai multe dintre limbajele de programare, subprogramele sunt plasate „înaintea”

secþiunii de instrucþiuni a programului propriu-zis (numit, de obicei, program principal).
Definirea unui subprogram înseamnã:

– alegerea unui nume; 
– stabilirea datelor de intrare ºi a datelor de ieºire proprii subprogramului;
– scrierea instrucþiunilor prin care se realizeazã prelucrarea datelor de intrare în vederea

obþinerii datelor de ieºire din subprogram.

C.  DECLARAREA SUBPROGRAMELOR
Declararea unui subprogram înseamnã precizarea prin cuvinte rezervate a elementelor de

interfaþã care permit comunicarea între subprogram ºi programul  apelant. Aceste elemente sunt
descrise în antetul subprogramului prin:

cuvântul rezervat subprogram;
numele dat de programator subprogramului;
lista parametrilor formali.

Exemplu: Subprogramul de calculare a ariei unui dreptunghi:
început subprogram arie (Lung; Lat; A)

A ← Lung * Lat
returneazã (A)

sfârºit arie
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Atenþie
Mulþimea variabilelor care constituie datele de intrare ºi datele de ieºire ale sub-

programului formeazã lista parametrilor formali ai subprogramului. 
Aceºti parametri apar în interiorul unei perechi de paranteze rotunde (tocmai pen-

tru a sublinia similaritatea dintre subprograme ºi funcþiile matematice) ºi sunt separaþi
prin punct ºi virgulã.

subprogram nume(par_formal1;par_formal2;…;par_formaln)

Figura  39.  
Declararea unui subprogram în pseudocod

numele subprogramului

lista parametrilor formali

început subprogram arie (Lung; Lat; A)
A ← Lung * Lat
returneazã (A)

sfârºit arie

Antetul

Blocul de
instrucþiuni

date de intrare
date de ieºire }

cuvântul rezervat pentru declararea subprogramelor



# TEME
Declararea subprogramelor
Declaraþi câte un subprogram pentru rezolvarea urmãtoarelor cerinþe:
a)  calcularea ariei ºi volumului unei sfere de razã datã;
b)  calcularea perimetrului ºi ariei unui triunghi, cunoscându-i laturile;
c)  calcularea greutãþii unui obiect de masã datã;
d)  calcularea densitãþii unui lichid, cunoscându-i masa ºi volumul.
Explicaþi semnificaþia parametrilor pentru fiecare dintre subprograme.

D.  APELAREA SUBPROGRAMELOR 
Orice program care apeleazã un subprogram se numeºte program apelant, deoarece nu

numai programul principal admite subprograme, ci ºi un subprogram oarecare poate avea, la rân-
dul sãu, subprograme (figurile 35 ºi 36).

Prin apelarea unui subprogram  S  de cãtre un program apelant  P înþelegem o comandã
pe care programul apelant o trimite subprogramului ºi prin care îi cere acestuia sã execute pre-
lucrarea din blocul sãu de instrucþiuni. Prin aceastã comandã, programul apelant  P trebuie: 

(1) sã-i furnizeze subprogramului  S datele de intrare necesare prelucrãrii;
(2) sã-i indice datele de ieºire în care subprogramul  S trebuie sã-i furnizeze rezultatul – sau

rezultatele – prelucrãrilor sale.
Toate aceste informaþii sunt transmise subprogramului cu ajutorul listei de parametri din

apelul subprogramului. Aceºti parametri se numesc parametri actuali. Elementele comenzii de
apel sunt:

– cuvântul rezervat apeleazã;
– numele subprogramului;
– lista parametrilor actuali.

Exemplu: Apelarea subprogramului pentru calcularea ariei unui dreptunghi
apeleazã arie(1;5;suprafaþa)

# TEME
Apelarea subprogramelor
Formulaþi comenzile de apel pentru fiecare dintre subprogramele definite în cadrul Temei

anterioare – Declararea subprogramelor.
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apeleazã nume(par_actual1;par_actual2;…;par_actualn)

Atenþie
Parametrii actuali din comanda de apel trebuie sã corespundã – ca tip, numãr ºi

ordine de enumerare – parametrilor formali din antetul subprogramului.



Figura 40 ilustreazã douã cazuri particulare de apelare a subprogramelor.

(a)  Module care se apeleazã (b)  Modul care se apeleazã pe
unul pe celãlalt el însuºi

Figura  40. Apelarea subprogramelor – cazuri particulare

E.  RETURNAREA VALORILOR CÃTRE PROGRAMUL APELANT
Un subprogram trebuie sã producã un rezultat – prin prelucrãrile efectuate asupra datelor de

intrare. De fapt, un program apeleazã subprogramul atunci când are nevoie de acel rezultat.
Transmiterea rezultatului (sau rezultatelor) cãtre programul apelant necesitã:

(1) includerea în lista parametrilor a unui numãr de parametri egal cu numãrul de rezultate
care trebuie transmise;

(2) includerea în corpul subprogramului – în poziþia determinatã de fluxul controlului – a
unei comenzi care sã asigure comunicarea rezultatelor. 

Aceastã comandã conþine: 
– cuvântul rezervat returneazã,
– lista de variabile care conþin valorile ce trebuie transmise.
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returneazã(rez1,rez2,…,rezk)

Atenþie
De ce este nevoie de douã liste de parametri: o listã de parametri formali ºi o listã

de parametri actuali? Dacã ne-am limita la o singurã listã (lista parametrilor formali),
aceasta ar trebui sã aparã – evident! – în antetul subprogramului în momentul definirii
sale, iar la apel, toate programele apelante ar trebui sã cunoascã ºi sã utilizeze exact
aceastã listã. Existenþa celei de-a doua liste, lista parametrilor actuali – cu respectarea
convenþiilor enumerate mai sus – asigurã independenþa subprogamului apelat faþã de
oricare dintre programele apelante.

Modulul M

M1

M2

Modulul M

M1

M1

M1...M2

M1



Exemplu:  Returnarea valorii ariei dreptunghiului cãtre programul apelant
returneazã (A)

F.  TRANSFERUL PARAMETRILOR LA APEL
Partea cea mai importantã din instrucþiunea de apelare a subprogramelor este lista para-

metrilor actuali. În scrierea ei, trebuie sã pornim de la lista parametrilor formali ºi sã respectãm:
(1)  corespondenþa dintre parametrii formali ºi parametrii actuali ca tip, numãr ºi ordine;
(2)  modul de transmitere a parametrilor: prin valoare sau prin adresã.
Condiþia (1) este legatã de forma apelului. În apel apar variabile de program (simple sau

structurate), caracterizate aici prin nume ºi tip. Un parametru actual poate avea acelaºi nume cu
parametrul formal corespunzãtor sau poate avea un nume diferit. În general, este recomandabilã
redenumirea parametrilor formali în lista parametrilor actuali doar acolo unde – altfel – s-ar crea
confuzii. Tipul de date al parametrului formal trebuie sã fie identic sau mai cuprinzãtor decât
tipul de date al parametrului actual corespunzãtor. Rezultã de aici necesitatea pãstrãrii ordinii la
nivelul ambelor liste. Revenind la subprogramul pentru determinarea ariei unui dreptunghi, iatã
un exemplu ºi douã contraexemple de apelare:

Condiþia (2) este legatã de apel. În lista parametrilor trebuie specificat tipul acestora:
– parametri care transmit subprogramului datele de intrare;
– parametri care transmit  programului apelant rezultatele.
Uneori, un acelaºi parametru poate fi ºi datã de intrare, necesarã subprogramului pentru efectu-

area prelucrãrilor, ºi datã de ieºire, prin care sã transmitã programului apelant rezultatul prelucrãrii. 
Informaþia depusã într-un parametru-datã de ieºire sau într-un parametru-datã de intrare-

ieºire trebuie sã fie accesibilã atât pentru subprogram, cât ºi pentru programul apelant (care o
poate prelua în vederea unor noi prelucrãri). Din aceastã cauzã, este necesar sã comunicãm com-
pilatorului cã trebuie sã aloce aceeaºi locaþie de memorie atât variabilei-parametru formal, cât
ºi variabilei-parametru actual – chiar dacã ele au nume diferite. Pentru ca zona de memorie sã
fie „vizibilã” (accesibilã), subprogramul trebuie sã cunoascã adresa acestei zone. În acest caz,
parametrul va fi transmis prin adresã, lucru semnalat – numai în lista parametrilor actuali –
printr-un cuvânt rezervat, adresã, care precede numele parametrului în listã. Spunem cã trans-
mitem acel parametru (datã de ieºire sau datã de intrare-ieºire) prin adresã (sau prin referinþã).

Un parametru care este datã de intrare pentru subprogram trebuie sã fie accesibil acestuia
(este principala modalitate de primire a datelor de cãtre subprogram), dar trebuie sã fie protejat
împotriva unor modificãri prin prelucrãrile din subprogram. Din aceastã cauzã, este necesar sã
comunicãm compilatorului cã trebuie sã aloce acelei variabile douã locaþii de memorie: una
accesibilã programului – definitã în segmentul de date – pe care subprogramul nu o poate mo-
difica, ºi una accesibilã subprogramului – definitã pe un nivel de stivã – pe care subprogramul o
poate modifica oricum. Spunem cã transmitem acel parametru (datã de intrare) prin valoare. 
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Exemplu                                     Contraexemple
apeleazã arie(5;suprafaþa;12)

apeleazã arie(12;5;suprafaþa) apeleazã arie(12;suprafaþa)  



Exemplu: Transmiterea parametrilor la apelul subprogramului pentru determinarea ariei
unui dreptunghi:

Transmiterea incorectã a parametrilor la apel poate genera erori greu de depistat.

Exemplu: Calcularea lungimii unui interval
Fie un interval de numere reale [A,B]. Se cere sã se determine lungimea acestui interval.
1. Analiza problemei

Date de intrare:
capetele intervalului (A,B ∈ R).

Date de ieºire:
lungimea intervalului (lg ∈ R).

2. Raþionamentul problemei
se verificã dacã numerele A ºi B formeazã interval ºi, dacã este cazul, se interschimbã aces-
te valori;
se calculeazã lungimea intervalului;
se foloseºte un submodul pentru interschimbarea ”capetelor” intervalului.

3. Reprezentarea algortimului

început program lungime_interval
variabile A,B,lg

variabile aux
aux ← X
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apeleazã arie (Lung; H; adresa: suprafaþa)

primul parametru actual
(are acelaºi nume ca ºi
parametrul formal 
corespunzãtor)

este datã de intrare,
este transmis prin 
valoare.

al treilea parametru actual (are un
nume diferit de cel al parametrului
formal corespunzãtor) 

este datã de ieºire, 
transmis prin adresã.

al doilea parametru actual (are un
nume diferit de cel al parametrului
formal corespunzãtor)

este datã de intrare,
transmis prin valoare.

început subprogram interschimbare(adresã:X;adresã:Y)



X ← Y
Y ← aux
returneazã (X;Y)

sfârºit interschimbare
citeºte A,B
dacã A>B atunci
apeleazã interschimbare(A;B)

sfârºit dacã
lg ← B-A
scrie [A, B] are lungimea lg

sfârºit lungime_interval

4. Verificarea algoritmului
Sã presupunem cã rulãm programul pentru valorile A=5, B=2 

Rezultatele obþinute sunt corecte deoarece am transmis parametrii subprogramului inter-
schimbare prin adresã (ambii sunt date de intrare-ieºire). 

Sã presupunem cã transmitem aceºti parametri prin valoare, adicã antetul subprogramului este:

În acest caz, rezultatul obþinut va fi –3 deoarece programul apelant nu “vede” zona de me-
morie în care subprogramul a efectuat interschimbarea ºi calculeazã lg ← 2 – 5.
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A B lg

5 2

2 5

lg ← B-A 3

A B A B lg

citeºte A,B 5 2

5 2

2 5

lg ← B-A – 3

scrie [A, B] are lungimea lg

început subprogram interschimbare(X;Y)

dacã A>B atunci
apeleazã interschimbare(A;B)

sfârºit dacã

dacã A>B atunci
apeleazã interschimbare(A;B)

sfârºit dacã

Stiva sistem Segmentul de date



# TEME
Transmiterea parametrilor prin adresã

1. Explicaþi de ce un parametru transmis prin valoare nu poate îndeplini rolul de datã de ieºire.

2. Modificaþi antetul din definiþia subprogramelor din cadrul Temelor de la paginile 78 ºi 82 
astfel încât sã puneþi în evidenþã parametrii transmiºi prin adresã.

G.  VARIABILE LOCALE ªI VARIABILE GLOBALE
Orice modul de program prelucreazã date proprii, definite ca variabile locale. Acest aspect

conferã subprogramelor independenþã faþã de modulul apelant. Variabilele locale sunt zone de
memorie alocate pe nivelul de stivã sistem corespunzãtor subprogramului; de aceea nu sunt vi-
zibile din modulul apelant. 

Pentru ca o variabilã sã fie bine definitã, trebuie specificate: 
numele;
tipul de date pe care le va pãstra;
zona de memorie;
durata de viaþã;
domeniul de vizibilitate.

Pânã acum, definirea variabilelor folosite într-un program s-a limitat  la precizarea numelui
ºi a tipului lor. 

Prin zona de memorie a unei variabile înþelegem tipul de memorie internã în care variabila
este memoratã (unde se aflã locaþia atribuitã ei). Variabilele oricãrui program pot fi memorate în
una dintre urmãtoarele zone de memorie internã:

segmentul de date;
segmentul de stivã;
heap-ul;

sau într-un registru dedicat al microprocesorului.
Prin durata de viaþã a unei variabile înþelegem intervalul de

timp în care variabila dispune de locaþia de memorie atribuitã ei
de compilator (la sfârºitul intervalului, locaþia de memorie va fi
eliberatã, deci ultima valoare a variabilei se pierde). Dupã acest
criteriu, varibilele se clasificã în:

variabile statice: locaþiile de memorie se alocã în momentul compilãrii ºi sunt disponibile
pe toatã perioada execuþiei programului (alocare staticã în segmentul de date);

variabile dinamice: locaþiile de memorie se alocã în momentul execuþiei (alocare di-
namicã în heap).

Prin domeniul de vizibilitate al unei variabile înþelegem segmentul de program (blocul de
instrucþiuni) în care variabila poate fi utilizatã. În raport cu segmentul de program în care sunt
definite, variabilele pot fi:

variabile locale (definite în subprogramul apelat);
variabile globale (definite în programul apelant).
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segmentul 
de date

segmentul 
de stivã

heap



Exemplu: Variabile locale ºi globale
Fie o matrice pãtraticã cu elemente numere reale; se cere:
a) sã se înlocuiascã fiecare element de pe diagonala principalã a matricei cu suma ele-

mentelor de pe linia corespunzãtoare (inclusiv elementul de pe diagonalã);
b) sã se afiºeze indexul liniei pentru care suma elementelor este minimã, precum ºi valoarea

acestei sume. 
1. Analiza problemei

Date de intrare:
– numãrul de linii ºi coloane (n),
– matricea (A).

Date de ieºire:
– valoarea celei mai mici sume (Val), 
– indexul liniei corespunzãtoare acestei sume (pMin).

2. Modularizarea rezolvãrii
Vom folosi: 
– un subprogram pentru calcularea sumei elementelor de pe liniile matricei ºi depunerea

acestor sume pe diagonala principalã;
– un subprogram de determinare a minimului unui vector cu k elemente ºi a poziþiei sale.

3. Raþionamentul problemei
Pasul 1. Se citesc datele de intrare: n, A.
Pasul 2. Se apeleazã subprogramul de calculare a sumei pe linii ºi înlocuire a elementului de

pe diagonala principalã cu suma respectivã.
Pasul 3. Se depun elementele de pe diagonala principalã a matricei într-un vector.
Pasul 4. Se apeleazã subprogramul de determinare a elementului minim dintr-un vector ºi a

poziþiei sale. 
Pasul 5. Se afiºeazã suma minimã ºi indexul liniei pe care se aflã aceasta.

4. Reprezentarea programului cu subprograme
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început program sumaMinimã
variabile n, A, Val,pMin,V,i // globale
început subprogram diag(adresa:mat)

variabile suma,i,j // locale
pentru i=1 la n executã

suma ← mat(i,1)
pentru j=2 la n executã

suma ← suma+mat(i,j)
sfârºit pentru
mat(i,i) ← suma

sfârºit pentru
returneazã mat



5. Analiza programului
Examinând acest program, observãm:

lista de parametri a subprogramului diag constã dintr-un singur element: o matrice. Aceasta
reprezintã atât datele de intrare (elementele matricei trebuie transmise subprogramului pentru a
permite calcularea sumelor), cât ºi datele de ieºire pentru subprogram (matricea este returnatã
dupã ce a fost modificatã prin depunerea sumelor pe diagonala principalã). Ca urmare, matricea
este transmisã prin adresã nu prin valoare;

n = numãrul de linii din matrice este o variabilã globalã; de aceea aceastã variabilã nu tre-
buie transmisã în lista de parametri a subprogramelor. Totuºi,  n a fost transmis ca datã de intrare
subprogramului pozMin deoarece am folosit forma generalã a subprogramului de determinare a
poziþiei minimului, în care trebuie sã aparã numãrul de elemente pentru care se calculeazã mi-
nimul ºi poziþia acestuia;

variabila suma din subprogramul diag este necesarã numai pentru prelucrãrile din acest sub-
program. Aceastã variabilã a fost declaratã în subprogram ºi este variabilã localã pentru acesta;

dacã valoarea sumei minime nu trebuia afiºatã, atunci variabila Val putea fi declaratã în
interiorul subprogramului pozMin (deci ar fi fost o variabilã localã pentru el, la fel ca variabila i).
Fiind declaratã în programul principal (apelant) ca variabilã globalã, valoarea ei s-a pãstrat ºi a
putut fi afiºatã;

variabilele care apar în lista parametrilor actuali trebuie declarate în programul apelant; dar
variabilele care apar în lista parametrilor formali nu trebuie declarate. Totuºi, în programul
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sfârºit diag
început subprogram pozMinim(V;k; adresa:pMin)

variabile i // locale
Val ← V(1)
pMin ← 1
pentru i=2 la k executã

dacã V(i) < Val 
atunci

Val ← V(i)
pMin ← i

sfârºit dacã
sfârºit pentru
returneazã pMin

sfârºit pozMinim
citeºte n,A
apeleazã diag(A)
pentru i=1 la n executã

V(i) ← A(i,i)
sfârºit pentru
apeleazã pozMinim (V;n;pMin)
scrie Val,pMin

sfârºit sumaMinimã



sumaMinimã variabila V, parametru formal pentru subprogramul pozMinim a fost declaratã în
programul apelant (principal). Motivul: ea este folositã ºi ca parametru actual pentru apelarea
subprogramului pozMinnim.

# TEME
1. Variabile locale ºi variabile globale

Fie programul de mai jos:

început program test
variabile a, b, c
început subprogram S1 (adresa y)

…………………….
returneazã y
…………………….

sfârºit S1
început subprogram S2 (x, adresa t)

variabile a, y
început subprogram S3 (adresa y)

variabile b
…………………….
returneazã y
…………………….

sfârºit S3
…………………….

returneazã t
…………………….

sfârºit S2
…………………….

sfârºit test

Presupunem cã plasãm urmãtoarele instrucþiuni în blocul de instrucþiuni executabile al sub-
programului menþionat. Precizaþi care dintre instrucþiuni va fi corect/incorect plasatã ºi de ce:

a)  în subprogramul S3, instrucþiunea  a ← b
b)  în programul test, instrucþiunea returneazã S3(3.14)
c)  în programul test, instrucþiunea a ← S2(10)
d)  în subprogramul S1, apeleazã S3(d)
e)  în subprogramul S1, c ← S2(c)
f)  în programul test, instrucþiunea apeleazã S1(z)
g)  în programul test, instrucþiunea apeleazã S1(S2(3))
h)  în programul test, instrucþiunea apeleazã S2(c)
i)  în subprogramul S2, apeleazã S1(y)
j)  în subprogramul S1, y ← S2(c)
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2. Variabile locale ºi variabile globale
Care dintre afirmaþiile de mai jos este corectã? Corectaþi afirmaþiile greºite:
a)  nu este permisã utilizarea variabilelor globale în interiorul unui subprogram;
b)  nu este recomandabilã utilizarea variabilelor globale în interiorul unui subprogram;
c)  variabilele globale pot fi folosite exclusiv pentru citirea datelor de intrare în program;
d)  variabilele globale pot fi folosite exclusiv pentru citirea datelor de intrare în subprogram;
e)  datele de intrare ale subprogramelor nu pot fi transmise decât prin variabile globale.

3. Reguli de lucru cu subprogramele
Care dintre afirmaþiile de mai jos este corectã/greºitã; justificaþi rãspunsul: 
a)  fie S1 un subprogram din programul principal P ºi S2 un subprogram definit în interiorul

lui S1; atunci S2 nu poate conþine la rândul sãu alt subprogram;
b)  constantele utilizate într-un program cu subprograme urmeazã aceleaºi reguli privind

domeniul lor de vizibilitate ca ºi variabilele;
c)  într-un subprogram putem declara ºi o variabilã ºi o constantã sub acelaºi nume;
d)  într-un program cu subprograme putem declara ºi o variabilã ºi o constantã sub acelaºi

nume, numai dacã variabila este globalã iar constanta este localã.

4. Corectarea erorilor în subprograme
Fie programul de mai jos:

început program test2
variabile a, b, c
început subprogram S1(x, adresa w)

variabile a, y
început subprogram S2(adresa y)

variabile b
…………………….
returneazã y
…………………….

sfârºit S3
…………………….
returneazã w
…………………….

sfârºit S1
început subprogram S3 (adresa y)

…………………….
returneazã y

…………………….
sfârºit S3

…………………….
sfârºit test
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Presupunem cã plasãm urmãtoarele instrucþiuni în blocul de instrucþiuni executabile al sub-
programului menþionat. Precizaþi care dintre instrucþiuni va fi corect/incorect plasatã ºi de ce
(atenþie la domeniul de vizibilitate al variabilelor):

a)  în subprogramul S2, instrucþiunea a ← b
b)  în programul test, instrucþiunea apeleazã S2(3.14)
c)  în programul  test, instrucþiunea a ← S1(10)
d)  în subprogramul  S3, apeleazã S2(3.14)
e)  în subprogramul  S3, c ← S1(c)
f)  în programul  test, instrucþiunea apeleazã S3(a)
g)  în programul  test, instrucþiunea apeleazã S1(S3(z))
h)  în programul  test, instrucþiunea apeleazã S1(c)
i)  în subprogramul  S1, instrucþiunea apeleazã S3(y)
j)  în subprogramul  S2, instrucþiunea y ← S1(c)

APLICAÞIE
TAPETAREA APARTAMENTULUI
Sã se calculeze suprafaþa de tapet necesarã pentru renovarea unei sufragerii, a unui dormi-

tor ºi a unei bucãtãrii (toate de formã paralelipipedicã).
1. Analiza problemei

Date de intrare:
– lungimile pereþilor sufrageriei (S1, S2), dormitorului (D1, D2) ºi ai bucãtãriei (B1, B2),
– înãlþimea pereþilor (H),
– lãþimea sulului de tapet (T).

Date de ieºire:
– numãrul de metri de tapet necesari pentru sufragerie (NS), dormitor (ND), bucãtãrie (NB),
– numãrul total (NR).

Condiþii ºi relaþii importante
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Figura  41. Acoperirea pereþilor camerei cu tapet

L lungimea
camerei

l = lãþimea
camerei

T = lãþimea tapetului
H = înãlþimea camerei

} } } }
}



Începem cu sufrageria: este suficient sã calculãm P = 2*(S1+S2) = perimetrul camerei ºi sã-l
împãrþim la T = lãþimea sulului de tapet pentru a afla m = P / T = câte bucãþi de tapet de lungime
egalã cu înãlþimea camerei sunt necesare. Apoi, NS = m * H = numãrul de metri de tapet nece-
sari pentru sufragerie. Analog obþinem numãrul de metri de tapet necesari pentru dormitor ºi pen-
tru bucãtãrie. În final, calculãm numãrul total NR = NS + ND + NB.

2. Raþionamentul problemei
Pasul 1. Se citesc datele de intrare: S1, S2, D1, D2, B1, B2, H, T.
Pasul 2. Se calculeazã P ← 2 * (S1 + S2); m ← P / T; NS ← m * H.
Pasul 3. Se calculeazã P ← 2 * (D1 + D2); m ← P / T; ND ← m * H.
Pasul 4. Se calculeazã P ← 2 * (B1 + B2); m ← P / T; NB ← m * H.
Pasul 5. Se calculeazã  NR ← NS + ND + NB.
Pasul 6. Se afiºeazã  NS, ND, NB, NR.

3. Reprezentarea algoritmului

Metoda I Un program fãrã module

început tapet1
variabile S1,S2,D1,D2,B1,B2,H,T,NS,ND,NB,NR,P,m
citeºte S1,S2,D1,D2,B1,B2,H,T
P ← 2*(S1 + S2)
m ← P/T
NS ← m*H
P ← 2*(D1 +D2)
m ← P/T
ND ← m*H
P ← 2*(B1 + B2)
m ← P/T
NB ← m*H
NR ← NS+ND+NB
scrie NS,ND,NB,NR
sfârºit tapet1
Metoda II Un program modularizat
început tapet2
variabile S1,S2,D1,D2,B1,B2,H,T,NS,ND,NB,NR
început subprogram calcul(L;l;adresa:N)
variabile P,m
P ← 2*(L+l)
m ← P/T
N ← m*H
returneazã N
sfârºit calcul
citeºte S1,S2,D1,D2,B1,B2,H,T
apeleazã calcul(S1;S2;NS)
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apeleazã calcul(D1;D2;ND)
apeleazã calcul(B1;B2;NB)
NR ← NS+ND+NB
scrie NR,NS,ND,NB
sfârºit tapet2

Figura  42. Programul tapet2 – fluxul de execuþie 

În figura 42 este evidenþiat fluxul de execuþie a programului:
(1) controlul este transferat subprogramului;
(2) se executã instrucþiunile subprogramului în acelaºi mod în care s-ar executa dacã ar fi

vorba de un program propriu-zis;
(3) dupã parcurgerea întregului flux de execuþie al subprogramului, controlul (ºi rezultatele)

se transferã programului apelant; execuþia acestuia continuã cu instrucþiunea aflatã imediat dupã
instrucþiunea care apeleazã subprogramul;

(4) fiecare apel determinã reluarea fluxului (1), (2), (3).

# TEME
1. Fluxul de execuþie 

Reprezentaþi stiva sistem corespunzãtor fluxului de execuþie program – subprogram din 
figura 42.

2. Rezolvarea problemelor cu ajutorul subprogramelor
Scrieþi câte un program cu subprograme pentru rezolvarea fiecãreia dintre urmãtoarele cerinþe:

a) Sã se determine numãrul p de numere prime dintr-un ºir de n numere naturale introduse de
la tastaturã. Sã se verifice dacã p este numãr prim ºi sã se afiºeze un mesaj corespunzãtor.
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(3)

început tapet2

citeºte S1,S2,D1,D2,B1,B2,H,T

apeleazã calcul (S1; S2; NS)

apeleazã calcul (D1; D2; ND)

apeleazã calcul (B1; B2; NB)

NR ← NS + ND + NB (4)

scrie NR, NS, ND, NB

sfârºit tapet2

început subprogram calcul 
(L; l; adresa: N)
P ← 2 * (L + l)
m ← P / T
N ← m * H
returneazã (N)

sfârºit calcul

(1)

(2)

(4)



Exemplu: pentru n = 5, ºirul de numere este: 25, 3, 42, 29, 7. Se determinã p = 3 ºi se
afiºeazã mesajul: 3 este numãr prim.

b) Sã se calculeze numerele „mistice“ mai mici decât un numãr n ∈ N dat (x ∈ N se numeºte
numãr „mistic“ dacã suma cifrelor care îl compun este egalã cu produsul lor; exemplu: 22,
13131). 

c) Sã se calculeze divizorii primi ai unui numãr n ∈ N dat.

d) Sã se calculeze numerele perfecte mai mici decât un numãr n ∈ N dat (x ∈ N se numeºte
numãr perfect dacã suma divizorilor sãi primi este egalã cu produsul lor; exemplu: 6 este
un numãr perfect deoarece 1+2+3=2*3).

e) Fie M o matrice cu n linii ºi m coloane. Sã se afiºeze în ordine crescãtoare elementele de
pe liniile pare.

f) Fie M o matrice cu n linii ºi m coloane. Pentru fiecare linie, sã se afiºeze cel mai mare divi-
zor comun dintre max ºi min, unde max reprezintã cea mai mare valoare de pe linie iar min
reprezintã cea mai micã valoare de pe linie.

4.  IMPLEMENTAREA SUBPROGRAMELOR ÎN LIMBAJELE DE PROGRAMARE

A.  SUBPROGRAME ÎN LIMBAJUL PASCAL: FUNCÞII ªI PROCEDURI
În limbajul Pascal se utilizeazã douã categorii de subprograme:

funcþii,
proceduri.

Vom prezenta asemãnãrile ºi deosebirile dintre aceste douã categorii de subprograme cu aju-
torul programului de calculare a ariei unui dreptunghi
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Definiþie

= un subprogram care primeºte oricâte valori ca date de intrare dar returneazã ca rezultat o
valoare ºi numai una.

Declarare:
function nume(par_formal1,…,par_formaln:tip1;…; par_formal1,…,par_formalm :tipk): tip;

Funcþie =

MINIPROIECT ÎN ECHIPÃ. COMPANIA EFICIENT
Etapa: Proiectare (stabilirea unitãþilor de program)

Cerinþe:

1. Organizaþi unitãþile de program necesare rezolvãrii modulare a prelucrãrilor identificate
în etapa de analizã.

2. Completaþi documentaþia proiectului cu descrierea modulelor ºi reprezentarea relaþiilor
dintre acestea.



Observaþii
Pentru identificarea fiecãrui tip de subprogram se utilizeazã cuvinte rezervate diferite: 

function ºi respectiv procedure.
Declaraþia var este indusã între paranteze drepte deoarece este opþionalã.
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Apelare:
x:= nume(par_actual1;par_actual2;…;par_actualw);

sau:
write(nume(par_actual1;par_actual2;…;par_actualw));

Definiþie

= un subprogram care primeºte oricâte valori ca date de intrare ºi poate returna ca rezultat
o valoare, mai multe valori sau niciuna (poate efectua o prelucrare care sã nu aibã ca efect
obþinerea unei valori).

Declarare:
procedure nume([var] par_formal1,…,par_formaln:tip1;…; [var] par_formal1,…,

par_formalm:tipk);

Apelare:
nume(par_actual1;par_actual2;…;par_actualw);

Atenþie
Spre deosebire de pseudocod, în limbajul  Pascal:

cuvântul rezervat pentru transmiterea parametrilor prin adresã este  var;
apelarea subprogramelor (ca ºi returnarea rezultatelor) nu necesitã utilizarea niciunui

cuvânt rezervat (altfel spus, cuvintele rezervate apeleazã ºi returneazã folosite în pseudocod
nu au un corespondent în limbajul  Pascal).

Funcþii Proceduri  

Declarare 
procedure arie(L:Real;
l:Real; var A: Real); eventual

Apelare v:=A (Lung;H); write (A(Lung;H)); arie(Lung;H; suprafata);

Procedurã  =

function A (L:Real; l:Real): Real;



Lista de parametri formali a procedurii trebuie sã includã un numãr de parametri formali
transmiºi prin adresã egal cu numãrul de rezultate returnate de procedurã cãtre programul
apelant. Lista de parametri formali a funcþiei include parametrii transmiºi prin valoare (datele de
intrare) sau prin referinþã (dacã existã date de intrare-ieºire); valoarea determinatã – rezultatul –
va fi returnatã prin numele funcþiei. De aceea:

–  „funcþia are tip” (ºi anume un tip simplu, nestructurat);
– în blocul de instrucþiuni executabile al funcþiei trebuie sã existe cel puþin o instrucþiune de

atribuire având ca membru stâng numele funcþiei.
Funcþia se apeleazã prin nume ºi listã de parametri actuali în interiorul unei expresii. 
Procedura se apeleazã prin nume ºi listã de parametri actuali într-o instrucþiune de sine

stãtãtoare.
Exemplu: Funcþii ºi proceduri în limbajul Pascal
Fiind dat numãrul real a ºi numãrul întreg n, sã se calculeze an.
1. Analiza problemei

Date de intrare:
baza (a) ºi exponentul (n).
Date de ieºire:
valoarea an.

2. Modularizarea rezolvãrii
Vom utiliza procedura  putere1 ºi funcþia  putere2 (pentru a ilustra transformarea unei pro-

ceduri într-o funcþie ºi reciproc).
Vom valida datele de intrare, tratând cazul 00 într-un mod particular: 00=0 (cazul bazei egale

cu  1 nu va fi tratat separat!). 
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3. Raþionamentul problemei
Pasul 1. Se citesc datele de intrare: a, n.
Pasul 2. Dacã a = 0 atunci r  ← 0 ºi salt la Pasul 9.
Pasul 3. Dacã  n = 0 atunci r ← 1 ºi salt la Pasul 9
Pasul 4. nn ← n; dacã nn < 0 atunci nn ← –  nn
Pasul 5. i ← 1.
Pasul 6. r ← r * a ºi i ← i + 1
Pasul 7. Dacã i ≤ nn atunci se reia Pasul 6. 
Pasul 8. Dacã n < 0 atunci r ← 1/ r
Pasul 9. Se scrie r.

4. Implementarea algoritmului în limbajul Pascal

program ridicareLaPutere;
var a,r:real;

n:integer;
procedure putere1(baza:real; expo:integer; var rez:real);

{ rez – parametru transmis prin adresã }
var e,i:integer;



5. Analiza programului
Identificatorul  putere2 nu desemneazã o variabilã (având acelaºi nume ºi tip ca ºi funcþia),

ci este numele funcþiei ºi acestuia i se atribuie valoarea variabilei rez. Acesta este motivul pen-
tru care, în blocul de instrucþiuni executabile al funcþiei care nu se apeleazã pe ea însãºi,
numele funcþiei nu poate apãrea în membrul drept al unei atribuiri: este necesarã utilizarea unei
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begin
if (baza = 0.0) then rez:=0.0
else
if (expo=0) then rez:=1.0
else
begin
rez:= baza;
if expo<0 then e:=-expo else e:=expo;
for i:=2 to e do rez:=rez*baza;
if expo<0 then rez:=1/rez;
end;

end; {procedura putere1}
function putere2(baza:real; expo:integer):real; {funcþie de tip real}
var e,i:integer;

rez:real;
begin
if (baza = 0.0) then putere2:=0.0
else
if (expo=0) then putere2:=1.0
else
begin
rez:= baza;
if expo<0 then e:=-expo else e:=expo;
for i:=2 to e do rez:=rez*baza;
if expo<0 then rez:=1/rez;
putere2:= rez;
end;

end; {functia putere2}
begin {program principal}
write(‘a =’); readln(a);
write(‘n =’); readln(n);
putere1(a,n,r);
write(‘Calculul puterii cu procedura putere1: ‘);
writeln(a:4:2,’ la puterea ‘,n:2,’ este ‘,r:8:3);
write(‘Calculul puterii cu  functia  putere2: ‘);
writeln(a:4:2,’la puterea ‘,n:2,’ este’,putere2(a,n):8:3)

end.



variabile locale, auxiliare. Tabelul de mai jos prezintã funcþiile putere2 ºi  putere3 ca exemplu
ºi contraexemplu de subprograme de tip funcþie.

# TEMÃ
De la procedurã la  funcþie
Transformaþi urmãtoarea procedurã într-o funcþie:

Observaþie
Tipul unui parametru formal nu poate fi un tip anonim:
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Exemplu de funcþie Pascal: putere2 Contraexemplu de funcþie Pascal: putere3
function putere2(baza:real;
expo:integer):real;
var e,i:integer;

rez:real;
begin
if (baza=0.0) then putere2:=0.0
else
if (expo=0) then putere2:=1.0
else
begin
rez:= baza;
if expo<0 then e:=-expo else e:=expo;
for i:=2 to e do rez:=rez*baza;
if expo<0 then rez:=1/rez;
putere2:= rez;
end;

end; {functia putere2}

function putere3(baza:real,
expo:integer):real;
var e,i:integer;

begin
if (baza=0.0) then putere3:=0.0
else
if (expo=0) then putere3:=1.0
else
begin
putere3:=baza;
if expo<0 then e:=–expo else e:= expo;

for i:=2 to e do putere3:= putere3*baza
if expo<0 then putere3:=1/putere3;

end
end; {functia putere3}

Exemplu: type matrice=array[1..10,1..20] of real;
function maxim(n,m:integer;  A:matrice):real; 

Contraexemplu function maxim(n,m:integer;  A:array[1..10,1..20] of real):real;

procedure Verificare (err,toleranta:real; var accept:boolean);
begin
if err<toleranta then

accept:=true
else
accept:=false;

end;



# TEME
Proceduri sau funcþii?

1. Fie douã numere raþionale r1 ºi r2; se cere sã se afiºeze: suma, produsul ºi câtul celor douã
numere. Scrieþi ºi analizaþi cele douã soluþii posibile: un program cu subprograme de tip
funcþie, respectiv cu subprograme de tip procedurã (pentru fiecare operaþie).

2. Fie M o matrice pãtraticã de ordin n > 1 cu elemente numere naturale; se cere sã se afiºeze
numerele prime (ºi poziþia lor în matrice) aflate ca valoare între cel mai mic numãr de pe
diagonala principalã ºi cel mai mare numãr de pe diagonala secundarã. Care dintre module
poate fi transformat numai într-o funcþie/numai într-o procedurã/fie într-o procedurã/fie într-o
funcþie. Argumentaþi.

3. Fie vectorul V cu n > 1 componente, numere naturale; se cere sã se afiºeze:
a)  numere pare care se gãsesc pe poziþii de index impar în V;
b)  numerele prime din V;
c)  cifrele numãrului de pe ultima poziþie din vector, în ordine inversã.

Domeniul de vizibilitate al variabilelor

4. Examinaþi programul Pascal de mai jos din punct de vedere al domeniului de vizibilitate al
variabilelor. Completaþi (dupã modelul oferit pe prima linie) toate liniile din tabelul furnizat,
indicând tipul de date al variabilelor (prin iniþiala tipului: I pentru Integer, R pentru real
etc.) ºi valorile constantelor, în conformitate cu cerinþele fiecãrui bloc de instrucþiuni 
executabile. Dacã un identificator nu este definit într-un anumit bloc, atunci introduceþi în
celula respectivã codul  N/A.
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program domeniu;
const i=10;
var a,b:integer;

c,f:real;
d,e:char;

g:boolean;
procedure P1(a,e:real; c:boolean);

const k=2.1;
var f:boolean;
begin {P1}
………………….
end; {P1}

procedure P2(c:integer; g:real);
const b=10;
var a:boolean;

e:char;
procedure P3(a:char; b:real);



Domeniul a b c d e f g i k

Program princ. I I R C C R B 10 N/A

P1

P2

P3

P4

P5

B.  SUBPROGRAME ÎN LIMBAJUL C/C++
Limbajul  C/C++ admite un singur tip de subprograme: subprograme de tip funcþie (însuºi

programul principal este o funcþie cu un nume rezervat: main).
Declarare:

Declaraþia & este inclusã între paranteze drepte deoarece este opþionalã.
Apelare

sau 
v=nume(par_actual1,…, par_actualm);

tip nume(tip1 [&] par_formal1,…, tipm [&] par_formalm);
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const d=3.14;
var i,f:integer;
begin {P3}
………………….
end; {P3}

procedure P4(a:real);
const e=‘a’;
var g,k:integer;
begin {P4}
………………….
end; {P4}

begin {P2}
………………….

end; {P2}
procedure P5(e,g: integer; d:boolean);

const k=40;
var i:real;
begin {P5}

………………….
end; {P5}

begin {program principal}
………………….

end.



În limbajul C/C++ existã douã categorii de funcþii:
funcþii „cu tip” – acestea transmit cãtre programul apelant o valoare atribuitã numelui

funcþiei; dacã tipul expresiei din instrucþiunea 
return expresie; 

nu este identic cu cel al funcþiei, atunci se face automat conversia. O astfel de funcþie se ape-
leazã într-o expresie;

funcþii „fãrã tip” – acestea nu transmit cãtre programul apelant nicio valoare; în acest caz, tipul
funcþiei este void, rezultatele prelucrãrilor sunt depuse în variabile globale (ºi astfel programul
apelant are acces la ele) iar revenirea în programul apelant se face fie la întâlnirea instrucþiunii  

return;
fie dupã executarea tuturor instrucþiunilor din corpul funcþiei. O astfel de funcþie se apeleazã

printr-o instrucþiune de sine stãtãtoare.
În descrierea ºi apelul funcþiilor trebuie respectate urmãtoarele reguli:

numele funcþiei este precedat de tipul funcþiei;
numele fiecãrui parametru formal este precedat de tipul parametrului;
transmiterea parametrilor prin adresã este precizatã prin operatorul  & care precede numele

parametrului formal, de exemplu: 
double arie(double L, double l, double & A));

în blocul de instrucþiuni al funcþiei existã o instrucþiune specialã pentru returnarea rezultatului:
return expresie; sau return;
return A;

Exemplul 1:  Verificarea paritãþii sumei a douã numere întregi.
1. Analiza problemei

Date de intrare:
numerele întregi a, b.

Date de ieºire:
un mesaj care indicã dacã suma celor douã numere este parã sau nu.

2. Modularizarea rezolvãrii
Varianta I
Vom folosi o funcþie care returneazã o valoare (restul împãrþirii sumei la 2).
Varianta II
Vom folosi o funcþie care nu returneazã nicio valoare (variabila în care se calculeazã restul

este declaratã variabilã globalã): 

3. Raþionamentul problemei
Pasul 1. Se citesc datele de intrare: a, b.
Pasul 2. Se apeleazã subprogramul de determinare a paritãþii sumei celor douã numere.
Pasul 3. Dacã restul returnat de subprogram este zero atunci se afiºeazã  mesajul “Suma este

parã”, altfel se afiºeazã mesajul “Suma este imparã”.

nume(par_actual1,…, par_actualm);
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4. Implementarea algoritmului

Exemplul 2:  Interschimbarea a douã valori a ºi b. 
În foarte multe prelucrãri, este necesarã interschimbarea valorilor reþinute în douã locaþii de

memorie, fie acestea a ºi b. De aceea, este util sã realizãm un subprogram care sã primeascã
valorile celor douã locaþii de memorie ºi sã transmitã programului principal noile valori rezul-
tate prin interschimbare. Subprogramul necesitã doi parametri care reprezintã adresele celor
douã locaþii de memorie.
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I. Program cu funcþie care 
returneazã o valoare

II. Program cu o funcþie care nu
returneazã nicio valoare

#include<stdlib.h>
#include<conio.h>

int par(int a, int b)
{int S;
S=(a+b)%2;
return S;}

void main (void)
{int a,b,S;
cout<<”Daþi întregii a ºi b”;
cin>>a>>b;
S=par(a,b);
if (S == 0) cout<<”Suma celor doua

numere este para”;
else cout<<”Suma celor doua numere

este impara”;}

#include<stdlib.h>
#include<conio.h>
int S;
void par (int a, int b)

{S=(a+b)%2;}

void main (void)
{int a,b;
cout<<”Se introduc a ºi b”;
cin>>a>>b;
par(a,b);
if (S==0) cout<<”Suma celor doua numere

este para”;
else cout<<”Suma celor doua numere este

impara”;}

Funcþie cu parametri de tip adresã

#include<stdlib.h>
#include<conio.h>

void interschimb (int &x, int &y)
{int aux;

aux=x; x=y; y=aux;}
void main (void)
{int a,b;
cout<< ”se introduc valorile”;

//  are loc interschimbarea valorilor
interschimb (a, b);
cout << “se afiºeazã noile valori”;
cout << a << “ “ << b;
}



# TEME
Utilizarea subprogramelor în limbajul C/C++

1. Fie douã numere raþionale r1 ºi r2; se cere sã se afiºeze: suma, produsul ºi câtul celor douã
numere. Scrieþi ºi analizaþi un program cu subprograme (pentru fiecare operaþie câte un sub-
program).

2. Fie M o matrice pãtraticã de ordin n > 1 cu elemente numere naturale; se cere sã se afiºeze
numerele prime (ºi poziþia lor în matrice) aflate în intervalul dintre cel mai mic numãr de pe
diagonala principalã ºi cel mai mare numãr de pe diagonala secundarã. Realizaþi un program
cu subprograme. Descrieþi ºi argumentaþi tipul fiecãrui subprogram.

3.  Examinaþi programul C/C++ de mai jos din punct de vedere al domeniului de vizibilitate al
variabilelor. 

Presupunem cã plasãm urmãtoarele instrucþiuni în blocul de instrucþiuni executabile al sub-
programului menþionat. Indicaþi care dintre instrucþiuni va fi corect/incorect plasatã ºi de ce:

a)  în program, P2(F1(c));
b)  în subprogramul F1, P1(a);
c)  în subprogramul P2, P1(d);
d)  în program, a=F1(c);
e)  în subprogramul P1, P2(b).

C.  EXERCIÞII CU SUBPROGRAME

1. Codificaþi în limbajul de programare studiat urmãtoarele secvenþe ºi completaþi tabelul de
variaþie pentru a determina valoarea variabilelor pe parcursul execuþiei.
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#include<iostream.h>
char a,b; int c; float d;
void P1 (float y)
{float b;
————————}
void P2(char y)
{———————-}
char F1(int x)
{float a; char y;
P1(y);
return y;}
void main (void)
{—————————}



a) 

b) început program opuse
variable x,y
început subprogram F1(x)

variabile i,s
s ← 0;
pentru i = 1la y executã
s ← s+i+x
x ← -1

sfârºit pentru
F1 ← s

sfârºit F1
x ← 0; y ← 1
cât timp y <= 2 
scrie x,y
x ← x–F1(y);
y ← y+1;

sfârºit cât timp
sfârºit opuse

c)

început program calcul
variabile a,b,c,d,e
început subprogram P1(x;y; adresa:z;u;v)
variabile a
a←1; b←7; x←y; z←a+x; v←z+b
returneazã z,u,v

sfârºit P1;
a←4; b←5; c←12; d←b; e←c
apeleazã P1(a;b;c;d;e)
scrie a,b,c,d,e
apeleazã P1(1;2;a;b;c)
scrie a,b,c,d,e

sfârºit calcul

a b c d e

început program verificare
început subprogram verificãValori(date de intrare: v1; v2;v3; date de ieºire:v3)
dacã v1>v2 

atunci
scrie v1,v2
v3 ← v3+1

altfel
scrie v2,v1

x y s i
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VARIANTA PASCAL VARIANTA C/C++

program erori;
const limita=10;
var index:integer;
function Func(cheie:char): boolean;
var sem:boolean;

cod:char;
begin {Func}

#include<iostream.h>
#include<conio.h>
int limita=10;
int Func(char cheie)
{
int sem,cod;
cout<<”Introduceþi codul ”;

2. Corectarea erorilor
– Eliminaþi erorile din programele de mai jos: 

v3 ← v3-1
sfârºit dacã

sfârºit verificãValori
contor←0
citeºte index
pentru i=1 la index executã
citeºte v1,v2,v3,v4
contor←contor+1
citeºte v5
cât timp v3<v5 

v3←v3+2
sfârºit cât timp
v5←v5+v3
dacã v3 este par

atunci
apeleazã verificãValori(v2;v4;v5)

altfel
apeleazã verificãValori(v1;v3;v5)

sfârºit dacã
sfârºit pentru
scrie v1,v2,v3,v4,v5

sfârºit program

v1 v2 v3 v4 v5

a)



3. Stive ºi cozi
a) Realizaþi un program cu subprograme pentru simularea unei stive.
b) Realizaþi un program cu subprograme pentru simularea unui fir de aºteptare.

VARIANTA PASCAL VARIANTA C/C++
program erori2;
var a,b,i:integer;
procedure P1(var x:integer, y:integer);
begin {P1}
x=y

end {P1}
begin {program principal}
set s to false
while not s 
begin
readln(a and b);
if (a>b)
then S1 a, b);
else S1(b,a);

for i=1 to b do
begin
a:=a–(b+i);
writeln(‘a+b=,a+b)
end for;

end. {program principal}

#include<iostream.h>

int a,b,i;
void P1(int x, int y)
{x=y}
void main (void)
{s=0;
while (!s)

{cin>>a>>b;
if(a>b) S1(a,b);
else S1(b, a)

for (i=1;i<=b,i++)
{a=a-(b+i);
cout<<’a+b= ‘<<a+b;}}

sem:=false;
write(‘Introduceþi codul”);
read (cod); writeln;
if cod=cheie then semaf:=true
Func:=sem

end {Func}
begin {program principal}
for index:=1 to limita
if (func(chr(index)) then

writeln (‘Da’);
end; {if}

end. {program principal}

cin>>cod; cout<<endl;
if(cod==cheie)

semaf=1;
return sem;

}

void main (void)
for (int index=1; index<=limita;index++)
{if (func(char(index)))
cout<<”Da”;
}
getch();
}
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Utilizarea funcþiilor predefinite

4.  Scrieþi câte un program care sã utilizeze funcþiile ºi procedurile standard enumerate în 
Anexa 2/Anexa 4.

5. Identificaþi funcþiile predefinite ce se pot folosi în programul de calculare a energiei cinetice
ºi în problema traiectoriilor (pag. 65 ºi pag. 70).

6.  Se considerã un automobil într-o curbã de razã r; dându-se unghiurile pantelor α ºi ϕ, se cere
sã se scrie un program care sã afiºeze viteza maximã ºi viteza minimã cu care poate ataca
automobilul curba în condiþii de siguranþã. Se cunosc urmãtoarele formule: 

Ce subprograme predefinite se pot folosi? 

5.  ªIRURI DE CARACTERE

A.  PARTICULARITÃÞI DE MEMORARE A ªIRURILOR DE CARACTERE

Cum procedãm pentru a citi ºi afiºa, pe rând, numele inventatorilor primelor calculatoare
mecanice, electromecanice, electronice: John Napier, Wilhelm Schickard, Blaise Pascal,
Gottfried Wilhelm Leibnitz, Charles Babbage, Konrad Zuse, S.P. Eckert, J.W. Mauchly º.a. 

Sã începem cu C. Babbage: o primã soluþie constã în utilizarea unui vector cu cel puþin 10
componente de tipul predefinit char. Putem citi, prelucra ºi afiºa tot vectorul sau numai anumite
elemente ale sale (a se vedea figura 43).

(a) varianta Pascal

(a) varianta C/C++
Figura  43. Memorarea ºirurilor de caractere

Se observã cã în locaþiile din memoria internã asociate componentelor vectorului sunt depuse
codurile ASCII (American Standard Code for Information Interchange (ASCII) este codul uni-
versal acceptat pentru memorarea internã a caracterelor) ale caracterelor din ºir: s[1] conþine 
valoarea 067 = codul ASCII al caracterului ‘C’, s[3] conþine valoarea 066 = codul ASCII al 
caracterului ‘B’, s[5] ºi s[6] conþin valoarea 098 = codul ASCII al caracterului ‘b’ etc. (Anexa 7)
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)(,)( ϕαϕα −⋅⋅=+⋅⋅= tggrvtggrv mM

indice în vectorul s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

caracter tastat C . B a b b a g e

valoare în memorie 9 067 046 066 097 098 098 097 103 101

indice în vectorul s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

caracter tastat C . B a b b a g e null

valoare în memorie 067 046 066 097 098 098 097 103 101 000
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B. FACILITÃÞI PENTRU PRELUCRAREA ªIRURILOR DE CARACTERE ÎN LIMBAJUL
PASCAL

Limbajul  Pascal oferã un tip de date standard special: tipul string. O variabilã de tip string
poate reþine pânã la 255 caractere ºi poate fi declaratã în douã moduri 

1.
type sir=string;
var s:sir;
în acest caz se rezervã în memorie 256 de octeþi – indiferent câte caractere are la citire ºirul s

– primul octet conþine lungimea efectivã a ºirului citit pentru exemplul ºirului “C.Babbage”
lungimea ºirului este 9) – ;

2.
type sir=string[n];
var s:sir;
în acest caz se rezervã în memorie n de octeþi – primul octet conþine lungimea efectivã a ºiru-

lui citit; – se pot citi ºiruri cu maximum n-1 caractere.

Atenþie
În limbajul  Pascal am putut afiºa vectorul de caractere ca pe o variabilã inde-

pendentã (nu am mai recurs la indexare, aºa cum am fãcut la citire).

În limbajul C/C++, dacã vectorul este iniþializat prin declarare (char
s[10]=“C.Babbage”), atunci caracterul null este memorat automat în ultima compo-
nentã; dacã este iniþializat prin citire (ca mai sus), atunci trebuie inclusã în program o
instrucþiune explicitã de atribuire (s[n]=0;). 

ÎN  PASCAL ÎN  C/C++
în primul octet (atenþie: s[0] ºi nu s[1] este
prima componentã a vectorului!) este depusã
automat lungimea efectivã a ºirului (aici: 9).

ultimul octet (s[9], pentru cã indexarea se face
de la 0!) conþine, conform convenþiei, 
valoarea 0 = codul ASCII al caracterului null  

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
program sir;
var s:array[1..50] of char;

n,i: integer;
begin
writeln(‘n=’); readln(n);
for i:=1 to n do read (s[i]);
writeln(‘Sirul citit este:’);
write (s);

end.

#include<iostream.h>
void main (void)   
{char s[50];
int n, i;
cout<<”n=”;  cin>>n;
cout<<”Introduceti sirul.”<<endl;
for (i=0; i<n; i++) cin>>s[i];
s[n]=0;
cout<<”Sirul este:”<<endl;
for (i=0;i<n;i++)cout<<s[i];}
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# TEME
1. Ce afiºeazã urmãtorul program?

Operaþia de atribuire pentru ºiruri

2. Variabilele de tip string pot fi iniþializate – ca orice variabile – prin citire sau atribuire. 
Fie variabilele g ºi k inþializate cu ºirurile ‘Leibnitz’ ºi respectiv ‘Zuse’. Care dintre urmã-

toarele moduri de declarare permite efectuarea corectã (fãrã trunchiere la dreapta) a oricãreia
dintre atribuirile: a ← b , b ← a:

C.  FACILITÃÞI PENTRU PRELUCRAREA ªIRURILOR DE CARACTERE ÎN LIMBAJUL
C/C++

Limbajul C/C++ permite citirea ºi scrierea ºirurilor de caractere, fãrã a mai preciza adresa
elementelor. Astfel, primul program care exemplificã prelucrarea ºirurilor de caractere devine:

#include<iostream.h>
void main (void)   
{ char s[50];

cout<<”Introduceti sirul fara spatii”<<endl;

Atenþie
Programatorul nu trebuie sã se preocupe de depunerea lungimii efective a ºirului în

primul octet. 
Variabila s de tipul string va fi privitã ca o variabilã independentã dar “componen-

tele ei” vor putea fi accesate prin indexare, la fel ca ºi componentele oricãrui vector!

program sir2;
var s: string;

begin
writeln(‘Introduceti sirul: ‘);
readln (s);
writeln(‘Sirul’,s,’are’,ord(s[0]),’ caractere’);
writeln(‘s[3]=’,s[3],’s[5]=’,s[5],’s[6]=’,s[6]);
writeln

end.

(1) var a:string; (2) var a:string[4];     (3) var a:string[8];
b:string; b:string[4];                    b:string[8];

(4) var a:string; (5) var a:string[15];    (6) var a:string[20];
b:string[4]; b:string[13]; b:string[20];



cin>>s;
cout<<”Sirul introdus:”<<endl;
cout<<s;

}

Aceastã metodã prezintã un dezavantaj: ºirul citit nu poate conþine mai multe spaþii (nu poate
fi cititã o “frazã” în care “cuvintele” sã fie separate prin spaþii). 

Pentru înlãturarea acestui dezavantaj, vom folosi o funcþie specialã care permite citirea
ºirurilor de caractere de orice lungime care conþin orice caracter, inclusiv spaþii. 

Sã presupunem cã trebuie sã citim ºi sã prelucrãm urmãtorul – text – ºir de caractere:

‘John Napier a inventat nu numai logaritmii naturali dar ºi primul calculator mecanic, în
stare sã reducã efectuarea înmulþirilor ºi împãrþirilor la efectuarea de adunãri ºi scãderi.’

Acest ºir  are  182  de  caractere,  deci  poate  fi  declarat  astfel: 
char secv[183]; 
Prezentãm mai jos câteva exemple de citire a acestui ºir cu ajutorul funcþiei  cin.get.
(ex1)cin.get(secv,183,‘.’);
(ex2)cin.get(secv,183);
(ex3)cin.get(secv,183,‘,’);
(ex4)cin.get(secv,86);
În primele douã cazuri, este citit întregul ºir; în ultimele douã cazuri este citit numai subºirul

‘John Napier a inventat nu numai logaritmii naturali dar ºi primul calculator mecanic,’. Aceastã
funcþie predefinitã are urmãtorul antet:

Semnificaþia parametrilor:
primul parametru actual trebuie sã fie o variabilã de  tip ºir de caractere, declaratã 

anterior, de exemplu, prin char v[n];
al doilea parametru actual trebuie sã fie un numãr cuprins între 0 ºi n, care sã indice

numãrul de caractere din ºir care trebuie citite;
al treilea parametru actual este opþional; dacã nu apare, atunci se subînþelege cã este ‘\n’.

Efectele apelãrii funcþiei (în oricare dintre variante) sunt:
se citesc  nr-1  caractere (iatã de ce am folosit 183 deºi ºirul nostru are 182 caractere), 

inclusiv spaþiile;
caracterul null este inserat automat dupã ultimul caracter din ºir;
atunci când apare, caracterul transmis ca al treilea parametru actual forþeazã sfârºitul ºiru-

lui (de aceea în exemplul (ex3) de mai sus, citirea se opreºte la întâlnirea virgulei).
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Definiþie
cin.get(ºir, int nr, char=’\n’)



D. SUBPROGRAME PREDEFINITE PENTRU PRELUCRAREA ªIRURILOR DE CARACTERE

Atribuirea de valori
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Atenþie
Pentru a citi numai un prefix al ºirului, nu întreg ºirul, putem folosi:

varianta (ex3):  se citeºte ºirul secv pânã la întâlnirea primului caracter ‘,‘;
varianta (ex4):  se citesc primele 85 componente din ºirul secv.

Pentru a citi un singur caracter, fie cã este spaþiu sau nu, putem folosi funcþia cin.get fãrã
parametri:  cin.get(); acest apel este folosit frecvent la citirea succesivã a mai multor ºiruri de
caractere pentru preluarea separatorului de sfârºit de ºir. 

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
operatorul := funcþia  strcpy 

program atribuire1;
var s1,s2,s3:string;

begin
s1:=’Charles’;
s2:=’Babbage’;
writeln(‘Sirurile citite:’);
writeln(s1,’ ‘,s2);
s3:=s2;
s2:=s1;
s1:=s3;
writeln(‘Sirurile dupa interschimbare:’);
writeln(s1,’ ‘,s2);

end.

#include<iostream.h>
#include<string.h>
#include<conio.h>
void main (void)
{clrscr();
char s1[10]=”Charles”, s2[10]=”Babbage”,

s3[10];
cout<<s1<<s2<<endl;
strcpy(s3,s2);
strcpy(s2,s1);
strcpy(s1,s3);
cout<<”Sirurile dupa

interschimbare:”<<endl;
cout<<s1<<s2<<endl;
getch();}

Definiþia funcþiei:
char *strcpy(char *destinaþie, char *sursa);
Apelarea:
strcpy(s1,s2);

Ca urmare, ºirul s2 este depus în ºirul s1;
ºirul s2 rãmâne nemodificat; ºirul s1 va conþine
rezultatul operaþiei ºi va fi returnat cãtre pro-
gramul apelant.

Ambele programe afiºeazã secvenþele Charles Babbage ºi Babbage Charles



Compararea ºirurilor de caractere
ªirurilor de caractere li se pot aplica operatorii relaþionali (<, >, = etc). Cum putem însã com-

para litera a cu cifra 7 sau cu paranteza deschisã?! Dar ºirul ‘aX’ cu ºirul ‘Ax’?! Metoda constã
în compararea codurilor ASCII prin care se reprezintã în memorie caracterele din ºir (aºa cum
am observat în reprezentarea ºirului ‘C.Babbage’, codul literei a, 097, este predecesorul în sens
aritmetic al codului literei b, 098).

Fie douã variabile x ºi y de lungime n, respectiv m, care trebuie comparate. Distingem urmã-
toarele cazuri:

codul primului caracter din x este mai mare decât codul primului caracter din y; atunci x>y
(de exemplu: ‘bit’ > ‘Octet’ deoarece ASCII(‘b’) = 098 > 079 = ASCII(‘O’));

codul primului caracter din x este mai mic decât codul primului caracter din y; atunci x<y
(de exemplu: ‘Bit’ < ‘octet’ deoarece ASCII(‘B’) = 066 < 111 = ASCII(‘o’));

codul primului caracter din x este egal cu codul primului caracter din y (este practic acelaºi
caracter); distingem urmãtoarele subcazuri: 

n=m=1; atunci x=y;
n>m=1; atunci x>y (de exemplu: ‘if’>‘i‘);
m>n=1; atunci y>x;
n≥m>1; atunci se continuã cu compararea codurilor caracterelor de pe poziþiile urmãtoare

din x ºi y. Sã presupunem cã pentru  toate primele  h poziþii codurile au fost egale:
– dacã h=m=n  atunci x=y;
– dacã h=m<n atunci  x>y;
– dacã h<m atunci relaþia dintre x ºi y este relaþia dintre codurile ASCII ale carac-

terelor aflate în x ºi y pe poziþia h+1.
m≥n>1; se procedeazã  analog.
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Compararea în Limbajul  Pascal Compararea în Limbajul  C/C++
operatorii relaþionali funcþia  strcmp
program comparare1;
var s1,s2:string;

begin
writeln(‘s1:’);readln(s1);
writeln(‘s2:’);readln(s2);
if(s1<s2) then

writeln(s1,’<’,s2)

#include<iostream.h>
#include<string.h>
void main(void)
{char s1[20],s2[20];
int v;
cout<<”\n s1:”;cin.get(s1,20);
cin.get(); cout<<”\n s2:”;cin.get(s2,20);

Atenþie (C/C++)
Caracterul  *  care precede numele funcþiei ºi al parametrilor formali indicã faptul cã

aceºtia nu reprezintã valori ci adrese. Cu alte cuvinte,  *sursa reprezintã adresa primei locaþii
din zona de memorie atribuitã acestui parametru al funcþiei strcpy.
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else
if(s1>s2) then

writeln(s1,’>’,s2)
else
writeln(s1,’=’,s2);

end.

cout<<endl;
v=strcmp(s1, s2);
if (v < 0) cout<<s1<<”<”<<s2;
else
if (v >0) cout<<s1<<”>”<<s2;
else cout<<s1<<”=”<<s2;

}

Definiþia funcþiei:
int strcmp(const char *sir1, const char

*sir2);
Apelarea:
v=strcmp(s1,s2);
Funcþia comparã sirurile s1 ºi s2 ºi

returneazã cãtre programul apelant o valoare
întreagã care este:

< 0 , dacã  s1 < s2,
= 0 , dacã  s1 = s2,
> 0 , dacã  s1 > s2.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
funcþia length sau valoarea conþinutã în
primul octet din ºir

funcþia  strlen

program length1;
var s1:string;

begin
s1:=’Acest sir are 27 caractere.’;

writeln(‘Acest sir are ‘,ord(s1[0]),’caractere.’);
writeln(‘Acest sir are ‘,length(s1),’caractere.’);
end.

#include<iostream.h>
#include<string.h>
void main (void)
{char s1[28]=”Acest sir are 27 caractere.”;

cout<<”Acest sir are “<< strlen(s1)<<”
caractere.”;
}

Definiþia funcþiei:
function length (sursa:string): :Integer;
Apelarea:
n:= length(s);
Funcþia returneazã cãtre programul apelant
numãrul de caractere din ºirul  s  (primul
octet, rezervat automat numãrului de carac-
tere din ºir, nu este numãrat).

Definiþia funcþiei:
size_t strlen (char *sursa);

Apelarea:
n = strlen (s);
Funcþia returneazã cãtre programul apelant
numãrul de caractere din ºirul s (ultimul octet,
rezervat automat caracterului null, nu este
numãrat).

Ambele programe afiºeazã textul   „Acest ºir are 27 caractere.”

Pentru  s1 = “abc”  ºi  s2 = “aac”,  ambele programe afiºeazã  abc > aac
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Concatenarea ºirurilor de caractere

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

funcþia  concat sau 
operatorul +

funcþia  strcat

program concat1;
var s1,s2,r1,r2:string;

begin
s1:=’Turbo’;s2:=’Pascal’;
r1:=s1+’ ‘+s2;
r2:=concat(s1,’ ‘,s2);
writeln(‘Cu operatorul + : ‘,r1);
writeln(‘Cu functia concat: ‘,r2);

end.

#include<iostream.h>
#include<string.h>
void main (void)
{char s1[10]=”Borland”,s2[10]=”C”;
strcat (s1, “ “);
strcat (s1, s2);
cout<<”\n”<<s1;

}

Definiþia funcþiei:
function concat(s1[,s2,…,sn]:string):string;
Apelarea:
s:=concat(a1,a2,…,ak);
Ca urmare, ºirurile a1, a2, …, ak sunt con-
catenate în aceastã ordine ºi de la stânga la
dreapta. Dacã ºirul rezultat are mai mult de
255 caractere, atunci el este trunchiat la
dreapta. 

Definiþia funcþiei:
char *strcat (char *destinaþie, char *sursa);
Apelarea:
strcat (a1, a2);
Ca urmare, ºirul a1 este concatenat la dreapta
cu ºirul a2; ºirul s2 rãmâne nemodificat; ºirul
s1 va conþine rezultatul operaþiei ºi va fi
returnat cãtre programul apelant. Pentru a
concatena  n  ºiruri, funcþia trebuie apelatã de
n-1 ori: 
strcat(a1,a2); strcat(a1,a3); . . .; strcat(a1,an);

Programul afiºeazã secvenþa „Turbo Pascal“
(de douã ori!)

Programul afiºeazã secvenþa „Borland C“ 
(o singurã datã)

Atenþie
Operaþia de concatenare a ºirurilor NU este comutativã.



116

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
funcþia  upcase funcþia  strupr

program upcase1;
var s1:string;

i:integer;
begin
s1:=’Clasa a XI-a’;
writeln(‘Sirul initial: ‘, s1);
for i:=1 to length(s1) do
s1[i]:= upcase(s1[i]);

writeln(‘Sirul cu majuscule: ‘, s1);
end.

#include<iostream.h>
#include<string.h>
void main (void)
{char s1[13]=”Clasa a XI-a”;
cout<<”\n Sirul initial: “<<s1<<endl;
strupr (s1);
cout<<”Sirul cu majuscule: “<<s1;

}

Definiþia funcþiei:
function upcase (car: Char):Char;
Apelarea:
w:= upcase (c);
Funcþia returneazã majuscula corespunzã-
toare literei c primitã ca parametru actual;
dacã acest parametru nu se aflã în domeniul
a..z atunci el rãmâne neschimbat.

Definiþia funcþiei: 
char *strupr(char *sursa);
Apelarea:
adr=strupr (s1);
Funcþia returneazã ºirul  s1, în care toate ca-
racterele – aflate în domeniul a..z – au fost
transformate în majuscule. Cele din afara
acestui domeniu rãmân neschimbate.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
funcþia  pos funcþia  strstr

program pos1;
var s1,s2:string;

n:integer;
begin
s1:=’imprimanta’;
writeln(s1);
n:=pos(‘prim’,s1);
writeln(‘”prim” incepe din pozitia:’,n);
writeln(‘”rima” incepe din

pozitia:’,pos(‘rima’,s1));
n:=pos(‘prima’,s1);
writeln(‘“prima” incepe din pozitia:’,n);
writeln(‘“manta” incepe din 

#include<iostream.h>
#include<string.h>
void main (void)
{char s1[11]=”imprimanta”,
s2[5]=”prim”,s3[5]=”rima”,
s4[6]=”prima”;
char s5[6]=”manta”,s7[5]=”mira”, s6[8]=

“imprima”, *adr;
adr=strstr(s1,s2);
if (adr) cout<<adr-s1+1<<endl;
else cout<<”Nu apare in sir” <<endl;

adr=strstr(s1,s3);
if (adr) cout<<adr-s1+1 <<endl;

Conversia literelor mici în majuscule

Cãutarea unui subºir într-un ºir de caractere

Ambele programe afiºeazã   Clasa a XI-a   ºi, apoi,   CLASA A XI-A
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
procedura  str funcþiile  itoa

program str1;
var s1:string;

a:integer;
begin
a:= 2006;
str(a:4,s1);
writeln(‘Numarul ‘,a:4);
writeln(‘Sirul ‘,s1);

end.

#include<iostream.h>
#include<stdlib.h>
void main (void)
{int a=2006;
char s1[100];
itoa(a,s1,10);
cout<<”Numarul:”<<a;
cout<<”Sirul:”<<s1<<endl;

}

pozitia:’,pos(‘manta’,s1));
writeln(‘“imprima” incepe din

pozitia:’,pos(‘imprima’,s1));
n:= pos(‘mira’,s1);
writeln(‘“mira” incepe din pozitia:’,n,’,

adica nu se afla in sir’);
end.

else cout<<”Nu apare in sir”<<endl;
adr=strstr(s1,s4);
if (adr) cout<<adr-s1+1<<endl;
else cout<<”Nu apare in sir”<<endl;

adr=strstr(s1, s5);
if (adr) cout<<adr-s1+1<<endl;
else cout<<”Nu apare in sir”<<endl;

adr = strstr(s1, s6);
if (adr) cout<<adr-s1+1<<endl;
else cout<<”Nu apare in sir”<<endl;

adr = strstr(s1, s7);
if (adr) cout<<adr-s1+1<<endl;
else cout<<”Nu apare in sir”<<endl;}

Definiþia funcþiei:
function pos(subsir: String; sir: String):
Byte;
Apelarea:
n:=pos(s1,s2);
Funcþia verificã (de la stânga la dreapta) dacã
secvenþa s1 apare – în întregime – în
secvenþa s2. În caz afirmativ, returneazã
indicele caracterului din s2 care este ºi primul
caracter din s1; altfel returneazã valoarea 0.

Definiþia funcþiei:
char *strstr(char *sir, char *subsir);
Apelarea:
adr=strcstr(s1,s2);
Funcþia verificã (de la stânga la dreapta) dacã
secvenþa s2 apare – în întregime – în
secvenþa s1. În caz afirmativ, returneazã
adresa caracterului din s1 care este ºi primul
caracter din s2; altfel returneazã valoarea
null.

Programele afiºeazã numerele 3, 4, 3, 6, 1, 0
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Definiþia procedurii:
procedure str(numar:i; var sursa:string);
Apelarea:
str(nr:n,s);
Procedura returneazã ºirul s obþinut prin con-
vertirea numãrului nr de la tipul întreg la
tipul string. Parametrul n indicã numãrul
total de caractere pe care se face conversia
(numãrul de octeþi ai s).

Definiþia funcþiilor:
char *itoa(int valoare, char *sir, int baza);
Apelarea:
itoa(v1, s1, b1);
Funcþia itoa returneazã ºirul s1 obþinut prin
conversia numãrului întreg v1 din baza b1 la
tipul char (dacã b1=10 atunci se reþine ºi
semnul lui v1).
Existã douã funcþii similare funcþiei  itoa:ltoa
ºi  ultoa. prima converteºte în ºir o valoare de
tip long int, a doua converteºte o valoare de
tip unsigned long.

Ambele programe afiºeazã secvenþa  “2006”.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++
procedura  val funcþiile  atol, atof
program val1;
var s1:string;

i,c:integer;
r:real;

begin
s1:=’2006’;
writeln(‘Sirul: ‘,s1);
val(s1,i,c);
if c=0 then writeln(‘Numarul:’,i:4)
else
writeln(‘Eroare: s1= ‘,s1);

s1:= ‘-1.23’;
writeln(‘Sirul: ‘,s1);
val(s1, r, c);
if c=0 then writeln(‘Numarul:’,r:5:2)

else
writeln(‘Eroare: s1= ‘,s1);

s1:=’17 ani’;
writeln(‘Sirul: ‘,s1);
val(s1,r,c);
if c=0 then writeln(‘Numarul:’,r:5:2)

#include<iostream.h>
#include<stdlib.h>
void main (void)
{long l; float f;
char s1[5]=”2006”;
char s2[6]=”-1.23”;
l=atol(s1);
cout<<”s1: “<<s1<<”;l: “<<l<<endl;
l=atol(“17ani”);
cout<<” l: “<<l<<endl;
f=atof(s2);
cout<<”s2: “<<s2<<”; f: “<<f<<endl;
f=atof(“3.02*7”);
cout<<” f: “<<f<<endl;

}



PROBLEME PROPUSE
Realizaþi, în limbajul de programare studiat, câte un program pentru rezolvarea fiecãreia din-

tre urmãtoarele probleme:

1. Pentru fiecare elev din clasã se citesc, pe rând, numele ºi prenumele (scrise cu litere mici ºi/
sau mari). 
Sã se afiºeze (pentru fiecare elev), pe un singur rând, numele (cu majuscule) ºi prenumele

(doar prima literã sã fie majusculã). 
Sã se afiºeze numele elevului cu cel mai lung prenume ºi prenumele elevului cu cel mai lung

nume. 
Sã se ordoneze crescãtor elevii dupã numele de familie.
Sã se ordoneze descrescãtor elevii dupã prenume.

2. Sã se verifice dacã o frazã este de tip palindrom (exemple: Au o nava noua. Icre, pui, ciuperci.
Ele fac cafele. Sa nu iei un as. O rama maro.) În acest scop se vor elimina spaþiile (codul
ASCII al spaþiului este 032).
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else
writeln(‘Eroare la conversie.’);

end.
Definiþia procedurii:
procedure val(sursa; var v:integer; var
cod:integer);
Apelarea:
val(s1,nr,c);
Procedura returneazã numãrul nr  (întreg sau
real) la care a fost convertit ºirul s1 ºi va-
loarea întreagã c, indicând modul în care s-a
realizat conversia: dacã s1 a putut fi convertit
(nu a conþinut decât cifre, virgulã, punct zeci-
mal, semnul + sau -) atunci c = 0; altfel c ? 0
(conversia nu s-a realizat).

Definiþia funcþiilor:
long atol(char *sursa);
double atof(char *sursa);
Apelarea:
n = atol(s1);
n = atof(s1);
Funcþia atol (atof) converteºte ºirul  s1 la un
întreg de tip long (la un real de tip float);
dacã s1 nu se poate converti, atunci funcþia
returneazã valoarea 0.

Observaþie
Existã ºi funcþiile atoi, strtol, strtoul, strtod
care convertesc un ºir la: un întreg, un întreg
de tip long, un întreg de tip long fãrã semn,
respectiv la un real de tip double.

Programul afiºeazã - pe 3 rânduri - 2006, -
1.23 ºi Eroare: s1= 17 ani

Programul afiºeazã - pe 4 rânduri - 2006, 17,
-1.23 ºi 3.02



3. Se citeºte o “frazã”. Se cere sã se afiºeze:
numãrul “cuvintelor” care apar în “frazã”;
cel mai lung ºi cel mai scurt cuvânt precum ºi poziþia începând cu care apar acestea în
“frazã”;
sã se ºteargã din “frazã” primul “cuvânt” care începe cu litera I;
sã se insereze în “frazã”, dupã fiecare “cuvânt”, acelaºi “cuvânt” dar scris cu majuscule.

4. Se citeºte o “frazã”. Se cere sã se afiºeze:
toate perechile de “cuvinte” adiacente care “rimeazã”;
toate perechile de “cuvinte” neadiacente care “rimeazã”, împreunã cu poziþia primei lor
litere în frazã (considerãm cã douã cuvinte rimeazã dacã cel puþin ultimele lor douã litere
coincid).

5. Se citeºte un ºir format numai din litere ºi spaþii. Se cere sã se afiºeze ºirul, dupã ce toate
vocalele consecutive au fost înlocuite cu majuscule.

6. Se citeºte un ºir de cifre zecimale. Se cere sã se afiºeze ºirul dupã ce toate cifrele pare p care
apar au fost înlocuite cu cifrele corespunzãtoare (9–p) iar cifrele impare i cu cifrele cores-
punzãtoare (i-1). Exemplu: pentru ºirul 143265 se va afiºa ºirul 052734.

7. Statisticile aratã cã fiecare utilizator de e-mail are 1,8 (!!) cãsuþe de poºtã electronicã. Sã se
citeascã toate adresele e-mail ale unei persoane ºi sã se afiºeze separat numele-utilizator ºi
adresa serverului (codul ASCII al caracterului @ este 064).

8. Se citesc mai multe adrese Web. Sã se afiºeze separat subºirul care reprezintã: schema (http//
,  ftp:// etc.), numele serverului, calea, numele fiºierului care trebuie încãrcat.

9. Se citesc douã ºiruri. Se cere sã se afiºeze un subºir comun de lungime maximã.

10. Se citeºte un ºir. Se cere sã se afiºeze cel mai lung subºir format din litere ordonate alfabetic
(ab, abbc, afgk etc.).
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MINIPROIECT ÎN ECHIPÃ.  COMPANIA EFICIENT
Etapa: Realizare ºi testare (implementarea unitãþilor de program în limbajul de programare 

studiat)
Cerinþe:
1. Realizarea ºi testarea individualã a programelor.
2. Integrarea programelor într-o aplicaþie unitarã.
3. Completarea documentaþiei cu specificaþiile tehnice de programare.



6. RECURSIVITATEA

A. DEFINIRE. EXEMPLIFICARE

Toþi algoritmii sunt reprezentaþi printr-o succesiune logicã ºi finitã de paºi descriºi prin struc-
turi specifice: structuri secvenþiale, structuri decizionale sau structuri repetitive. 

Un algoritm care conþine structuri repetitive poate fi  reprezentat: iterativ sau recursiv.
Reprezentarea iterativã a unui algoritm repetitiv implicã reluarea parcurgerii secvenþei de

operaþii pânã când este îndeplinitã condiþia de oprire. În limbajele de programare cunoscute,
structurile repetitive sunt implementate iterativ cu ajutorul instrucþiunilor corespunzãtoare. 

Repetarea unei secvenþe de instrucþiuni (S) poate fi determinatã ºi prin organizarea modularã
a programului astfel încât S sã aparþinã unui modul care se autoapeleazã (cap. 2, fig. 40b).
Autoapelul este în acest caz comanda de execuþie a secvenþei S pentru prelucrarea unor alte date
de intrare. Ieºirea din secvenþa de autoapeluri este controlatã printr-o condiþie de oprire.

Definirea în matematicã a unor relaþii recurente (ºiruri recurente) ºi prelucrarea acestora au
stat la baza construirii mecanismului  recursivitãþii pentru reprezentarea algoritmilor. 

121

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

for i:=1 to n do
begin

secvenþa de operaþii     
end;

for i:=n to downto 1 do
begin

secvenþa de operaþii     
end;

while (cond_logicã) do
begin
secvenþa de operaþii

end;

repeat
secvenþa de operaþii

until (cond_logicã);

for (i=1; i<=n; i++)
{ secvenþa de operaþii     }

for (i=n; i>=1; i—)
{ secvenþa de operaþii     }

while (cond_logicã) do
{ secvenþa de operaþii}

do {}while(cond_logicã)



Exemplu:
Se considerã un numãr n natural nenul. Sã se calculeze ºi sã se afiºeze n! (factorialul numãru-

lui natural n). 
Varianta iterativã: 
Pentru implementarea iterativã se foloseºte relaþia:

n! = 1*2*…*n , unde 0!=1
Se apeleazã din programul principal, respectiv din funcþia principalã, funcþia fact care

returneazã valoarea lui n!. În corpul funcþiei, variabila p se iniþializeazã cu valoarea 1 ºi apoi 
într-o instrucþiune repetitivã cu contor se repetã de n ori operaþia p=p*i, i=1,n. Funcþia va 
returna valoarea finalã a produsului p.

Varianta recursivã: 
Se foloseºte umãtoarea relaþie de recurenþã:

Exemplu: Pentru n=4, atunci n! se determinã astfel: 
Se apeleazã din programul principal, respectiv din funcþia principalã funcþia fact care

returneazã valoarea lui n!. Funcþia fact are ca parametru formal numãrul natural n. Funcþia este
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

uses crt;
var n:integer;

function fact(n:integer):longint;
var i:integer;

p:longint;
begin

p:=1;
for i:=1 to n do 

p:=p*i;
fact:= p;

end;

begin;
clrscr;
write(‘ n = ‘);readln(n);
writeln(‘ Factorialul ‘,n,’! = ‘, fact(n));

end.

#include<iostream.h>
#include<conio.h>

long  fact(int n)
{ int i;

long p=1;
for (i=1;i<=n;i++)

p=p*i;
return p;

}

void main()
{ int n;

clrscr();
cout<<” n = “;cin>>n;
cout<<” Factorialul “<<n<<”! = “<<fact(n);

}

⎩
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construitã pe baza relaþiei de
recurenþã, definitã în enunþul
problemei.  Dupã apel, funcþia se
autoapeleazã cu parametrul for-
mal (n-1) multiplicat cu n adicã:
n*fact(n-1). Dacã n>0 atunci  se
continuã autoapelul (n n-1 , iar
parametrul funcþiei are valoarea
n-2).  ªirul de autoapeluri se
încheie când este îndeplinitã
condiþia de oprire. 

Conform relaþiei de recurenþã
a factorialului deducem condiþia
de oprire: n=0.

Autoapelurile au loc de sus în
jos, (apelul principal condiþia
de oprire) iar construcþia soluþiei
se face de jos în sus (condiþia de
oprire apelul principal ), adicã:

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

uses crt;
var n:integer;

function fact(n:integer):longint;
begin
p:=1;
if n=0 then fact:=1

else fact:=n*fact(n-1)
end;

#include<iostream.h>
#include<conio.h>

long  fact(int n)
{ int i;

if (!n) return 1;
else 

return n*fact(n-1);
}
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        Autoapeluri ale subprogramul fact pânã la nîtâlnirea condiþiei de oprire n=0 

 
= 4*(3*(2*(1*1))) = 4*(3*(2*1))= 4*(3*2)=4*6=24 

 
Construirea soluþiei dupã întâlnirea condiþiei de oprire 

Autoapeluri ale subprogramului fact pânã la întâlnirea condiþiei de oprire n =0
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Figura 44
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Un algoritm recursiv conþine un bloc procedural care se autoapeleazã, altfel spus  se apeleazã
pe el însuºi din interiorul sãu. Din afara blocului procedural  se face un prim apel al acestuia,
dupã care blocul se autoapeleazã de un anumit numãr de ori; la fiecare nouã autoapelare se exe-
cutã secvenþa de instrucþiuni din codul sãu, eventual cu alte date, realizându-se  un aºa-numit
“lanþ de apeluri recursive”. 

Pentru a defini corect recursivitatea trebuie urmãrite urmãtoarele aspecte:

# TEME
1. Stabiliþi care dintre urmãtoarele afirmaþii sunt adevãrate sau false, prin marcarea cãsuþei cores-

punzãtoare:

begin;
clrscr;
write(‘ n = ‘);readln(n);
writeln(‘ Factorialul ‘,n,’! = ‘, fact(n));

end.

void main()
{ int n;

clrscr();
cout<<” n = “;cin>>n;
cout<<” Factorialul “<<n<<”! = “<<fact(n);

}

1. Condiþia de oprire: În corpul subprogramului recursiv  existã unul sau mai multe teste
prin care se verificã condiþiile de ieºire din autoapelul recusiv. Aceste teste de ieºire formeazã
condiþia de oprire. 

În subprogramul fact condiþia de oprire este n=0. 
2. Prelucrarea progresivã: Esenþa definiþiei recursive constã în rezolvarea cazului curent

apelând la cazul precedent. În acest fel, celelalte cazuri ale autoapelului recursiv, diferite de
condiþia de oprire, trebuie rezolvate prin tratarea lor astfel încât procesul apelului recursiv sã
le orienteze  cãtre una dintre condiþiile de oprire. 

În exemplul prezentat, valoarea parametrului formal n este decrementatã pânã când atinge
valoarea 0 (condiþia de oprire).

Afirmaþii
A F

1
Un algoritm care nu conþine structuri repetitive poate fi reprezentat atât ite-
rativ, cât ºi recursiv.

2
Executarea unor secvenþe de operaþii, de un numãr cunoscut de ori, este
tratatã iterativ prin intermediul unor structuri repetive corespunzãtoare.

3

Executarea unor secvenþe de operaþii, de un numãr cunoscut de ori, este
tratatã recursiv prin intermediul autoapelurilor aceluiaºi subalgoritm de un
numãr finit de ori.

4 Subalgoritmul se autoapeleazã pânã când este îndeplinitã condiþia de oprire.

Nr.
crt.

Rãspuns



2. Se considerã urmãtoarea definiþie (relaþie de recurenþã):

a) Stabiliþi care este condiþia de oprire din autoapel.
b) Pentru n=4 construiþi toate autoapelurile realizate.

3. Analizaþi urmãtorul enunþ ºi puneþi în evidenþã aspectele recurente: 
Succesorul oricãrui numãr natural este un numãr natural: zero este numãr natural.

B. MECANISMUL DE IMPLEMENTARE A RECURSIVITÃÞII

În capitolul ‘Subprograme’ s-a precizat cã orice apel de subprogram are ca efect salvarea într-o
zonã de memorie denumitã stivã (segment de stivã) a adresei de revenire de dupã apel, a valo-
rilor  parametrilor formali transmiºi prin valoare ºi a adresei parametrilor transmiºi prin adresã,
precum ºi alocarea de spaþiu pe stiva sistemului pentru variabilele locale ale subprogramului.

La revenirea în subprogramul apelant, se extrag în ordine inversã valorile salvate pe stivã
(atât ale variabilelor locale, cât ºi ale parametrilor).

În cazul subprogramelor recursive, la apelul subprogramului se depun pe primul nivel al stivei
sistemului, în ordine, parametrii formali transmiºi, se alocã spaþiu pentru variabilele locale (dacã este
cazul) ºi adresa de revenire dupã apel. La fiecare autoapel al subprogramului, se urcã cu câte un nivel
în stivã; pe acest nivel se depun noile valori ale parametrilor transmiºi, se alocã spaþiu pentru vari-
abilele locale. Când se întâlneºte condiþia de oprire se încheie autoapelul subprogramului, se extrag
din stivã (prin vârful stivei, de sus în jos) în ordine inversã valorile depuse ºi se efectueazã prelu-
crãrile impuse în secvenþa de operaþii  executatã la fiecare autoapel. Când se revine în modulul
apelant, stiva sistemului este vidã.

Exemplificarea mecanismului recursivitãþii pentru determinarea valorii funcþiei 4!=fact(4).
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                                       Apelul din modulul apelant ºi autoapelurile 
 
          Condiþia de 
              oprire  
modul   fact(4)  fact(3)  fact(2)  fact(1)  fact(0) 
apelant           
         1  
       2  2  
     3  3  3  
   4  4  4  4  

                                                                 
                                     extrage n=4           extrage n=3         extrage n=2        extrage n=1 
                                     calculeazã :            calculeazã:          calculeazã:         calculeazã: 
                                         4x6                         3x2                     2x1                     1x1 
 
                  Extragerea valorilor depuse pe fiecare nivel al stivei ºi calculul factorialului 

1 
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Extragerea valorilor depuse pe fiecare nivel al stivei ºi calculul factorialului

Figura 45.



# TEME
1. Stabiliþi care dintre urmãtoarele afirmaþii sunt adevãrate sau false, prin marcarea cãsuþei cores-

punzãtoare:

2. Reprezentaþi conþinutul stivei pe durata executãrii apelului principal, al autoapelurilor
extragerii valorilor din stivã, construirea valorii returnate ºi revenirea în subprogramul
apelant pentru urmãtoarea definiþie (relaþie de recurenþã):

C. TIPURI DE RECURSIVITATE

Existã douã tipuri de recursivitate (fig. 46):
a) Recursivitate directã
Dacã un subprogram se autoapeleazã pânã la întâlnirea condiþiei de oprire se spune cã recur-

sivitatea este directã. În acest caz se executã urmãtorii paºi:
Pasul 1. Apelul subprogramului recursiv.
Pasul 2. Autoapelul subprogramului pânã la îndeplinirea condiþiei de oprire.
Pasul 3. Revenirea la modulul apelant.
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Afirmaþii
A F

1

Prin apelul unui subprogram se salveazã în segmentul de date adresa de
revenire de dupã apel, valorile  parametrilor formali transmiºi prin valoare
ºi adresele parametrilor transmiºi prin adresã ºi variabilele locale (dacã este
cazul) ale subprogramului.    

2
La fiecare autoapel al subprogramului se urcã cu câte un nivel în stivã pe
care se depun noile valori ale parametrilor formali ºi se alocã spaþiu pentru
variabilele locale.

3
Când se întâlneºte condiþia de oprire se încheie autoapelul subprogramului,
se extrage din stiva sistemului în ordinea depunerii lanþul de valori depuse
ºi se efectueazã prelucrãrile impuse.

4
În modulul apelant se revine din subprogramul recursiv când s-au extras
toate valorile depuse în stiva sistemului (stiva este vidã).

*R, a  , daca n
)f(na

)f(n
, daca n

f(n) ∈>
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⎪
⎨
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Nr.
crt.
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Reprezentarea recursivitãþii directe Reprezentarea recursivitãþii indirecte

 
 

 

 

 

 

(I) Apelul

(I) Apelul

condiþia de oprire

(III) Revenire la modulul apelant

(II) Autoapelul

subprogramului

subprogramului

(II) 
apel 1-3

(II) 
apel 1-2

(II)  apel 2-3

(III) Revenirea la modulul apelant  din cel puþin unul dintre
cele trei subprograme care se autoapeleazã reciproc

Figura 46

b) Recursivitate indirectã
Dacã existã douã sau mai multe subprograme care se apeleazã reciproc pânã când se

întâlneºte condiþia de oprire în cel puþin unul dintre ele, recursivitatea este indirectã sau încru-
ciºatã. În acest caz se executã urmãtorii paºi:

Pasul 1. Apelul subprogramului. 
Pasul 2. Apeluri încruciºate pânã la întâlnirea condiþiei de oprire.
Pasul 3. Revenirea la modulul apelant.
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Implementarea recursivitãþii indirecte în limbajele de programare are anumite particularitãþi:

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var a,b:integer;
f,g:text;

procedure increment(n:integer); forward;

procedure scrie(n:integer);
begin

write(g,n,’ ‘);
if(n<b) then

increment(n+1);
end;

#include<fstream.h>

ifstream f (“rec_ind.in”);
ofstream g (“rec_ind.out”);

int a,b;

void increment(int n);

void scrie(int n)
{ g<<n<<” “;

if(n<b)

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C ++

În limbajul Pascal se poate apela un subpro-
gram care nu a fost declarat, folosind o 
declaraþie fictivã (convenþionalã) care este
formatã din antet (numele subprogramului
urmat eventual de lista parametrilor formali)
ºi cuvântul rezervat FORWARD, care este
separate de antet prin ‘;’. Aceastã declaraþie
de funcþie sau procedurã permite referirea la
ea fãrã a fi definitã în momentul apelãrii.
Corpul subprogramului se va scrie fiind pre-
cedat din nou  de antetul acestuia fãrã a mai fi
necesar declararea parametrilor formali.

În limbajul C/C++  se poate apela o funcþie
care nu a fost declaratã, folosind o declaraþie
fictivã (convenþionalã) care este formatã din
antet (numele subprogramului urmat eventual
de lista parametrilor formali). Aceastã decla-
raþie de funcþie permite referirea la ea fãrã a fi
definitã în momentul apelãrii. Corpul funcþiei
se va scrie fiind precedat din nou  de antetul
acesteia.

Exemplu de implementare a recursivitãþii indirecte:
Sã se afiºeze toate numerele naturale cuprinse în intervalul dat [a, b]. 
De pe prima linie a  fiºierului  text rec_ind.in se citesc numerele naturale a ºi b (a<b) sepa-

rate prin câte un spaþiu. Numerele naturale din intervalul [a, b] sunt afiºate în fiºierului  text
rec_ind.out, separate prin câte un spaþiu.

Rezolvare:
Din programul principal, respectiv din funcþia principalã se apeleazã subprogramul incre-

ment(a) cu parametrul efectiv a. Acest subprogram are rolul de a genera toate numerele naturale
consecutive, începând cu a.  Din acest subprogram se apeleazã subprogramul scrie(n), care are
rolul de a scrie în fiºerul rec_ind.out valoarea parametrului formal n transmis ºi apoi apeleazã
subprogramul increment(a) pânã când este îndeplinitã condiþia de oprire (n<b).

Implementarea problemei:
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D. APLICAÞII IMPLEMENTATE RECURSIV

Recomandãri pentru elaborarea unui subprogram recursiv:

1. Înainte de a trece la implementarea unui subprogram recursiv este necesar sã se identifice
corect relaþia recursivã; pot exista douã situaþii:

relaþia recursivã este o formulã de recurenþã matematicã;
relaþia de recurenþã trebuie determinatã din enunþul problemei. 

2. Necesitatea existenþei în subprogram a unei condiþii corecte de oprire din autoapeluri pentru a
se evita autoapelarea la infinit.

3. Reducerea listei parametrilor formali ai subprogramului poate elimina riscul unei recursi-
vitãþi dezavantajoase. Pot fi eliminate din lista parametrilor formali acele argumente care nu
trebuie stocate în stivã, declarându-le ca variabile globale. 

4. Greºeli frecvente în elaborarea unui program recursiv:
dacã subprogramul recursiv conþine parametrii formali transmiºi prin valoare sau prin
referinþã (prin adresã) ºi/sau variabile locale care ocupã spaþiu mare de memorie, stiva sis-
temului se va umple foarte repede, ajungându-se la depãºirea spaþiului rezervat acesteia
chiar ºi pentru un numãr mic de autoapeluri;
un autoapel incorect conduce la un rezultat eronat;
condiþia de ieºire din autoapel greºit formulatã conduce la autoapel infinit ºi umplerea
stivei sistem (mesajul: Stack overflow). 

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

procedure increment(n:integer);
begin

scrie(n);
end;

begin
assign(f,’rec_ind.in’);reset(f);
assign(g,’rec_ind.out’);rewrite(g);
read(f,a,b);
increment(a);
close(f);close(g);

end.

increment(n+1);
}

void increment(int n)
{ 

scrie(n);
}

void main()
{f>>a>>b;
increment(a);
f.close();g.close();

}

Rec_ind.in
12 20

Rec_ind.out
12 13 14 15 16 17 18 19 20
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1. ªIRUL LUI FIBONACCI
Sã se afiºeze al n-lea termen al ºirului lui Fibonacci, folosind un program care sã respecte

urmãtoarea definiþie:

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var n:integer;

function fibo(n:integer):integer;
begin
if n>1 then fibo:=fibo(n-1)+fibo(n-2)

else fibo :=1;
end;

begin;
write(‘ n = ‘);readln(n);
writeln(‘ Elementul  ‘,n,’ = ‘, fibo(n));
readln

end.

#include<iostream.h>

int fibo(int n)
{

if (n>1)
return (fibo(n-1)+fibo(n-2));

else  
return 1;

}
void main()
{ int n;

cout<<” n = “; cin>>n;
cout<<” Elementul  “<<n<<” = “<<fibo(n);

}

⎩
⎨
⎧

+
<

=
altfel , 2)-(n fibo  1)-fibo(n

2ndaca  1,
  )(nfibo

Concluzie:
Pentru anumiþi algoritmi este posibil sã se transforme reprezentarea recursivã într-o

reprezentare simplã, iterativã.
Recursivitatea reduce complexitatea unor algoritmi.
Deºi programele recursive sunt mai dificil de elaborat, totuºi ele sunt foarte puternice,

formând baza limbajelor inteligenþei artificiale.
La  alegerea între metoda recursivã ºi iterativã în elaborarea unui program, trebuie sã

se þinã seama de eficienþa oferitã programului de cãtre fiecare dintre variante, urmãrind 
timpul de rulare ºi spaþiul de memorie necesar. Nu în ultimul rând, trebuie urmãritã 
claritatea programului.

Soluþie:
Se scrie o funcþie recursivã fibo(n), care va returna al n-lea termen al ºirului.  Conform

definiþiei, acesta este egal cu predecesorul sãu fn-1 pe care l-ar returna apelul fibo(n-1) plus
anteprecedentul sãu fn-2 pe care l-ar returna apelul fibo(n-2). Deci în interiorul apelului fibo(n)
apar douã apeluri recursive. Condiþia de oprire din lanþul de apeluri recursive este 
„n=1 sau n=2“.

dacã
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2. CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN 
Dându-se douã numere întregi a ºi b sã se determine cel mai mare divizor comun al celor

douã numere, folosind:
a) algoritmul lui Euclid (se aplicã algoritmul lui Euclid, cunoscut la matematicã);
b) algoritmul lui Nicomachus, descris de urmãtoarea relaþie:

a) Algoritmul lui Euclid 
Se construieºte funcþia recursivã cmmdc(a,b) care va returna valoarea ultimului rest diferit

de zero, respectiv b sau r. Algoritmul prelucreazã perechi de date întregi, de orice semn ºi cu
orice relaþie de ordine între ele. Se observã cã la fiecare autoapel funcþia va executa aceeaºi
secvenþã de instrucþiuni (un “pas” al algoritmului), dar cu alte valori ale lui a ºi b. Oprirea lanþu-
lui de apeluri recursive are loc când restul împãrþirii întregi al celor doi parametri este zero.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var a,b:integer;

function cmmdc(a,b:integer):integer;
begin
if a mod b <>0 then 

cmmdc:=cmmdc(b, a mod b)
else cmmdc:=b;

end;

begin;
write(‘ a = ‘);readln(a);
write(‘ b = ‘);readln(b);
writeln(‘  ( ‘,a,’ , ‘,b,’ ) = ‘, cmmdc(a,b));
end.

#include<iostream.h>

int  cmmdc(int a, int b)
{

if ((a%b)!= 0)
return (cmmdc(b,a%b));

else return b;
}

void main()
{ int a,b;

cout<<” a = “;cin>>a;
cout<<” b = “;cin>>b;
cout<<”  ( “<<a<<”, “<<b<<” ) = “<<cmmdc(a,b);

}

b) Algoritmul lui Nicomachus
Se construieºte funcþia recursivã cmmdc(a,b), la fiecare autoapel funcþia va executa aceeaºi

secvenþã de instrucþiuni (un “pas” al algoritmului), dar cu alte valori ale lui a ºi b. Oprirea lanþu-
lui de apeluri recursive are loc când cei doi parametri au devenit egali. Pe baza acestor obser-
vaþii, definiþia recursivã a algoritmului este evidentã, iar funcþia recursivã transpune efectiv 
într-o instrucþiune if aceastã definiþie. Algoritmul prelucreazã perechi de date întregi, de orice
semn ºi cu orice relaþie de ordine între ele, dar la apelul din programul principal sau din funcþia
principalã parametrii efectivi trebuie sã  fie în valoare absolutã.

a, dacã a = b
cmmdc(a,b) = cmmdc((a–b),b), dacã a > b

cmmdc(a, (b–a)), în rest
{
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3.  CITIREA ELEMENTELOR UNUI TABLOU UNIDIMENSIONAL
Sã se scrie un program pentru citirea ºi afiºarea elementelor unui ºir y cu m elemente reale.

Dimensiunea ºirului ºi elementele acestuia se citesc de la tastaturã, iar afiºarea se va face pe monitor. 
Rezolvare:
Pentru citirea elementelor ºirului de numere se utilizeazã subprogramul recursiv citire care

are ca paramnetru indicele primului element citit. Acest indice este incrementat la fiecare
autoapel, pânã când devine egal cu dimensiunea n a ºirului. Condiþia de oprire este i=n. În mod
asemãnãtor se construieºte ºi subprogramul recursiv de afiºare a elementelor tabloului. 

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var a,b:integer;

function cmmdc(a,b:integer):integer;

begin
if (a = b)  then cmmdc:=a

else if (a>b) then cmmdc:= cmmdc(a-b,b)
else cmmdc:=cmmdc(a,b-a);

end;

begin;
clrscr;
write(‘ a = ‘);readln(a);
write(‘ b = ‘);readln(b);
writeln(‘  ( ‘,a, ‘,’,b,’) = ‘, cmmdc(abs(a),abs(b)));

end. 

#include<iostream.h>
#include<math.h>

int  cmmdc(int a, int b)
{

if (a==b) return a;
else if (a>b) return (cmmdc(a-b,b));

else return (cmmdc(a,b-a));
}
void main()
{ int a,b;

cout<<” a = “;cin>>a;
cout<<” b = “;cin>>b;
cout<<”  (“<<a<<”,”<<b<<”) = “;
cout<<cmmdc(abs(a),abs(b));

}

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var y:array[1..20] of real; m: integer;
procedure citeste(i : integer);

begin
if( i<=m) then 

begin
read( y[i]);
citire(i+1)

end;
end;

begin
read(m) ;    citeste(1);  

end.

#include<iostream.h>
float y[20];
int m;
void citire(int i)
{ 

if(i<=m)
{ cin>>y[i];

citire(i+1);
}

void main()
{ cin>>m;

citire(1); }
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APLICAÞII DE LABORATOR
1. Scrieþi un program pentru completarea elementelor unui ºir y de numere naturale ºi afiºarea

acestora, utilizând subprograme recursive.  Numãrul de elemente t este citit de la tasturã,
fiecare element al ºirului este generat aleatoriu (0<y[i]< 80, i=1,t ). Elementele ºirului se vor
afiºa pe monitor (separate prin câte un spaþiu).

2. Stabiliþi care este efectul programului urmãtor. Formulaþi un enunþ al unei aplicaþii care se
poate rezolva cu ajutorul acestui program.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var a:array[1..20,1..20] of integer;
m,n:integer;
f,g:text;

procedure citire(i,m,j,n:integer);
begin
if(i<=m) then
if(j<=n) then

begin
read(f,a[i][j]); citire(i,m,j+1,n);
end

else
citire(i+1,m,1,n);

end;
procedure afisare(i,m,j,n>integer);

begin
if(i<=m) then
if(j<=n) then

begin
write(g,a[i][j],’ ‘); afisare(i,m,j+1,n);
end;

end;
begin

assign(f,’cit_mat.in’);reset(f);
assign(g,’cit_mat.out’);rewrite(g);
read(f,m,n);       citire(1,m,1,n);
afisare(1,m,1,n);      close(f);close(g);

end.

#include<fstream.h>
ifstream f(“cit_mat.in”);
ofstream g(“cit_mat.out”);
int a[20][20];
void citire(int i,int m,int j,int n)
{ 

if(i<=m)
if(j<=n)

{ f>>a[i][j];
citire(i,m,j+1,n);

}
else

citire(i+1,m,1,n);
}
void afisare(int i, int m, int j, int n)
{
if(i<=m)
if(j<=n)

{ g<<a[i][j]<<” “;       afisare(i,m,j,+1,n);
}

else
{ g<<endl;       afisare(i+1,m,1,n);

}
void main()
{ int m,n;

f>>m>>n;
citire(1,m,1,n);
afisare(1,m,1,n);
g.close();
f.close();

}

3. Din fiºierul matrice.in se citeºte o matrice a cu m x n elemente întregi, astfel: de pe prima
linie a fiºierului se citesc numerele naturale nenule m ºi n separate prin câte un spaþiu, iar de
pe urmãtoarele m linii se citesc n numere întregi separate prin câte un spaþiu. 

Datele de ieºire se vor afiºa, pe linii distincte, în fiºierul matrice.out.
Sã se scrie un program pentru :
a) citirea elementelor matricei din fiºierul matrice.in
b) afiºarea elementelor matricei în fiºierul matrice.out
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4. SUMA ELEMENTELOR UNUI ªIR
Se considerã un ºir x cu n numere reale. Sã se calculeze suma celor n elemente ale tabloului.  
Datele de intrare se citesc din fiºierul  suma.in, astfel: de pe prima linie se citeºte dimen-

siunea n a tabloului numeric (n∈ N, 1<n<100), iar de pe urmãtoarea linie se citesc n numere
reale separate prin câte un spaþiu. 

În fiºierul suma.out se va afiºa ºirul dat, pe prima linie, iar urmãtoarea linie un numãr real,
cu trei zecimale, reprezentând suma elementelor.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x:array[1..20] of real;        n:integer;
f,g:text;

procedure citire(i:integer);
begin

if(i<=n) then
begin

read(f,x[i]);        citire(i+1);
end;

end;
procedure afisare(i:integer);
begin

if(i<=n) then
begin

write(g,x[i]:2:3,’ ‘);         afisare(i+1);
end;

end;
function suma(i:integer):real;
begin
if(i<=n) then

suma:= x[i]+suma(i+1)
else

suma:=0;
end;
begin
assign(f,’suma.in’);reset(f); 
assign(g,’suma.out’);rewrite(g);
read(f,n);   citire(1);   afisare(1); writeln(g);
writeln(g,’ suma = ‘, suma(1):2:3);
close(f); close(g);   

end.

#include<fstream.h>
#include<iomanip.h>
ifstream f(“suma.in”);
ofstream g(“suma.out”);
float x[20];     int n;
void citire(int i)
{

if(i<=n)
{ f>>x[i];        citire(i+1);     }

}
void afisare(int i)
{

if(i<=n)
{ g<<setprecision(3)<<x[i]<<” “;   

afisare(i+1);       }
}
float suma(int i)
{

if(i<=n)
return x[i]+suma(i+1);

else
return 0;

}
void main()
{ f>>n;

citire(1); afisare(1);  
g<<” suma = “<<setprecision(3)<<suma(1);
g.close();f.close();

}
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APLICAÞIE DE LABORATOR
Se considerã un ºir x cu n elemente întregi. Datele de intrare se citesc din fiºierul
min_max.in astfel: de pe prima linie un numãr n natural nenul (care reprezintã numãrul de
elemente din ºir), iar de pe urmãtoarea linie n valori întregi separate prin câte un spaþiu (care
reprezintã elementele ºirului x) .
Sã se se scrie câte un program pentru fiecare cerinþã :
a) Determinarea simultanã (în acelaºi subprogram) a minimului ºi a maximului.

Maximul ºi minimul se vor afiºa în fiºierul min_max.out.
Exemplu: min_max.in      min_max.out 

5                                                     Minimul = -3  
6 2 1 7 -3                                       Maximul = 7 

b) Modificaþi programul construit la punctul a) (salvaþi-l cu un alt nume) astfel încât sã
determinaþi simultan (în acelaºi subprogram) minimul ºi poziþia acestuia în ºir. Minimul ºi po-
ziþia acestuia se vor afiºa în fiºierul min_poz.out.

Exemplu: min_max.in      min_poz.out 
5                                                     Minimul = -3  
6 2 1 7 -3                                       Poziþia = 5

c) Modificaþi programul construit la punctul a) sau b) (salvaþi-l cu un alt nume) astfel încât
sã determinaþi simultan (în acelaºi subprogram) minimul, poziþia minimului în ºir, maximul ºi
poziþia maximului în ºir. Minimul, poziþia minimului, maximului ºi poziþia maximului în ºir se
vor afiºa în fiºierul min_max3.out.

Exemplu: min_max.in      mip_map.out 
5                                                     Minimul = -3 pe poziþia 5
6 2 1 7 -3                                        Maximul = 7 pe poziþia 4

5. PRODUSUL SCALAR
Se considerã douã  ºiruri de n numere întregi x ºi y, având amândouã acelaºi numãr de ele-

mente n, sã se calculeze produsul lor scalar. 
Produsul scalar se defineºte ca fiind un numãr rezultat prin însumarea produselor elementelor

cu aceiaºi indici din cele douã tablouri. 
Pentru datele problemei, produsul scalar = x1y1 + x2y2 + … + xnyn. 
Datele de intrare se citesc din fiºierul scalar.in astfel: de pe prima linie un numãr natural

nenul n (dimensiunea celor douã tablouri), de pe urmãtoarea linie câte n valori întregi, separate
prin câte un spaþiu reprezentând elementele tabloului x, iar de pe ultima linie n valori întregi, 
separate prin câte un spaþiu reprezentând elementele tabloului y. Valoarea produsului scalar se va
afiºa pe monitor.

Observaþie: Problema are scopul de a exemplifica un proces recursiv în care participã mai
multe tipuri de date.
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Rezolvare:
Funcþia recursivã primeºte ca parametru  indicele curent al elementelor din cele douã

tablouri, al cãror produs este depus pe nivelul curent al stivei sistem. Condiþia de oprire este
îndeplinitã atunci când indicele este egal cu n . Tablourile au fost declarate global.

APLICAÞII DE LABORATOR
1. Se considerã un ºir x cu n (0<n<10) elemente reale. Datele de intrare se citesc din fiºierul

operatii.in astfel: de pe prima linie un numãr n natural nenul (care reprezintã numãrul de ele-
mente din ºir), iar de pe urmãtoarea linie n valori întregi separate prin câte un spaþiu (care
reprezintã elementele ºirului x).
Datele de ieºire se vor afiºa, pe linii distincte, în fiºierul operatii.out.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

type vect=array[1..20]of integer;

var n:integer;
x,y:  vect;
f:text ;

function prod_sc(i:integer):integer;
begin

if (i<=n) then 
prod_sc:= x[i]*y[i] + prod_sc(i+1)

else prod_sc:= 0 ;
end;

procedure citeste(n : integer; var x:vect);
begin
for i:=1 to n do

read(f, x[i])
end;

end;
begin

assign(‘scalar.in’); reset(f);  read(f,n);
citeste(n,x);   citeste(n,y);
write(‘ produsul scalar = ‘, prod_sc(1));

close(f)
end. 

include<fstream.h>
ifstream f(“scalar.in”);
int n,  vect x[20] ,y[20];

int  prod_sc(int i)
{

if (i<=n)
return (x[i]*y[i] + prod_sc(i+1));

else return 0 ;
}

void citeste( int n, vect x)
{int i;
for (i=1;i<=n;i++)

f>>x[i];
}

void main()
{

f>>n;
citeste(n,x);
citeste(n,y);
cout<<” Produsul scalar = “<<prod_sc(1);
f.close();

}



Sã se scrie un program:
a) citirea elementelor ºirului din fiºierul operatii.in
b) afiºarea elementelor ºirului în fiºierul operatii.out
c) determinarea ºi afiºarea sumei elementelor ºirului (cu exact trei zecimale);
d) determinarea ºi afiºarea produsului elementelor ºirului (cu exact trei zecimale);
e) determinarea ºi afiºarea numãrului de elemente strict negative din ºir (cu exact douã 

zecimale);
f) determinarea ºi afiºarea mediei aritmetice a elementelor strict pozitive din ºir (cu exact

patru zecimale). 
Exemplu:

2. Se considerã o matrice An,n cu elemente întregi. Datele de intrare se citesc din fiºierul
matrice.in astfel: de pe prima linie se citeºte numãrul natural n nenul, iar de pe urmãtoarele
n linii se citesc n numere întregi separate prin câte un spaþiu. Datele de ieºire se vor afiºa în
fiºierul matrice.out. Cerinþe:

a) Citirea elementelor matricei din fiºier.
b) Afiºarea elementelor matricei în fiºierul de ieºire.
c) Determinarea ºi afiºarea sumei elementelor de pe diagonala principalã.
d) Determinarea ºi afiºarea produsului elementelor de pe diagonala secundarã.
e) Afiºarea elementelor situate deasupra diagonalei principale.
f) Afiºarea elementelor situate sub diagonala secundarã.
g) Dupã interschimbarea liniei 1 cu linia n sã se afiºeze noua matrice.

Pentru fiecare cerinþã scrieþi câte un subprogram recursiv.

Exemplu:
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operatii.in
6

12  3 154  23  2   4 

operatii.out
3  154   23  2  4

Suma = 198
Produsul = 1020096
Numarul de elemente impare = 2
Suma ultimelor cifre = 18

matrice.in matrice.out

4
2  3  1  5
4  6  0  7  
9  5  8  1
3  4  1  0

2  3  1  5
4  6  0  7  
9  5  8  1
3  4  1  0
Suma Dp= 16
Produsul  Ds= 0

Elementele situate
deasupra diagonalei
principale
3  1  5

0  7  
1

Elementele situate
sub diagonala
secundarã

7  
8  1

4  1  0

Matricea dupã
interschimbare

3  4  1  0
4  6  0  7
9  5  8  1
2  3  1  5



138

6.  ORDONAREA ELEMENTELOR UNUI ªIR
Se considerã un ºir x cu  n numere întregi. Sã se ordoneze crescãtor elementele ºirului.
Dimensiunea ºirului ºi cele n elemente ale sale se citesc de la tastaturã, iar ºirul ordonat se

afiºeazã pe ecran.
Rezolvare:
Subprogramul recursiv ordon(a,n) va returna ºirul ordonat crescãtor, prin metoda inter-

schimbãrii. Autoapelurile se încheie când este îndeplinitã condiþia de oprire  i=n.

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

type vect=array[1..20]of integer;

var n,i:integer;
a:vect;

procedure ordon(var x:vect; n,i:integer)
var aux:integer;
begin

if i<n then
if x[i]>x[i+1] then

begin
aux:=x[i];  
x[i]:=x[i+1];
x[i+1]:=aux;
ordon(x,n,1)

end
else ordon(x,n,i+1)

end;

procedure citeste(n,x);
begin
for i:=1 to n do
begin
write(‘ elementul ‘,i,’ = ‘); readln(x[i])

end;
end;

begin;
write(‘ n = ‘);readln(n);
writeln(‘ Elementele sirului a ‘);writeln;
citeste(n,a);writeln; 
ordon(a,n,1);
writeln(‘ sirul ordonat crescator : ‘);
for i:=1 to n do write(a[i],’ ‘)

end.  

#include<iostream.h>

int vect[20],n;

void  ordon(int x,int n, int i)
{ int aux;

if(i<n)
if (x[i]>x[i+1])

{  aux=x[i];
x[i]=x[i+1];
x[i+1]=aux;
ordon(x,n,1);

}
else ordon(x,n,i+1);

}

void citeste( int n, int x)
{int i;
for (i=1;i<=n;i++)
{

cout<<” elementul “<<i<<” “;     
cin>>x[i];

}
}

void main()
{ cout<<” n = “;cin>>n;

cout<<” citirea sirului a “<<endl;
citeste(n,a);
cout<<endl;
ordon(a,n,1);
cout<<” Sirul ordonat = “<<endl;
for(i=1;i<=n;i++) cout<<a[i]<<” “;

}
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7. SCRIEREA UNUI NUMÃR ÎNTR-O BAZÃ 
Se citeºte un numãr natural  nenul n. Sã se transforme în baza b, unde b=2..9. 
Rezolvare: 
Subprogramul recursiv baza(n) memoreazã pe fiecare nivel al stivei restul împãrþirii lui n la

b ºi câtul împãrþirii lui n la b (care reprezintã noua valoare a lui n). Condiþia de oprire este n=0
(ultimul cât este 0).

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

uses crt;
var n,b:integer

procedure  baza(n:integer; b:integer);
var r:integer;
begin

r:=n mod b;
if (n>=b)

baza(n div b,b);
write(r);

end;

begin
clrscr;
write(‘ n = ‘);readln(n);
repeat

write(‘ baza = ‘);readln(b);
until(b<2 and b>10 );
write(n,’→’, baza(n,b);

end.

#include<iostream.h>
#include<conio.h>

void  baza(int n, int b )
{   int r=n%b;

if (n>=b)
baza(n/b,b);

cout<<r;
}

void main()
{ int n, b;

clrscr();
cout<<” n = “;cin>>n;
do
{ cout<<” baza = “;cin>>b;
}while((b<2) && (b>10 ));

cout<<n<< “→“<<baza(n,b);
}

8. INVERSAREA UNUI CUVÂNT
Sã se inverseze caracterele unui cuvânt citit de la tastaturã, literã cu literã pânã la întâlnirea

caracterului spaþiu.
Rezolvare: 
Se scrie un subprogram fãrã parametri formali, invers()/invers. La fiecare autoapel, se citeºte

un nou caracter  c. Condiþia de oprire a lanþului de apeluri este îndeplinitã când caracterul citit
este spaþiu. Afiºarea caracterelor în ordine inversã este realizatã printr-o operaþie de scriere
(write/cout). Când este îndeplinitã condiþia de oprire, caracterele depuse în stivã la fiecare
autoapel sunt extrase ºi afiºate (în ordine inversã).
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PROBLEME PROPUSE
1. Se considerã urmãtorul program :

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

procedure inver;
var c:char;

begin
readln(c);
if (c<>’ ‘) then inver;
write(c);

end;

begin
inver;

end.

#include<iostream.h>

void inver()
{ char c;

cin>>c;
if (c!=’0’)

{inver();
cout<<c;

}
}

void main()
{
inver();

}

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x,y:integer;

procedure t( x:integer; y:integer);
begin

if x>0 then
begin

x:=x-1; y:=y+1;  t(x,y);
end;

end;
begin

x:=3;y:=1;
write(x,’ ‘,y,’ ‘);
t(x,y);
writeln(x,’ ‘,y);

end.

#include <iostream.h>
int x,y:integer;
void t(int x, int y)
{ if (x>0)

{ x = x-1 ; y = y+1;
t(x,y);

}
}

void main()
{ x = 3; y = 1;

cout<<x<<” “<<y<<”  “;
t(x,y);
cout<<x<<” “<<y<<”  “<<endl;

}

Precizaþi ce va tipãri programul de mai sus:
a) 3 1 1 1; b) 3 1 0 3; c) 3 1 0 2; d) 3 1 3 1; e) 3 1 0 1.
Scrieþi modificãrile în program astfel încât dupã execuþie  sã se  tipãreascã 3 1 0 1. 
Scrieþi modificãrile în program astfel încât dupã execuþie  sã se  tipãreascã 3 1 0 4. 
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2. Scrieþi  subprograme recursive pentru calculul valorii urmãtoarelor polinoame care verificã
relaþiile de recurenþã, într-un punct x real, cunoscut.

1. Polinomul Cebâºev de speþa I 2. Polinomul Cebâºev de speþa II
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3. a) Sã se stabilileascã care este efectul urmãtorului subprogram recursiv pentru apelul s(4):

VARIANTA PASCAL/BORLAND PASCAL VARIANTA C++/C

procedure s(y: integer) ;
begin

if (y>0) then  
begin 

writeln(‘***’);
s(y-1);
writeln(‘aaa’);       

end
end;

void s(int y)
{ if (y>0) 

{ cout<<”***”<<endl;
s(y-1) ;
cout<<”aaa”<<endl;

}
}

b) Modificaþi subprogramul ºi precizaþi apelul din programul principal/funcþia principalã ast-
fel încât sã se afiºeze :

**aa
**aa
**aa
**aa

4. Se dã urmãtoarea funcþie recursivã care calculeazã valoarea polinomului lui Hermite în punc-
tul x real. Cerinþe:
a) Scrieþi expresia dupã care se calculeazã valoarea polinomului, punând în evidenþã recurenþa

matematicã.

dacã n = 0

dacã n = 1

dacã

dacã

dacã

dacã

dacã

3. Polinomul lui Legendre
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b) Care este valoarea afiºatã pentru apelul her(1,3): 
(i) –4;            (ii) 2;            (iii) 0;            (iv) 8;            (v) 4.

c) Sã se scrie un subprogram iterativ echivalent cu cel dat.

5. Se considerã urmãtorul  subprogram:

VARIANTA PASCAL/BORLAND PASCAL VARIANTA C++/C

function her(x:real; n: integer) : real;
begin

if (n=0) then  her:=1
else

if (n=1) then her :=2*x
else 

her:=2*x*her(x,n-1)- 2*(n-1)*her(x,n-2);
end;

float her(float x, int n)      
{ if (n==0) return 1;

else
if (n==1) return 2*x;
else 

return  2*x*her(x,n-1) - 2*(n-1)*her(x,n-2);
}

Varianta Pascal/Borland Pascal Varianta C++/C

a) procedure u(k: integer);
var d,p:integer;

begin
if k>1 then 

begin
d:=s+1; p:=0;
while (k mod d =0) then
begin

k:=k div d;
p:=p+1
end;
write(d,’ ‘,p,’ ‘);
s:=d;
u(k)

end
else writeln(k);

end;

void u(int k)
{ int d,p;
if (k>1) 

{   d =s+1; p=0;
while (k % d = =0) 

{ k =k div d;
p =p+1

}
cout<<d<<” “<<p<<” “;
s = d;
u(k);

} 
else cout<<k<<endl;

}

a) Ce se va afiºa pentru n=18 ºi s=1 ?
(i)  2 1 9 3 2 1;      (ii)   2 1 3 2 1;       (iii)   18 2 1 3 2 1;   (iv)  2 1 9 3 1;     (v) 2 1 3 1 1.

b) Scrieþi instrucþiunea sau instrucþiunile necesare apelului acestui subprogram, precizând
limbajul utilizat.   

c) Formulaþi un enunþ pe baza cãruia sã poatã fi aplicat acest subprogram.
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6. Fie ºirul de numere definit astfel:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

∈=

=+

  altfel ,14

par   este ndaca   , 
4

Rm si 0  ,

1

n

n
n

a

a
ndacam

a

a) Sã se scrie un subprogram recursiv pentru calculul termenului n∈Ν, n>0, pentru o valoare
cunoscutã a parametrului real m.

b) Care este valoarea termenului a5 , dacã m=2:
(i) 5;             (ii) 6;            (iii) 12;            (iv) 7;                     (v) 2.

7. Fie urmãtorul subprogram recursiv:            

VARIANTA PASCAL VARIANTA C++

procedure u(a:integer)
begin

if a div 8 > 0 then u(a div 8);
write(a mod 8)

end;

void u(int a)
{ if (a/8 >0 ) u(a div 8);

cout<<a%8;
}

VARIANTA PASCAL VARIANTA C++

function f(x:integer):integer;
begin

if x  >= 15 then f:=x-2
else f:=f(x+4) 

end;

int f(int x)
{ if (x >15 ) return x-2;

else return f(x+4) ;   
}

a) Pentru apelul  u(39) precizaþi : numãrul de autoapeluri ce se va afiºa  la revenirea din sub-
program:

(i) 2 / 74; (ii) 1 / 74; (iii) 2 /  47; (iv) 1 /  47; (v) 3 / 47.
b) Transformaþi subprogramul recursiv într-un subprogram iterativ, precizându-se varianta

de limbaj utilizatã. 

8. Se dã urmãtorul subprogram recursiv pentru calculul valorilor unei funcþii: 

a) Sã se identifice care este varianta corectã a conþinutului stivei pentru calculul valorii
funcþiei în punctul x=5 ºi care este valoarea funcþiei.

dacã n = 0

dacã n este par

– 1, altfel
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9. Implementaþi recursiv preluãrile specifice structurii dinamice de tip coadã.
10. Implementaþi recursiv prelucrãrile specifice structurii dinamice de tip stivã.
11. Explicaþi aspectul recurent al structurilor dinamice arborescente (arborele de familie).

a)            
      17  15  13  

17  15  13  13  13  13  
13  13  13  13  13  13  
9  9  9  9  9  9  
5  5  5  5  5  5 f=13 

 
b)            
            

17            
13  15          
9  9  13  17      
5  5  4  5  15   f=13 

 
c)              
22              
17  20            
13  13  18          
9  9  16    18      
5  5  4  14  14  16       f=14 

 
d)            
            

15    16        
12  13  13  15      
8  9  9  9  13    
5  5  4  5  5  5 f=5 

b) Care sunt valorile posibile pe care le poate lua f ?
(i) {13,14,15,16};        (ii) {12,13,15,16};       (iii)  {12, 14,16,18};        (iv) {14, 15, 16,18};
(v) o infinitate de valori.

Figura 47.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)
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Planificarea desfãºurãrii meciurilor

Grupa 1 Grupa 2

Nr. meci Echipele care joacã meciul Nr. meci Echipele care joacã meciul

1.1 echipa 1 - echipa 2 2.1. echipa 6 – echipa 7

1.2
echipa câºtigãtoare 
din meciul 1.1. – echipa 3

2.2.
echipa câºtigãtoare 
din meciul 2.1. – echipa 8

1.3 echipa 4 - echipa 5 2.3. echipa 9 joacã – echipa 10

1.4
echipa câºtigãtoare din meciul 1.2. –
echipa câºtigãtoare din meciul 1.3.

2.4.
echipa câºtigãtoare din meciul 2.2.
– echipa câºtigãtoare 
din meciul 2.3.

1-2 Finala are loc între echipa câºtigãtoare din meciul 1.4. ºi echipa câºtigãtoare din meciul 2.4.

3-4 Semifinala are loc între echipele care au pierdut în meciurile 1.4. ºi 2.4.

Capitolul

METODE 
DE PROGRAMARE 3

Anual are loc Campionatul Naþional de baschet al liceenilor. La acest concurs participã
echipele clasate pe locul I din fiecare judeþ ºi echipa câºtigãtoare din municipiul Bucureºti.
La înscriere fiecare echipã primeºte un numãr de înregistrare, începând de la 1 la n.

Toate echipele sunt împãrþite în douã grupe. Fiecare grupã se împarte în alte douã sub-
grupe – câºtigãtorul unei grupe se stabileºte în urma meciului dintre echipa câºtigãtoare din
prima semigrupã ºi  echipa câºtigãtoare din semigrupa a doua. La rândul ei fiecare semigrupã
este împãrþitã în subgrupe, pânã când se obþin semigrupe formate din douã echipe sau dintr-o
singurã echipã. Echipa care este singurã într-o semigrupã va juca cu echipa  câºtigãtoare din
semigrupa corespunzãtoare.

Finala are loc între echipele câºtigãtoare ale fiecãrei grupe. 
Sã presupunem cã în anul acesta s-au înscris 10 echipe, înregistrate cu numere de la 1 la

10. Prima grupã este formatã din echipele numerotate de la 1 la 5, iar grupa a doua din
echipele cu numere de înregistrare de la 6 la 10. 

Organizatorii afiºeazã, pe site-ul concursului, planificarea  meciurilor. 

Formarea semigrupelor  ºi desfãºurarea meciurilor din concurs pot fi urmãrite ºi pe diagrama de
mai jos.



2. DESCRIEREA GENERALÃ A METODEI DIVIDE ET IMPERA

Pentru organizarea campionatului s-au folosit elemente specifice metodei Divide et Impera.
Aceastã metodã se aplicã în rezolvarea problemelor care pot fi descompuse în subprobleme inde-
pendente, asemãnãtoare problemei iniþiale, de dimensiuni mai mici ºi care pot fi rezolvate mai
uºor. În studiul de caz, problema iniþialã este planificarea meciurilor dintre cele 10 echipe. Prin
descompunere, se ajunge la subprobleme din ce în ce mai mici, pânã la planificarea meciurilor
dintre doar douã echipe. Dupã fiecare meci, echipa câºtigãtoare este desemnatã sã susþinã meciul
cu echipa din semigrupa corespunzãtoare. În acest mod, prin compunerea rezultatelor, se ajunge
la meciul final ºi desemnarea echipei campioane.

În  rezolvarea problemei s-au parcurs douã etape:
Etapa 1: descompunerea problemei este o etapã analiticã prin care problema iniþialã este

redusã – prin divizare – pânã la problema elementarã.
Etapa 2: compunerea soluþiilor este o etapã de sintezã prin care soluþiile problemelor parþiale

conduc la obþinerea soluþiei finale.

Generalizare
Fie P(n) problema iniþialã care necesitã prelucrarea a n elemente:
Etapa I – Divide (Împarte): Descompunerea problemei iniþiale P(n) de dimensiune n într-un

numãr de subprobleme de acelaºi tip, independente, dar de dimensiuni mai mici, P1(n1),

P2(n2),…, Pk(nk ). Prin dimensiunea problemei se înþelege numãrul de elemente prelucrate pen-

tru rezolvarea acesteia.
Etapa II – Impera (Stãpâneºte): 

Rezolvarea subproblemelor P1, P2,…, Pk ºi obþinerea soluþiilor parþiale S1, S2,…, Sk. 
Combinarea soluþiilor parþiale S1, S2,…, Sk pentru obþinerea soluþiei S a problemei iniþiale.
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 1…10 

Grupa 1 Grupa 2 

1-5 6-10 

1..3 4 -5 

1-2 3 

6-8 9-10 

6-7 8 

Semigr. 1.1 

Semigr. 1.1.1 Semigr. 1.1.2 

Semigr. 1.2 Semigr. 2.1 Semigr.  2.2 

Semigr. 2.1.1 Semigr. 2.1.2 

Figura 48



Observaþii:
În funcþie de dimensiunile rezultate, subproblemele P1, P2,…, Pk se rezolvã direct sau se
descompun la rândul lor în alte subprobleme. 
Descompunerea în subprobleme se opreºte atunci când se ajunge la subprobleme suficient
de simple pentru a putea fi rezolvate direct, prin metode elementare (pentru exemplul dat,
condiþia de oprire a descompunerii în subgrupe este cazul în care subgrupa este formatã din
douã sau o singurã echipã). 

3. ALGORITMUL METODEI 

Repetarea divizãrii unei probleme în subprobleme de acelaºi fel, care se rezolvã pe domenii
(intervale de valori) din ce în ce mai mici, este un procedeu recursiv cu condiþia de oprire la
nivelul subproblemelor elementare. 

Se considerã un ºir de valori  X=(x1, x2, …, xn) asupra cãruia se aplicã o prelucrare impusã

de cerinþele problemei P. Se poate demonstra cã pentru orice p ºi u ∈ {1, 2, …, n}, p < u, existã
o valoare poz (p<poz<u) astfel încât prin prelucrarea subºirurilor {xp, xp+1, …, xpoz} ºi 

{xpoz+1, xpoz+2, …, xu} se obþin soluþiile corespunzãtoare. Prin combinarea acestor soluþii se

obþine soluþia prelucrãrii secvenþei parþiale{xp, xp+1, …, xu}. Valoarea poz, numitã ºi pivot, este,

în cele mai frecvente cazuri, poziþia elementului median – aflat la jumãtatea intervalului [p,u].
Algoritmul metodei foloseºte un subprogram recursiv cu parametri de intrare p ºi u; la primul

apel, p = 1 ºi u = n. Soluþia fiecãrei subprobleme se transmite prin parametrul de ieºire, sol.

ÎNTREBÃRI:
1. Stabiliþi care dintre urmãtoarele afirmaþii sunt adevãrate sau false, prin marcarea cãsuþei

corespunzãtoare:
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ALGORITMUL DIVIDE et IMPERA

algoritm divide_et_impera(p,u, sol)
dacã (p<u) atunci

împarte(p,u,poz) // determinã poziþia pivotului
divide_et_impera(p, poz, sol1);  // se aplicã algoritmul
divide_et_impera(poz+1, u, sol2); // pentru fiecare subproblemã
sol = combinã(sol1, sol2); // formarea soluþiei

altfel
rezolvã(sol)              //rezolvã subproblema elementarã

sfârºitdacã
stop algoritm divide_et_impera



2. Justificaþi aspectul recursiv al raþionamentului de rezolvare a problemelor prin metoda Divide
et Impera.

3. Aplicaþi algoritmul metodei Divide et Impera pentru rezolvarea urmãtoarelor probleme:
a) Cãutarea unui abonat în cartea de telefoane.
b) Cãutarea unui punct într-o suprafaþã planã.
c) Determinarea celui mai mare divizor comun a 4 numere. Generalizare. 
Exemplu: cmmdc (6, 18, 12, 15) = 3.

4. IMPLEMENTAREA METODEI DIVIDE ET IMPERA

Implementarea metodei depinde de limbajul de programare ºi de specificul problemei.
Aspectul recursiv al metodei se regãseºte în subprogramul recursiv care reprezintã nucleul pro-
gramului. Subprogramul recursiv are, obligatoriu, cei doi parametri de intrare p ºi u care repre-
zintã adresele primului ºi ultimului element din domeniul pe care se rezolvã, la un moment dat,
problema. Dacã subprogramul este de tip funcþie, parametrul de ieºire pentru soluþie nu mai este
necesar, soluþia e returnatã prin chiar numele funcþiei.

Implementarea metodei va fi exemplificatã prin urmãtoarele aplicaþii.

APLICAÞIA 1 
Determinarea elementului minim
1. Sã se determine valoarea minimã dintr-un ºir x cu n elemente întregi, utilizând metoda Divide

et Impera.
Datele de intrare se citesc de la tastaturã sau din fiºierul minim.in astfel: de pe prima linie
numãrul n natural nenul, iar de pe urmãtoarea linie n valori  întregi separate prin câte un
spaþiu.  Minimul determinat se va afiºa pe ecran.
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Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns

A F

1

Metoda Divide et Impera este o metodã generalã de programare care poate fi aplicatã
problemelor care se pot rezolva prin descompunerea problemei iniþiale în subpro-
bleme diferite de problema iniþialã, de dimensiuni mai mici ºi care pot fi rezolvate
mai uºor.

2
Subproblemele în care a fost divizatã problema iniþialã sunt de dimensiuni mai mari
decât cele ale problemei date.

3 Descompunerea în subprobleme se opreºte atunci când se ajunge la subprobleme sufi-
cient de simple pentru a putea fi rezolvate direct, prin metode elementare.

4 Soluþia finalã se obþine prin combinarea soluþiilor parþiale ale subproblemelor ele-
mentare.



Exemplu: minim.in Pe ecran se va afiºa -3
5
6 2 1 7 -3
Rezolvare:

Pentru determinarea valorii minime din ºirul de n numere, descompunerea problemei revine
la împãrþirea ºirului în douã subºiruri: subºirul (x1, x2, …, xpoz) ºi  subºirul (xpoz+1, xpoz+2, …, xn),

unde poz este indicele elementului din mijloc: poz=[(1+n)/2]. Pentru determinarea minimului din
fiecare dintre cele douã subºiruri, se va împãrþi fiecare subºir  în alte douã subºiruri, ºi la rândul
lor, cele douã subºiruri în altele, pânã când se obþin subºiruri de dimensiune 1 (cu un singur ele-
ment). Se obþin astfel, soluþiile elementare min1 ºi min2. Combinarea rezultatelor se face prin
compararea valorilor min1 ºi min2 obþinute din fiecare pereche de subºiruri formate prin divizare.
Dacã min1 este mai mic decât min2, atunci minimul este min1, altfel minimul este min2. 

Justificarea corectitudinii soluþiei:  
Dacã minim=min1 atunci orice altã valoare din subºirul (x1, x2, …, xpoz) este mai mare sau

egalã cu min1.
Dacã minim=min2 atunci orice altã valoare din subºirul (xpoz+1, xpoz+2, …, xn) este mai mare

sau egalã cu min2.
Dacã min1<min2 atunci min1<xk pentru k∈{poz+1, …, n} ºi min1 determinat prin

rezolvarea subproblemelor este cel mai mic element din subºirul (x1, x2, …, xpoz). În acest

caz, min1 este cea mai micã valoare din ºirul dat.
Dacã min1>min2 atunci min2<xk pentru k∈{1, …, poz} ºi min2 determinat prin

rezolvarea subproblemelor este cel mai mic element din subºirul (xpoz+1, xpoz+2, …, xn).  În

acest caz, min2 este cea mai micã valoare din ºirul dat.

În diagrama de mai jos sunt reprezentate toate subºirurile obþinute prin divizarea ºirului din
exemplul numeric.
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min1<min2  nu
minim = -3

min1 = 1

min1 = 2

min1=x[1] = 6 min2=x[2] = 2
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1...5

4-51-3

1-2 3 4 5

1 2

min1<min2  nu
minim = min2 = 1

min1<min2  nu
minim = min2 = 2

min1<min2  nu
minim = min2 = -3

Figura 49.



Implementarea algoritmului

# TEME
1. Modificaþi subprogramul divide_et_impera din programul prezentat mai sus astfel încât,  pro-

gramul sã afiºeze valoarea maximã dintr-un ºir.

2. Se considerã un ºir x cu n elemente întregi. Datele de intrare se citesc din fiºierul min_max.in
astfel: de pe prima linie un numãr n natural nenul (care reprezintã numãrul de elemente din
ºir), iar de pe urmãtoarea linie n valori întregi separate prin câte un spaþiu (care reprezintã
elementele ºirului x) .

Cerinþe:
a) Determinaþi în acelaºi subprogram valoarea minimã ºi valoarea maximã.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x: array[1..20] of integer;
n, i:integer;
f:text;

procedure citire; {citirea din fiºier}
begin

read(f,n);
for i:=1 to n do

read(f,x[i]);
close(f);

end;
function divide_et_impera( p:integer; u:integer):

integer;
var  poz,min1,min2:integer;
begin

if(p<u) then    begin
poz:=(p+u) div 2;
min1:=divide_et_impera(p,poz);
min2:=divide_et_impera(poz+1,u);
if(min1<min2) then     divide_et_impera:= min1

else     divide_et_impera:= min2;
end

else    divide_et_impera:=x[p];
end;

begin
assign(f,'minim.in');reset(f);
citire;
writeln('minim = ',divide_et_impera(1,n));

end.

#include<fstream.h>
ifstream f(“minim.in”);
int x[20],n;
void citire() // citirea din fiºier
{ f>>n;

for(int i=1;i<=n;i++)
f>>x[i];

f.close();
}
int divide_et_impera(int p, int u)
{ int poz,min1,min2;

if(p<u)
{ poz=(p+u)/2;

min1=divide_et_impera(p,poz);
min2=divide_et_impera(poz+1,u);
if(min1<min2)
return min1;

else
return min2;

}
else
return x[p];

}
void main()
{ citire();

cout<<” minim = “<<divide_et_impera(1,n);
g.close();

}



Exemplu: min_max.in      
5                                                   Minimul = -3  
6 2 1 7 -3                                       Maximul = 7 

b) Modificaþi programul construit la punctul a) astfel încât sã determinaþi simultan (în acelaºi
subprogram) elementul minim ºi poziþia acestuia în ºir. 

Exemplu: min_max.in      
5                                                    Minimul = -3  
6 2 1 7 -3                                       Poziþia = 5

c) Modificaþi programul construit la punctul a) sau b) astfel încât sã determinaþi simultan (în
acelaºi subprogram) elementul minim ºi poziþia sa în ºir, precum ºi elementul maxim ºi poziþia
sa în ºir.

Exemplu: min_max.in      
5                                                     Minimul = -3 pe poziþia 5
6 2 1 7 -3                                        Maximul = 7 pe poziþia 4

EXERCIÞII
1. Se considerã un ºir x cu n numere întregi. 

a) Ce va afiºa urmãtorul program pentru n=7 ºi valorile ºirului x: 12, -4, 13, 7, 8, 11, 2?
b) Formulaþi un enunþ pentru o problemã care se poate rezolva cu ajutorul acestui program.

2. Se considerã un ºir x cu n numere întregi. 
a) Ce va afiºa urmãtorul program pentru n=8 ºi valorile ºirului x: 21, -14, 3, 5, 18, 11, 12, 8? 
b) Formulaþi un enunþ al unei probleme care se poate rezolva cu ajutorul acestui program.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x: array[1..20] of integer;
n:integer;

…………………………..   
function s( p:integer; u:integer):integer;

var  poz :integer;
begin
if(p=u) then

if (x[p] mod 2 = 0) then s:=1
else s:=0

else 
begin

poz:=(p+u) div 2;
s:= s(p,poz)+ s(poz+1,u);

end
end;

begin
…………………………..

writeln(s(1,n));
…………………………..
end.

#include<iostream.h>
int x[20],n;
…………………………..
int s(int p, int u)
{ int poz;

if(p==u)
if(x[p]%2==0)

return 1;
else

return 0;
else
{ poz=(p+u)/2;

return s(p, poz)+ s(poz+1,u);
}

}

void main()
{……….
cout<<s(1,n);
………………..

}



3. Se citesc de la tastaturã un ºir y cu p elemente întregi ºi un numãr natural nenul r.
a) Sã se determine câte elemente din ºir sunt numere perfecte. Un numãr perfect este egal cu

suma divizorilor sãi (fãrã el însuºi).
b) Sã se determine suma elementelor din ºir care sunt divizibile cu r (r∈N).
c) Sã se determine câte numere sunt prime.
d) Sã se determine produsul p= c1*c2*…*cp unde (ci)i=1,p este ultima cifrã a numãrului yi

din ºirul dat.
Justificaþi necesitatea metodei Divide et impera în rezolvarea acestei probleme. 

APLICAÞIA 2 
Cãutarea unei valori într-un ºir ordonat – Cãutare binarã

Se considerã un ºir x cu n numere întregi. Sã se verifice dacã o valoare c (numãr întreg) se
gãseºte în ºir.

Datele de intrare se citesc de la tastaturã sau din fiºierul  caut.in, astfel: de pe prima linie se
citesc dimensiunea n a tabloului numeric (n numãr natural nenul) ºi valoarea c cãutatã, iar de pe
urmãtoarea linie se citesc cele n numere întregi separate prin câte un spaþiu. 
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x: array[1..20] of integer;

n:integer;

…………………………..   

function s( p:integer; u:integer):integer;

var  poz :integer;

begin

if(p=u) then

if (x[u] mod 3 = 0) then s:=x[u]

else s:=0

else 

begin

poz:=(p+u) div 2;

s:= s(p,poz)+ s(poz+1,u);

end

end;

begin

…………………………..

writeln(s(1,n));

…………………………..

end.

#include<iostream.h>

int x[20],n;

…………………………..

int s(int p, int u)

{ int poz;

if(p==u)

if(x[u]%3==0)

return x[u];

else

return 0;

else

{ poz=(p+u)/2;

return  s(p, poz)+s (poz+1,u);

}

}

void main()

{……….

cout<<s(1,n);

………………..

}



Pe ecran se va afiºa un mesaj corespunzãtor rezultatului cãutãrii.
Exemplul 1: 

Exemplul 2: 

Rezolvare:
Cãutarea unei valori într-un ºir ordonat se realizeazã dupã modelul cãutãrii în dicþionar a unui

cuvânt. Pagina în care trebuie sã identificãm cuvântul se determinã printr-un proces de reducere
a domeniului de cãutare, în funcþie de litera cu care începe cuvântul ºi apoi de ordinea lexi-
cograficã a literelor cuvântului ºi de ordonarea alfabeticã a cuvintelor din dicþionar.

Reducerea domeniului de cãutare prin înjumãtãþirea acestuia conduce la rezolvarea proble-
mei printr-un algoritm de complexitate logaritmicã numit cãutare rapidã sau cãutare binarã.

Pentru a verifica dacã valoarea c existã în ºirul x de numere ordonat (presupunem cã este
ordonat crescãtor) descompunerea problemei revine la a împãrþi ºirul în douã subºiruri. ªirul x
are n elemente ºi el este împãrþit în subºirul (x1, x2, …, xpoz) ºi  subºirul (xpoz+1, xpoz+2, …, xn),

unde poz=[(1+n)/2] este indicele elementului din mijloc. 
Dacã valoarea c este mai micã decât elementul din mijlocul ºirului (c< x[poz]) atunci

cãutarea continuã în subºirul (x1, x2, …, xpoz-1); se continuã procesul de divizare în acest subºir.

Dacã valoarea c este mai mare decât elementul din mijlocul ºirului (c> x[poz]) atunci cãutarea
continuã în subºirul (xpoz+1, xpoz+2, …, xn); se continuã procesul de divizare în acest subºir. 

Dacã valoarea c este egalã cu elementul din mijlocul ºirului (c =  x[poz]), atunci cãutarea se
opreºte; elementul cãutat a fost gãsit.

Cãutarea se încheie
fãrã succces  (elemen-
tul cãutat nu este în ºir)
atunci când subºirul în
care se face cãutarea
curentã este vid (p>u).
Iniþial, p=1 ºi u=n.

În figura 50 sunt
reprezentate subºirurile
obþinute prin divizare
în procesul de cãutare
binarã pentru exem-
plul 1.
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caut.in
7    10
1  3  5  23  30   42  67

Pe ecran se va afiºa

Valoarea 10 nu existã în ºir

caut.in
7    3
1  3  5  23  30   42  67

Pe ecran se va afiºa

Valoarea 3 existã în ºir

7    3 
1  3  5  23  30   42  67  
 

1…7 

1-3 
Poz = [(1+3)/2]=2 

c =x[2] =  da 
 
valoarea a fost gãsitã 

Poz = [(1+7)/2]=4 
c = x[4] = 23 nu 

c < x[4] 

valoarea a fost gãsitã

Figura 50.



În continuare este prezentat doar subprogramul prin care se face cãutarea binarã ºi apelul
acestuia (ºirul se presupune ordonat crescãtor):

# TEME 
1. Rescrieþi subprogramul cautare_binara astfel încât acesta sã returneze poziþia în ºir a valorii

cãutate (când valoarea cãutatã este în ºir) sau un mesaj corespunzãtor în caz contrar.

2. Justificaþi eficienþa cãutãrii unei valori într-un ºir ordonat, prin metoda cãutãrii binare.

PROBLEME PROPUSE
1. Punct fix. 

Se considerã un ºir a ordonat crescãtor cu n numere întregi distincte. Sã se determine un
indice m, (1≤ m≤ n), astfel încât a[m] = m. Datele de intrare se citesc de la tastaturã sau din
fiºierul fix.in astfel: de pe prima linie un numãr natural nenul n, iar de pe urmãtoarea linie n
valori naturale, separate prin câte un spaþiu.  
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var x:array[1..20]of integer;
n,c:integer;
f:text;

…………………..
function cautare_binara(p:integer;u:integer):integer;

var poz:integer;
begin

poz:=(p+u) div 2;
if(c=x[poz]) then   cautare_binara:=1
else

if(p<u) then
if(c<x[poz]) then

cautare_binara:=cautare_binara(p,poz-1)
else

cautare_binara:=cautare_binara(poz+1,u);
cautare_binara:=0;

end;
begin

…………………..
if(cautare_binara(1,n)<>0) then

writeln(' Valoarea ',c,' exista in sir')
else
writeln(' Valoarea ',c,' exista in sir');

…………………..
end.

#include<fstream.h>
ifstream f(“caut_bin.in”);
int x[20],n,c;
…………………..
int cautare_binara(int p,int u)
{int poz=(p+u)/2;
if(c==x[poz])

return 1;
else
if(p<u)
if(k<x[poz])

return cautare_binara(p,poz-1);
else

return cautare_binara(poz+1,u);
return 0;

}

void main()
{………………

if(cautare_binara(1,n))
cout<<” Valoarea “<<c<<” exista in sir”;

else
cout<<” Valoarea “<<c<<” nu exista in sir”;

…………………
}



Pe ecran se va afiºa un mesaj corespunzãtor rezultatului cãutãrii indicelui m.
Exemplu: pentru valorile: -2, 0, 3, 6 se va afiºa m =3;

pentru valorile: -2, 0, 1, 2 se va afiºa mesajul „nu existã soluþie”.

2. Ghicirea unui numãr ascuns. 
ªtefan îi propune colegului sãu Andrei sã ghiceascã un numãr natural g cuprins între 1 ºi n
(1≤ n≤ 1000). Andrei poate sã adreseze lui ªtefan urmãtoarele întrebãri:

– numãrul…… este egal cu  numãrul ales?
– numãrul …… este mai mare decât numãrul ales?
– numãrul …… este mai mic decât numãrul ales?

Andrei poate rãspunde doar prin da sau nu.
Scrieþi un program pentru simularea acestui joc. 
Rãspunsurile lui ªtefan sunt date de calculator.  Numãrul n se citeºte de la tastaturã,  numãrul

g (1≤ g≤ n) este generat aleator de calculator. Dupã fiecare încercare de ghicire, sã se afiºeze pe
ecran unul dintre mesaje: ‘numãrul este prea mare’, sau  ‘numãrul este prea mic’, sau ‘ai ghicit’.
Sã se afiºeze ºi numãrul de încercãri dupã care s-a ghicit numãrul. (Pentru generarea aleatoare
se vor folosi subprogramele specifice limbajului de programare.)

APLICAÞIA 3
Citirea elementelor unui ºir
Sã se scrie un program pentru citirea elementelor unui ºir y cu m elemente reale, aplicând

metoda Divide et Impera. Dimensiunea ºirului ºi elementele acestuia se citesc de la tastaturã.

Rezolvare:
Rezolvarea acestei probleme se reduce la citirea element cu element a valorilor unui ºir; în

termenii specifici metodei Divide et Impera, citirea unui element este chiar rezolvarea problemei
elementare la care se ajunge prin divizare. 

Descompunerea problemei revine la a împãrþi ºirul în douã subºiruri. ªirul y are m elemente
ºi el este împãrþit în subºirul (y1, y2, …, ypoz) ºi  subºirul (ypoz+1, ypoz+2, …, ym), unde 

poz = [(1+m)/2] este indicele elementului din mijlocul ºirului. 
Procesul de divizare se aplicã fiecãrui subºir, pânã când se obþin subºiruri de dimensiune 1

(cu un singur element): pentru acest subºir valoarea elementului este cititã de la tastaturã.
Dupã citirea fiecãrui element al subºirurilor de lungime 1, combinarea rezultatelor va con-

duce la completarea tuturor elementelor ºirului. 

Exemplu: dimensiunea ºirului m = 5;
ºirul de valori citite de la tastaturã 16.24  21.34   7.5  -3.2  14.30.
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În figura 51 sunt reprezentate toate subºirurile obþinute prin divizare: 

# TEME
1. Realizaþi un subprogram pentru afiºarea elementelor unui ºir folosind metoda Divide et

Impera. 

2. Justificaþi eficienþa metodei Divide et Impera din punct de vedere al folosirii resurselor calcu-
latorului (timp de lucru, memorie), pentru rezolvarea problemelor de citire/afiºare a unor
ºiruri de valori. 
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var y:array[1..20] of float;
m:integer;

procedure citire(p:integer;u:integer);
var p:integer;
begin

if(p<u) then
begin

poz=(p+u)/2;
citire(p,poz);   citire(poz+1,u);

end
else

read(y[p]);
end ;
begin

read(m);  citire(1,m);
end.

#include<iostream.h>
float y[20];
int m;
void citire(int p, int u)
{ int poz;

if(p<u)
{ poz=(p+u)/2;

citire(p,poz);
citire(poz+1,u);

}
else

cin>>y[p];
}
void main()
{ cin>>m;

citire(1,m);}

1-2

1 2

3

1-3

1....5

4-5

4 5

citeºte>>y[3] citeºte>>y[4] citeºte>>y[5]

citeºte>>y[2]citeºte>>y[1] Figura 51.



APLICAÞIA 4
Suma elementelor unui ºir

Se considerã un ºir x cu n numere reale. Sã se calculeze produsul celor n elemente ale ºiru-
lui folosind metoda Divide et Impera.

Datele de intrare se citesc de la tastaturã sau din fiºierul  suma.in, astfel: de pe prima linie se
citeºte dimensiunea n a tabloului numeric (n∈ N, 1≤ n ≤100), iar de pe urmãtoarea linie se citesc
n numere reale separate prin câte un spaþiu. 

În fiºierul suma.out se va afiºa, pe prima linie, ºirul dat, iar pe urmãtoarea linie un numãr
real, cu trei zecimale, reprezentând suma elementelor.

Rezolvare: 
În figura 52 sunt reprezentate toate subºirurile obþinute prin divizarea ºirului iniþial pânã la

obþinerea subºirului cu un singur element.
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suma.in
7

12  0.33 15.4  2.3  0.2   5.442

suma.out
12   0.33  15.4   2.3   0.2    5.442
Suma = 35.672

5 64321

1-2
3-4 5-6 7

5-71-4

1...7

S1-4=  S1-2+S3-4

12 0.33 15.5 2.3 0.2 5.442

S1-2= x[1] + x[2]
S3-4= x[3] + x[4] S5-6= x[5] + x[6] x[7]

x[6]x[5]x[4]x[3]x[2]x[1]

S5-7= S5-6 + x[7]

S1-7=  S1-4 + S5-7
Figura 52.



Subalgoritmul pentru determinarea sumei elementelor ºirului :

# TEME
1. Descrieþi semnificaþia etapelor metodei Divide et Impera pentru rezolvarea acestei probleme.

2. Precizaþi numãrul ºi tipul subprogramelor necesare pentru implementarea algoritmului de
rezolvare a problemei.

3. Implementaþi algoritmul descris în limbajul de programare studiat.

EXERCIÞII ªI PROBLEME PROPUSE
1. Stabiliþi ce realizeazã urmãtorul program. Formulaþi un enunþ de problemã care se poate rezol-

va cu ajutorul acestui program.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var a:array[1..20,1..20] of integer;
m,n:integer;

procedure sub1(pl,ul,pc,uc:integer);
var poz:integer;
begin
if(pl=ul) then
if(pc=uc) then

read(a[pl,pc])
else
begin

poz:=(pc+uc) div 2;
sub1(pl,ul,pc,poz);
sub1(pl,ul,poz+1,uc);

end
else

begin
poz:=(pl+ul) div 2;
sub1(pl,poz,pc,uc);

#include<iostream.h>
int a[20][20],m,n;

void sub1(int pl,int ul,int pc,int uc)
{ int poz;

if(pl==ul)
if(pc==uc)

cin>>a[pl][pc];
else
{ poz=(pc+uc)/2;

sub1(pl,ul,pc,poz);
sub1(pl,ul,poz+1,uc);

}
else

{ poz=(pl+ul)/2;
sub1(pl,poz,pc,uc);
sub1(poz+1,ul,pc,uc);

}

subalgoritm suma(p,u)
dacã p=u atunci

suma x[p]
altfel

poz [(p+u)/2]
s1 suma(p,poz)
s2 suma(poz+1,u)
suma s1+s2

sfârºit dacã
sfârºit subalgoritm.



2. Se citeºte de la tastaturã un numãr n natural nenul. Sã se scrie un program pentru calculul ºi
afiºarea pe ecran a urmãtoarei sume:

S = 1⋅2 + 2⋅3 + … n⋅(n+1).
Exemplu: 
Pentru n=8, se va afiºa S = 240.

3. Se citeºte de la tastaturã un numãr n natural nenul. Sã se scrie un program pentru calculul ºi
afiºarea pe ecran a urmãtoarei sume (cu o precizie de patru zecimale):

Exemplu: 
Pentru n=8, se va afiºa S = 0.8888.

4. Se citeºte de la tastaturã un cuvânt format din cel mult 250 de caractere. Sã se verifice dacã
acest cuvânt are proprietatea de a fi palindrom.
Un cuvânt este palindrom dacã prin inversarea lui se obþine un cuvânt identic. 
Exemplu: Cuvântul iniþial: rotor.

Cuvântul este palindrom.

5. Se considerã un ºir z cu t numere întregi. Sã se verifice dacã ºirul este simetric. Datele de
intrare se citesc din fiºierul palin.in astfel: de pe prima linie un numãr natural nenul care
reprezintã dimensiunea t a ºirului, iar de pe urmãtoarea linie se citesc t valori întregi separate
prin câte un spaþiu. Mesajul prin care se aratã dacã ºirul are sau nu are proprietatea cerutã se
va afiºa pe ecran. 
Un ºir are proprietatea de a fi simetric dacã:

x[i]= x[n-i+1], pentru ∀ i ∈ {1, 2,…, [(n+1)/2]}
Exemplu: 
palin.in                                                 Se va afiºa:

7                                                               ªirul este simetric.
5  7  2  9  2  7  5 

6. Fie matricea a cu n (n ∈ N*) linii ºi n coloane cu elemente reale ºi un numãr natural k dat 
(1≤ k ≤n). 
a) Precizaþi ce realizeazã urmãtorul subprogram:
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sub1(poz+1,ul,pc,uc);
end;

end;
begin

read(m,n);     citire(1,m,1,n);
end.

}

void main()
{ cin>>m>>n;

sub1(1,m,1,n);
}

1)(n n
1  ...  

3 2
1  

2 1
1  S

+⋅
++

⋅
+

⋅
=



b) Încercuiþi varianta corespunzãtoare prelucrãrilor realizate în matricea a dupã apelul sub-
programului s. 

c) Formulaþi un enunþ de problemã care se rezolvã cu ajutorul subprogramului s.

APLICAÞIA 5
Determinarea celui mai mare divizor comun
Fie ºirul y cu m numere naturale. Sã se determine cel mai mare divizor comun al elementelor

acestui ºir (cmmmdc(y1, y2, …, ym)) utilizând metoda Divide et Impera. Dimensiunea ºirului ºi

elementele acestuia se citesc de la tastaturã. Cel mai mare divizor comun se va afiºa pe ecran.
Exemplu:
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

………………………..
procedure s ( p, u, k:integer);
var  poz:integer;      aux:float;

begin
if(p<=u) then begin

poz=(p+u)/2;
aux=a[k][poz];a[k][poz]:=a[poz][k];

a[poz][k]:=aux;
s (p,poz-1,k);   s (poz+1,u,k);

end
end;

begin
………..
s (1,n,k);

……………
end.

………………………..
void s (int p, int u, int k)
{ int poz;      float aux;

if(p<=u)
{ poz=(p+u)/2;

aux=a[k][poz];a[k][poz]=a[poz][k];
a[poz][k]=aux;

s (p,poz-1,k);   s (poz+1,u,k);
}

}
void main()
{ ………..

s (1,n,k);
……………}

n = 4  k = 2
matricea iniþialã
3 4 5 6
8 2 1 0
9 7 2 4
9 5 2 1

Matricea dupã apelul s(1,n,k)

a)
3 4 9 6 
8 2 7 0 
5 1 2 2 
9 5 4 1

b)
3 8 9 9 
4 2 1 0 
5 7 2 4 
6 5 2 1

c)
3 8 5 6 
4 2 7 5 
9 1 2 4 
9 0 2 1

d)
3 4 5 9 
8 2 1 5 
9 7 2 2 
6 0 4 1

m=5   
12 102 54 36 93

Se va afiºa pe monitor
Cmmdc = 3



Rezolvare: 
ªirul iniþial se împarte în douã subºiruri, primul subºir este (y1, y2, …, ypoz) ºi  subºirul 

(ypoz+1, ypoz+2, …, ym), unde poz=[(1+p)/2] este indicele elementului din mijloc. La rândul lor 

aceste subºiruri sunt divizate pânã când se obþin subºiruri de lungime 1 (elementul acesta este
chiar cmmmdc din subºirul generat) sau de lungime 2 (se determinã cmmdc dintre cele douã 
elemente). 

Dupã determinarea cmmdc al subºirurilor formate dintr-un singur element sau din douã ele-
mente, combinarea rezultatelor va conduce la determinarea cmmdc al tuturor elementelor ºiru-
lui dat. 

În figura 53 se prezintã determinarea cmmdc pentru exemplul dat.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

var y:array[1..20]of integer;
n:integer;

procedure citire(p,u:integer);
var poz:integer;
begin
if(p<u) then

begin
poz:=(p+u)div 2;
citire(p,poz);    citire(poz+1,u);

end
else

read(y[p]);
end;

#include<iostream.h>
int y[20],m;

void citire(int p, int u)
{ int poz;

if(p<u)
{ poz=(p+u)/2;

citire(p,poz);
citire(poz+1,u);

}
else

cin>>y[p];
}

1-2
3 4 5

4-51-3

1...5

cmmdc(6, 54) = 6

cmmdc(y[1], y[2]) = 6 cmmdc(y[3], y[3]) = 54 cmmdc(y[4], y[4]) = 36 cmmdc(y[5], y[5]) = 93

cmmdc(36, 93) = 3

cmmdc(6, 3) = 312 102 54 36 93
1 2 3 4 5

Figura 53.



# TEMÃ 
Analizaþi programul prezentat pentru rezolvarea acestei probleme ºi rãspundeþi urmãtoarelor 

cerinþe:
a) Justificaþi aplicarea metodei Divide et Impera în rezolvarea acestei probleme.
b) Identificaþi subprogramele recursive ºi descrieþi rolul acestora în rezolvarea problemei.
c) Apreciaþi eficienþa fiecãrui subprogram din punct de vedere al timpului de execuþie.
d) Transformaþi subprogramele recursive – apreciate ca ineficiente – în subprograme iterative.

APLICAÞIA 6
Sortarea prin interclasare a elementelor unui ºir

Se considerã un ºir x cu n elemente întregi. Sã se ordoneze ºirul crescãtor prin metoda inter-
clasãrii. Dimensiunea ºirului ºi elementele acestuia se citesc din fiºierul interclas.in. ªirul iniþial
ºi cel ordonat crescãtor se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul interclas.out.
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function cmmdc(a,b:integer):integer;
var r:integer;
begin
if(a mod b <>0) then     cmmdc:=cmmdc(b,a mod b)

else      cmmdc:=b;
end;

function divide_et_impera(p,u:integer):integer;
var poz:integer;
begin
if((u-p)<=1) then

divide_et_impera:=cmmdc(y[p],y[u])
else
begin
poz:=(p+u) div 2;

divide_et_impera:=cmmdc(divide_et_impera(p,poz),  
divide_et_impera(poz+1,u));

end
end;
begin

read(n);   citire(1,n);
writeln(' cmmdc = ',divide_et_impera(1,n));

end.

int cmmdc (int a, int b)
{ int r;

if(a%b)
return cmmdc(b,a%b);

else
return b;

}

int divide_et_impera(int p,int u)
{int poz;
if((u-p)<=1)

return cmmdc(y[p], y[u]);
else
{ poz=(p+u)/2;

return cmmdc(divide_et_impera(p,poz),  
divide_et_impera(poz+1,u));

}
}

void main()
{ cin>>m;

citire(1,m);
cout<<” cmmdc = “<<divide_et_impera(1, m);

}



Exemplu:

Observaþie: 
Prin interclasarea a douã sau mai multe ºiruri, ordonate dupã acelaºi criteriu, se obþine un ºir

ordonat, format din reuniunea elementelor ºirurilor iniþiale (a se revedea din manualul de clasa
a X-a interclasarea a douã ºiruri).

Rezolvare:
Se împarte ºirul iniþial în douã subºiruri, primul subºir este (x1, x2, …, xpoz) ºi  subºirul 

(xpoz+1, xpoz+2, …, xn), unde poz=[(1+n)/2] este indicele elementului din mijloc. La rândul lor

aceste subºiruri sunt divizate pânã când se obþin subºiruri de lungime 1 (ordonate) sau de
lungime 2, ordonate. Subºirurile ordonate se interclaseazã succesiv pânã când se obþine ºirul
final, cu elementele în ordinea cerutã.

În figura 54, sunt reprezentate toate subºirurile obþinute prin divizare în procesul de 
interclasare,  pentru exemplul numeric.
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interclas.in
7   
17  8  12  -7  5   42  2

interclas.out
ªirul iniþial:17  8  12  -7  5   42  2 
ªirul ordonat:  -7   2   5  8  12  17  42

 17 8 12 -7 5 42 2 

1 2 3 4 5 6 7 

 1-7 

1-4 5-7 

1-2 3-4 5-6 7 

∪
∪

∪

x [1] < x[2] nu 
17   <   8   nu 

Atunci  x [1] ? x[2] 
x [1] =8 ºi x[2] = 17 

x [3] < x[4] nu 
12   <  -7   nu 

Atunci  x [3] ? x[4] 
x [3] =-7 ºi x[2] = 12 

x [1] = -7,  x[2] = 8,  x [3] = 12,  x[4] = 17 x [5] = 2,  x[6] = 5,  x [7] = 42 

x [1] = -7,  x[2] = 2,  x [3] = 5,  x[4] = 8, x [5] =12,  x[6] = 17,  x [7] = 42

x [1] = 8, x[2] = 17 x [3] =-7, x[4] = 12 

x [5] < x[6] da 
5  <   42  da 

Deci  x [1] ? x[2] 
x [5] = 5 ºi x[6] = 42 

x[7] = 2 

x [5] =5, x[6] = 42 x[7] = 2 

U

U

U

x[1] < x[2] nu
17 < 8 nu

Atunci x[1] ↔ x[2]
x[1] = 8 ºi x[2] = 17

x[3] < x[4] nu
12 < -7 nu

Atunci x[3] ↔ x[4]
x[3] = -7 ºi x[2] = 12

x[5] < x[6] nu
5 < 42 da

Deci x[1] ↔ x[2]
x[5] = 5 ºi x[6] = 42

Figura 54.



# TEME
1. Realizaþi interclasarea pentru ºirurile de valori s1: 1, 7, 10, 15, 35 ºi s2: 5, 8, 9, 13, 23, 44.
2. Justificaþi cerinþa ca ºirurile sã fie ordonate dupã acelaºi criteriu.
3. Justificaþi rezolvarea acestei probleme prin metoda Divide et Impera.
4. Realizaþi programul pentru rezolvarea acestei probleme.

APLICAÞIA 7
Sortarea rapidã (quick-sort). (Facultativ)
Se considerã un ºir x cu n elemente întregi. Sã se ordoneze ºirul crescãtor prin metoda de

sortare rapidã.  Dimensiunea ºirului ºi elementele acestuia se citesc din fiºierul quick.in. ªirul
iniþial ºi cel ordonat crescãtor se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul quick.out.

Exemplu:
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

procedure divide_et_impera(p,u:integer);
var poz:integer;
begin
if((u-p)<=1)then   ordon(p,u)
else
begin

poz:=(p+u)div 2;   divide_et_impera(p,poz);
divide_et_impera(poz+1,u);  interclasare(p,u,poz);

end
end;
begin 
end.

void divide_et_impera(int p,int u)
{int poz;
if((u-p)<=1)

ordon(p,u);
else
{ poz=(p+u)/2;

divide_et_impera(p,poz);  
divide_et_impera(poz+1,u);
interclasare(p,u,poz);

}}
void main()
{ 

divide_et_impera(1,4);
}

quick.in
7   
7  8  2  -7  42   5  12

quick.out
ªirul iniþial:7  8  2  -7  42   5  12 
ªirul ordonat:  -7   2   5  7  8  12  42

Rezolvare:
Algoritmul de sortarea rapidã a fost elaborat în anul 1962  de C.A.R. Hoare ºi se bazeazã pe

mecanismul metodei Divide et Impera.
Pentru început, vom aplica direct algoritmul pentru ºirul de valori din exemplul numeric.
Primul element se comparã cu ultimul element din ºir. 
7 8  2  -7  42   5  12.   



Întrucât x[1] este mai mic decât x[7] (se respectã relaþia de ordine cerutã), atunci se comparã
x[1] cu x[6]:

7 8  2  -7  42   5 12. 
x[1] este mai mare decât x[6] atunci cele douã elemente se interschimbã, ºi ºirul devine:
5 8  2 -7  42  7 12.
Dupã ce a avut loc o interschimbare urmãtoarea comparare se realizeazã între x[6] ºi x[2]

(urmãtorul element situat dupã elementul x[1] care a participat la interschimbare):
5  8 2 -7  42  7 12.
Întrucât x[2]>x[6] cele douã valori se interschimbã:
5  7 2 -7  42  8 12.
Dupã ce a avut loc o interschimbare, urmãtoarea comparare se realizeazã între x[2] ºi x[5]

(urmãtorul element situat dupã elementul x[1] care a participat la interschimbare):
5  7 2 -7  42 8 12.
Întrucât x[2] este mai mic decât x[5] (se respectã relaþia de ordine cerutã) atunci se comparã

x[2] cu x[4]:
5  7  2  -7 42  8 12.
Dar x[2]>x[4] cele douã valori se interschimbã:
5  -7  2  7 42  8 12.
Ultima comparare are loc între x[3]ºi x[4]:
5  -7 2 7 42  8 12.
Se observã cã  x[3] < x[4] (se respectã relaþia de ordine cerutã):
5  -7  2 7 42   8   12.
Dupã aceastã parcurgere numãrul 7 se aflã pe poziþia sa finalã în ºirul ordonat (poz = 4).

Toate elementele din subºirul din stânga lui 7 sunt mai mici decât 7 ºi toate cele din subºirul din
dreapta lui 7 sunt mai mari decât el.

Se obþin douã subºiruri care vor fi ordonate separat, pe baza aceluiaºi raþionament:
( 5  -7   2)  7  (42  8 12).

165

(5, -7, 2)  7 (42, 8, 12)

5 -7  2 42 8  12sem1 0   sem2 -1
sem1 1   sem2 0

sem1 0   sem2 -1
sem1 1   sem2 0

sem1 0   sem2 -1
sem1 1   sem2 0

2  -7  5

(2  -7)

(-7  2)

5 sem1 0   sem2 -1
sem1 1   sem2 0

(12  8)

(8  12)

42

12  8  42sem1 1   sem2 0 sem1 1   sem2 0

Figura 55.



Metoda de sortare rapidã foloseºte împãrþirea ºirului în douã subºiruri, astfel încât toate ele-
mentele din primul subºir sã fie mai mici decât toate elementele din al doilea subºir.

Împãrþirea ºirului în subºiruri se opreºte când se obþin subºiruri de lungime 1 (care sunt ordo-
nate). Se observã cã subºirurile se ordoneazã direct ºi combinarea rezultatelor parþiale nu se 
realizeazã. 

Algoritmul quick_sort:

Cea mai importantã componentã a algoritmului este apelul subprogramului divide prin care se
determinã pivotul (poz) cu proprietatea: toate elementele din subºirul (xp, x2,…, xpoz-1) sunt mai

mici decât x[poz] ºi toate elementele din subºirul (xpoz+1, xpoz+2,…, xu) sunt mai mari decât x[poz].

Indicele poz reprezintã poziþia finalã a elementului x[poz]  în ºirul ordonat.
Din exemplul numeric prezentat, se observã cã la fiecare interschimbare se modificã direcþia

de deplasare în ºir: 
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algoritm quick_sort(p, u)
dacã p<u atunci

divide(p,u, poz)   
quick_sort(p, poz-1)     
quick_sort(poz+1, u)

sfârºit dacã
sfârºit algoritm

subalgoritm divide(p,u,poz)
i p
j u
sem1 0
sem2 -1
cât timp i<j executã

dacã xi>xj atunci
aux xi
xi xj
xj aux
aux sem1
sem1 -sem2
sem2 -aux

sfârºit dacã
i i + sem1
j j + sem2

sfârºit cât timp
poz i

sfârºit subalgoritm



Pentru controlul direcþiei se pot folosi douã variabile cu rol de semafor:
(1) sem1 controleazã deplasarea în ºir, de la stânga la dreapta;
(2) sem2 controleazã deplasarea în ºir, de la dreapta la stânga.
O variabilã semafor are doar douã stãri: activ ºi blocat. Pentru a diferenþia cele douã variabile

semafor, acestea sunt definite astfel:

La un moment dat este activ un singur semafor.
Iniþial, am ales sã fie activ semaforul sem2.
Pentru adresarea elementelor care se comparã, se folosesc doi indici i ºi j. Iniþial, i = p ºi j = u.
Cât timp indicele i este mai mic decât indicele j, se comparã elementele x[i] ºi x[j]; dacã

relaþia de ordine corespunzãtoare criteriului de sortare nu este îndeplinitã (pentru sortarea crescã-
toare x[i] < x[j]), se interschimbã cele douã valori ºi se modificã starea semafoarelor. La prima
interschimbare, semaforul sem2 devine blocat iar semaforul sem1 devine activ. Prin acest pro-
cedeu, indicele i ºi indicele j îºi modificã alternativ valorile (i creºte când sem1 este activ; j scade
când sem2 este activ).

Când indicii i ºi j devin egali, s-a determinat elementul aflat pe poziþia finalã în ºirul ordo-
nat: x[poz], unde poz = i.

Execuþia subprogramului divide pentru primul apel, divide (1, 7, poz), din exemplul nume-
ric, poate fi urmãritã cu ajutorul tabelului de variaþie.

Tabel de variaþie

Turnurile din Hanoi. (Facultativ)
Varianta 1: 
Se considerã trei tije verticale 1, 2, ºi 3. Pe tija 1 se gãsesc n discuri de diametre diferite, per-

forate central, aranjate în ordine descrescãtoare a diametrelor discurilor, de la bazã cãtre vârf. Sã
se mute toate discurile de pe tija 1 pe tija 2, folosind ca tijã auxiliarã tija 3, respectând urmã-
toarele  reguli:
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sem1 =
0 blocat
1 activ

sem2 =
0 blocat
– 1 activ

i j sem1 sem2 interschimb poz

1 7 0 -1 –

6 da

2 1 0 da

5 0 -1 –

4 da

3 1 0

4 – 4



– la fiecare pas se va muta un singur disc (cel care se aflã deasupra celorlalte discuri pe o tijã);
– un disc poate fi aºezat pe o tijã doar peste un alt disc având diametru mai mare decât al sãu;
Numãrul n (0<n≤10) de discuri se citeºte de la tastaturã. În fiºierul de ieºire hanoi.out se vor

scrie, pe linii distincte, mutãrile efectuate prin perechi de douã numere astfel: prima cifrã reprezintã
tija de pe care se ia discul, iar a doua cifrã reprezintã tija pe care se aºazã discul respectiv.

Exemplu:
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n = 3 hanoi.out
1 2
1 3
2 3
1 2
3 1
3 2
1 2

Rezolvare:
O mutare se va nota astfel i j, unde i, j ∈ {1, 2, 3} ºi i ≠ j, cu semnificaþia ‘discul de pe tija

i se mutã pe tija j’.  
Dacã n=1 se executã o unicã mutare discul de pe tija 1 se mutã direct pe tija 2 (problema ele-

mentarã).

Dacã n>1, se împarte problema în subprobleme astfel:
se mutã primele n-1 discuri de pe tija 1 pe tija 3;
se mutã ultimul disc (cel cu diametrul cel mai mare) de pe tija 1 pe tija 2;
se mutã cele n-1 discuri de pe tija 3 pe tija 2.

În acest moment s-au generat douã subprobleme mai simple ºi anume mutarea a n-1 discuri
de pe tija 1 pe tija 3, ºi mutarea celor n-1 discuri de pe tija 3 pe tija 2. La rândul lor aceste sub-
probleme se pot împãrþi în subprobleme pânã când rãmâne de mutat un singur disc. Rezolvarea
acestei probleme se poate implementa cu ajutorul metodei Divide et Impera.

Pentru a muta discul de diametru maxim de pe tija i , trebuie sã fie mutate cele n-1 discuri
situate peste acest disc pe tija auxiliarã. Cele trei tije sunt numerotate distinct cu valori de la 1 la
3, suma acestor numere este 6; tija auxiliarã are valoarea 6-i-j. Când discul de diametru maxim
poate fi mutat pe tija j, se poate trece la mutarea celor n-1 discuri de pe tija 6-i-j pe tija j, folosind
tija i (care nu mai are niciun disc pe ea) drept tijã auxiliarã. ªirul de mutãri necesare pentru a
deplasa n discuri de pe tija i pe tija j se noteazã prin hanoi(n, i, j) ºi poate fi definit astfel:

⎩
⎨
⎧

>−−−→−−−
=→

=
1    ), ,6  ,1(      )6 , ,1(

1  ,
),,(

ndacajjinhanoijijiinhanoi
ndacaji

jinhanoi

     
      1              2            3 

dacã

dacã
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algoritm hanoi (n, i, j )
dacã n=1 atunci

mutã disc de pe tija i pe tija j
altfel

hanoi(n-1, i, 6-i-j) 
mutã disc de pe tija i pe tija j
hanoi(n-1, 6-i-j, j) 

sfârºit dacã
stop algoritm

Urmeazã subprogramul corespunzãtor algoritmului ºi apelul acestuia din programul princi-
pal, respectiv din funcþia principalã. 

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C/C++

…………………………………
procedure hanoi( n, i, j:integer);
var  poz:integer;
begin

if(n=1) then
writeln(g, i ,’ → ‘, j )

else
begin

hanoi( n-1, 6- i - j , j );
writeln(g, i ,’ → ‘, j ) ;
hanoi( n-1, i, 6 – i – j );

end;
end;
begin
…………………………
hanoi(n, 1, 2);

………………………
end.

…………………………………
void hanoi(int n, int i, int j)
{int poz;

if(n==1)
g<<i<<” → “<<j<<endl;

else
{ 

hanoi( n-1, 6- i-j, j);
g<<i<<” → “<<j<<endl;
hanoi( n-1, i, 6- i-j);

}
} 
void main()
{ 
…………………………
hanoi(n, 1, 2);

………………………
}

În continuare este prezentat algoritmul de generare a mutãrilor posibile:



Varianta 2: 
Se considerã trei tije verticale A, B, ºi C. Pe tija A se gãsesc n discuri de diametre diferite,

perforate central, aranjate în ordine descrescãtoare a diametrelor discurilor, de la bazã cãtre vârf.
Sã se mute toate discurile de pe tija A pe tija B, folosind ca tijã auxiliarã tija C, respectând urmã-
toarele  reguli:

– la fiecare pas se va muta un singur disc (cel care se aflã deasupra celorlalte discuri pe o tijã);
– un disc poate fi aºezat pe o tijã doar peste un alt disc având diametru mai mare decât al sãu.
Numãrul n (0<n≤10) de discuri se citeºte de la tastaturã. În fiºierul de ieºire hanoi.out se vor

scrie, pe linii distincte, mutãrile efectuate prin perechi de douã litere astfel: prima literã reprezintã
tija de pe care se ia discul, iar a doua literã reprezintã tija pe care se aºazã discul respectiv.

Exemplu:
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n = 3 hanoi.out

A B

A C

B C

A B

C A

C B

A B

     
      A             B            C 

O mutare se va nota astfel A B, cu semnificaþia ‘discul de pe tija A se mutã pe tija B’.  
Dacã n=1, se executã o unicã mutare: discul de pe tija A se mutã direct pe tija B (problema

elementarã).

Dacã n>1, se împarte problema în subprobleme astfel:
se mutã primele n-1 discuri de pe tija A pe tija C;
se mutã ultimul disc (cel cu diametrul cel mai mare) de pe tija A pe tija B;
se mutã cele n-1 discuri de pe tija C pe tija B.

În acest moment s-au generat douã subprobleme mai simple, ºi anume mutarea a n-1 discuri
de pe tija A pe tija C, respectiv cele n-1 discuri de pe tija C pe tija B. La rândul lor aceste sub-
probleme se pot împãrþi în subprobleme pânã când rãmâne de mutat un singur  disc. Deci
rezolvarea problemei se poate implementa cu ajutorul metodei Divide et Impera.

În continuare este prezentat algoritmul de generare a mutãrilor posibile:



# TEME
1. Rezolvaþi numeric problema turnurilor din Hanoi pentru n = 3 discuri ºi n = 4 discuri. Reþineþi

numãrul de mutãri necesare pentru rezolvarea problemei.

2. Care este numãrul de mutãri pentru un numãr oarecare n de discuri?

3. Formulaþi problema elementarã la care se ajunge prin aplicarea metodei Divide et Impera.

4. Justificaþi aplicarea metodei în rezolvarea acestei probleme.

APLICAÞII DE LABORATOR
1. Sã se scrie programul complet pentru rezolvarea problemei turnurilor din Hanoi – varianta 1.

Numãrul natural nenul n (1≤n≤10) de discuri se citeºte de la tastaturã. Mutãrile se vor afiºa în
fiºierul hanoi1.out, pe linii distincte. 
Sã se afiºeze pe ultima linie câte mutãri s-au executat

2. Sã se scrie programul complet pentru rezolvarea problemei turnurilor din Hanoi – varianta 2.
Numãrul natural nenul n (1≤n≤10) de discuri se citeºte de la tastaturã. Mutãrile se vor afiºa
în fiºierul hanoi2.out, pe linii distincte. 

Sã se afiºeze pe ultima linie câte mutãri s-au executat.
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algoritm hanoi (n, A, B, C )
dacã n=1 atunci

mutã disc de pe tija A pe tija B
altfel

hanoi(n-1, A,C, B) 
mutã disc de pe tija A pe tija B
hanoi(n-1, C, B, A) 

sfârºit dacã
stop algoritm



II. BACKTRACKING

1. STUDIU DE CAZ – PLANIFICAREA EXAMENELOR
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Posibilitãþi de
programare

Ziua 1 Ziua 2 Ziua 3 Ziua 4 Programare
bunã

1 Examen 1 Examen 2 Da

2 Examen 1 Examen 2 Da

3 Examen 1 Examen 2 Da

4 Examen 1 Examen 2 Nu

Pentru îmbunãtãþirea pregãtirii în domeniul ‘Programãrii paginilor Web’, un elev se
înscrie la cursurile on-line organizate de o firmã atestatã. Acest curs este format din mai
multe module. Pentru a obþine Certificatul de absolvire al unui modul, elevul trebuie sã
susþinã on-line n teste finale în termen de m zile consecutive (n≤[m/2]). Examenele sunt
numerotate de la 1 la n (în aceastã  ordine trebuie sã fie susþinute). Elevul poate da testele în
ce zi doreºte, cu condiþia de a nu susþine douã teste în zile consecutive.  Elevul încearcã sã
realizeze mai multe planificãri ºi apoi sã o aleagã pe cea mai avantajoasã. Pentru primul
modul, în 4 zile, elevul trebuie sã susþinã douã teste.

Rezolvare:
Sã vedem cum îºi planificã elevul suþinerea testelor pentru cazul în care  n = 2 ºi m = 4.
În prima zi, elevul planificã exemenul 1. În a doua zi, nu mai poate sã planifice niciun 

examen. Ultimul examen este planificat în ziua a treia. 
S-a obþinut prima programare: în ziua 1 examenul 1,

în ziua 3 examenul 2.
Elevul observã cã poate sã-ºi planifice cel de-al doilea test ºi în ziua a patra. Se obþine:
Programarea 2: în ziua 1 examenul 1,

în ziua 4 examenul 2.
Întrucât nu mai sunt zile în care sã-ºi mute ultimul test, elevul  se gândeºte sã reprogrameze

susþinerea primului test în ziua 2. Testul 2 poate fi susþinut doar în ziua a patra.
Programarea 3: în ziua 2 examenul 1,

în ziua 4 examenul 2.
Examenul 2 nu mai poate fi programat în altã zi. Elevul încearcã sã programeze examenul 1

în ziua a treia; în acest caz,  testul 2 ar putea fi programat doar în ziua a patra, însã condiþia de a
nu susþine examenele în zile consecutive nu este respectatã. Elevul încearcã sã programeze testul 1
în ziua a patra, dar testul 2 nu poate fi susþinut în aceeaºi zi ºi nici nu mai sunt zile disposibile.

În ziua 1 nu poate fi planificat testul 2 pentru cã testele se susþin în ordinea prestabilitã.

Elevul poate sã susþinã cele douã teste  conform uneia dintre cele trei programãri posibile :



Concluzii:
Pentru a realiza programarea testelor, elevul face verificãri (examenele nu pot fi planificate
în zile consecutive, ordinea susþinerii testelor este crescãtoare – nu se poate da testul 2
înaintea testului 1). Elevul face reveniri în construirea unei programãri. Dacã la un moment
dat testul 2 nu mai poate fi planificat în altã zi, atunci se încearcã reprogramarea primului
test în altã zi ºi apoi se trece din nou la programarea testului 2. Sunt posibile reveniri suc-
cesive, pânã se gãseºte o zi în care poate fi programat testul 2. Aceste cãutãri cu avans ºi
cu reveniri se terminã când testul 1 nu mai poate fi planificat în nicio altã zi. 
Elevul a construit cele trei programãri utilizând metoda backtracking.

Numele acestei metode este foarte sugestiv ºi poate fi tradus prin cãutare cu revenire, generarea
unei soluþii fãcându-se  pe baza urmelor precedente (în limba englezã back înseamnã ‘înapoi’,
iar track ‘urmã’).

2. DESCRIEREA GENERALÃ A METODEI  BACKTRACKING

Metoda Backtracking se utilizeazã pentru rezolvarea unor probleme în care:
se obþin mai multe soluþii;
soluþia este formatã din unul sau mai multe elemente, fiind reprezentatã printr-un tablou
X=(x1, x2, …, xn) unde x1∈ M1, x2∈ M2, …, xn∈ Mn;

tabloul X este o structurã liniarã de tip stivã;
mulþimile M1, M2, …, Mn sunt mulþimi finite având c1, c2, …, cn elemente;

elementele depuse în tablou îndeplinesc anumite condiþii impuse de enunþul fiecãrei pro-
bleme.

Generarea tuturor tablourilor X cu elementele produsului cartezian M1× M2 × …× Mn  –

numit spaþiul soluþiilor posibile – conduce la un timp de execuþie foarte mare.

Metoda Backtracking are la bazã o strategie prin care se genereazã doar soluþiile care
îndeplinesc condiþiile specifice problemei, denumite condiþii interne. 

Soluþiile posibile care respectã condiþiile interne se numesc soluþii rezultat. 
Dacã un element xj primeºte o valoare din mulþimea Mj care este admisã în soluþia rezultat,

aceastã valoare  se numeºte valoare validã. Condiþiile de validare sunt deduse din condiþiile
interne. 

Exemplu: 
Sã se determine toate modalitãþile de colorare a þãrilor de pe o hartã, folosind un numãr

minim de culori precizat, spre exemplu, 4 culori. Condiþia internã rezultã din aºezarea þãrilor pe
hartã; pentru a fi vizibile, zonele geografice învecinate – þãrile – trebuie colorate distinct.
Condiþiile de validare se obþin prin compunera urmãtoarelor condiþii simple: dacã þara i este
vecinã cu þara j (în matricea de vecinãtãþi M[i][j] =1) atunci culoarea folositã pentru þara i
trebuie sã difere de culoarea folositã pentru þara j (în tabloul soluþie, X[i] <> X[j]).
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Problemele care se rezolvã cu aceastã metodã pot avea anumite particularitãþi:
numãrul n de elemente care pot participa la construirea unei soluþii nu este o valoare con-
stantã (fixã);
se poate obþine ºi o singurã soluþie, denumitã soluþie optimã;
elementele x1, x2, …, xn ale unei soluþii pot fi ºi ele tablouri;

mulþimile M1, M2, …, Mn pot avea aceleaºi elemente.

Exemplu:
Sã se genereze toate numerele naturale cu trei cifre distincte din mulþimea {1,2,4}.
Soluþie:
Spaþiul soluþiilor posibile S=({1,2,4}×{1,2,4}×{1,2,4}= {1,1,1},{1,1,2}, {1,1,4}, {1,2,1},

{1,2,2},…,{4,4,4})
Rezolvarea problemei prin generarea tuturor soluþiilor conduce la  27 de soluþii posibile, din-

tre care doar 6 sunt soluþii rezultat. În tabel s-au generat toate soluþiile posibile fiind marcate
soluþiile rezultat.

3. MECANISMUL METODEI BACKTRACKING 

Soluþiile problemei sunt generate într-un tablou X de tip stivã:
se alege din mulþimea M1,  elementul valid x1;

se presupune cã în tabloul X s-au depus elementele x1∈ M1, x2∈ M2, …, xk-1∈ Mk-1 ºi se

cautã prima valoare candidat la construirea soluþiei xk∈ Mk;

elementul xk pãstreazã valoarea candidat doar dacã aceasta verificã condiþiile de validare

(condiþiile interne);
dacã xk a fost depus în tabloul X, se verificã dacã s-a obþinut o soluþie rezultat, în caz afirma-

tiv soluþia este pãstratã ºi se trece la construirea unei alte soluþii, altfel se incrementeazã k (stiva
creºte) ºi se cautã o valoare candidat pentru xk+1 din mulþimea Mk+1;

dacã în mulþimea Mk nu se mai gãsesc valori valide (s-au testat toate valorile) se decre-

menteazã k (stiva scade) ºi se cautã o altã valoare pentru xk-1 din mulþimea Mk-1;

algoritmul se opreºte atunci când în mulþimea M1 nu mai existã nicio valoare candidat pen-

tru x1 (când stiva este vidã).
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Soluþie
posibilã

111 112 114 121 122 124 141 142 144 211 212 214 221 222

Soluþie
rezultat

√ √ √

Soluþie
posibilã

224 241 242 244 411 412 414 421 422 424 441 442 444

Soluþie
rezultat

√ √ √



4. REPREZENTAREA ALGORITMULUI ÎN PSEUDOCOD

Algoritmul  metodei Backtracking poate fi reprezentat atât iterativ, cât ºi recursiv. 

A)  VARIANTA ITERATIVÃ 

Descrierea algoritmului iterativ

Pe prima poziþie din tabloul soluþie X (k=1) se pune o valoare iniþialã. În  cazul general,
aceastã valoare iniþialã este valoarea minimã admisibilã pe care o poate lua primul element X[1]
din mulþimea de valori M1 din care se scade o unitate. 

Iniþializarea unui element xk se face astfel pentru ca la prima incrementare a acestuia sã i se

atribuie prima valoare din mulþimea Mk de valori. 

Variabila k pãstreazã poziþia curentã din tabloul X în care se va depune un nou element.
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ALGORITMUL BACKTRACKING ITERATIV

Algoritm generare
k 1
x[k] valoare iniþialã    // se iniþializeazã primul nivel al stivei

cât timp ( k>0 ) executã

sem 0
cât timp (în mulþimea Mk mai sunt valori candidat pentru xk) ºi  (sem=0) executã

x[k] x[k]+1
dacã (x[k] are o valoare validã) atunci            // valoarea respectã condiþiile interne

sem 1
sfârºit dacã

sfârºit cât timp
dacã (sem =1) atunci 

dacã (k= numãrul de elemente cerut) atunci
s-a construit o soluþie ºi se tipãreºte // stiva este plinã

altfel
k k+1                             // stiva creºte
x[k] valoare iniþialã 

sfârºit dacã
altfel

k k-1  // stiva scade
sfârºit dacã

sfâºit cât timp
stop algoritm



Variabila sem are rolul de a semnala situaþia în care elementul xk respectã condiþiile interne. Se

cautã în mulþimea Mk de valori (prin incrementarea valorii curente a elementului xk : X[k]=X[k]+1)

prima valoare care respectã condiþiile interne. Aceastã valoare, xk, se comparã cu elementele

depuse în talou pentru a se verifica condiþiile de validare (valid(xk )). Dacã valoarea este validã,

atunci sem 1.
Dacã valoarea gãsitã pentru xk poate participa la generarea soluþiei (sem=1), atunci se veri-

ficã dacã s-au completat cu valori toate elementele din soluþie; dacã s-a generat o soluþie, aceas-
ta este tipãritã; astfel, se trece la urmãtorul element candidat la generarea soluþiei (k k+1);
X[k+1] este iniþializat cu o valoare corespunzãtoare ºi sunt reluate verificãrile precedente.

Dacã în mulþimea Mk nu mai existã valori pe care sã le poatã prelua xk, sem rãmâne 0 ºi se

cautã o nouã valoare pentru elementul xk-1 (k k-1).

Generarea soluþiilor are loc cât timp pentru primul element al tabloului soluþie mai existã
valori în mulþimea M1 de valori. Dacã nu mai existã astfel de valori, poziþia curentã k, în tablou,

devine zero ºi algoritmul de generare se opreºte. 

B)  VARIANTA RECURSIVÃ

Descrierea algoritmului recursiv

Se depune pe prima poziþie din tabloul soluþie (k=1, generare(1)) o valoare iniþialã (X[1] i ).
Variabila k pãstreazã poziþia curentã din tabloul X în care se va depune un nou element.
Se cautã în mulþimea Mk de valori prima valoare (prin incrementarea valorii curente a ele-

mentului xk, X[k]=X[k]+1) care respectã condiþiile interne. Aceastã valoare xk se comparã cu

elementele depuse în tablou pentru a se verifica condiþiile de validare (valid(xk )).

176

ALGORITMUL BACKTRACKING RECURSIV

Algoritm generare(k)
pentru i valoare iniþialã, valoare maximã admisibilã din mulþimea Mk de valori  executã

X[k] i
dacã (x[k] are o valoare validã) atunci            // valoarea respectã condiþiile interne

dacã (k = numãrul de elemente cerut) atunci 
s-a construit o soluþie ºi se tipãreºte // stiva este plinã

altfel
generare(k+1)

sfârºit dacã
sfârºit dacã

sfârºit pentru
stop algoritm



Dacã valoarea gãsitã pentru xk poate participa la generarea soluþiei, atunci se verificã dacã s-au

completat cu valori toate elementele din soluþie; dacã s-a generat o soluþie, aceasta este tipãritã;
astfel, se trece la urmãtorul element candidat la generarea soluþiei prin autoapelul algoritmului
(generare(k+1)). Prin autoapel se trece la un nou element din tabloul soluþie X (se urcã în stivã).

Dacã în mulþimea Mk nu mai existã valori pe care sã le poatã prelua xkse cautã o nouã valoare

pentru elementul xk-1 (k k-1). Aceastã trecere la elementul xk-1 se face pe baza mecanismului

recursivitãþii la revenirea dintr-o instanþã a subprogramului recursiv (prin extragerea din vârful
stivei a fiecãrei valori depuse, se coboarã în stivã).

Generarea soluþiilor are loc cât timp, pentru primul element al tabloului soluþie, mai existã
valori în mulþimea M1. Dacã nu mai existã astfel de valori, poziþia curentã k, în tablou, devine 

zero ºi algoritmul de generare se opreºte. 

# TEME
1. Explicaþi generarea soluþiilor într-un tablou unidimensional de tip stivã.

2. Evidenþiaþi aspectele recursive ale Metodei Backtracking.

3. Stabiliþi care dintre urmãtoarele afirmaþii sunt adevãrate sau false, prin marcarea cãsuþei 
corespunzãtoare:
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Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns

A F

1
Metoda Backtracking se utilizeazã pentru rezolvarea unor probleme care
admit doar o unicã soluþie.

2
Soluþia generatã de metodã este pãstratã într-o structurã liniarã de tip coadã. 

3
Mulþimea  valorilor Mk pentru un element xk al soluþiei are un numãr finit de

elemente. 

4
Un element xk face parte dintr-o soluþie rezultat dacã ºi numai dacã este diferit

de elementele xk-1ºi xk-2.

5
Spaþiul soluþiilor posibile este format din reuniunea tuturor mulþimilor de 
valori posibile pentru fiecare element al tabloului soluþie X.

6
Metoda Backtracking genereazã doar soluþiile care îndeplinesc condiþiile
specifice problemei.



4. Asociaþi fiecãrei definiþii din coloana 1 denumirea corectã  din coloana 2:

5. Utilizând mecanismul Metodei Backtracking, stabiliþi care dintre urmãtoarele afirmaþii sunt
adevãrate sau false, prin marcarea cãsuþei corespunzãtoare:

6. Formulaþi condiþiile de validare pentru urmãtoarele probleme:
a) Sã se genereze toate ºirurile de lungime n, formate numai din literele C, P ºi T , ºiruri care

sã nu aibã douã litere T alãturate. Numãrul natural n (0<n<12) se citeºte de la tastaturã. Exemplu:
pentru n=3 se vor afiºa (nu neapãrat în aceastã ordine) ºirurile: CCP,CCT, CPT, CTC etc. 

b) Sã se genereze toate numerele prime de n cifre (n ∈ N, n<10) formate doar din cifrele 3,
0 ºi  7.  Numãrul natural n (0<n<10) se citeºte de la tastaturã. Exemplu: n = 3, se vor afiºa (nu
neapãrat în aceastã ordine) numerele: 337, 307, 373, 733, 773.

c) Sã se genereze toate posibilitãþile de aºezare a n dame pe o tablã ºah  de dimensiune 
n × n astfel încât ele ‘sã nu se atace’ (douã dame se atacã dacã sunt pe aceeaºi linie, coloanã sau
diagonalã).

Exemplu: pentru n=4 o aºezare posibilã este:
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Nr. 
crt.

Definiþie

1
Condiþiile specifice pe care trebuie sã le respecte o soluþie
rezultat se numesc:

2 Soluþiile posibile care respectã condiþiile interne se numesc:

3 O valoare xk pãstratã în tabloul soluþie se numeºte:

4
Un nou element este adãugat în tabloul soluþie numai dupã
verificarea unor condiþii denumite:

Denumire

Valoare validã

Condiþii de continuare

Condiþii interne

Soluþii rezultat

Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns

A F

1 Iniþializarea unui element xk se face cu valoarea 0.

2
Variabila sem are rolul de a semnala cazul în care elementul xk respectã

condiþiile interne corespunzãtoare.

3 Dacã sunt îndeplinite condiþiile interne corespunzãtoare pentru elementul xk,

atunci se trece la urmãtorul element din tabloul soluþie.

4 Generarea soluþiilor are loc cât timp pentru primul element al tabloului soluþie
nu mai existã valori în mulþimea M1 de valori.

*
*

*
*



d) O hartã cuprinde n þãri, iar pentru colorarea acestora se utilizeazã doar patru culori, astfel
încât douã þãri cu frontierã comunã vor fi colorate diferit. Culorile alese pentru realizarea
acestei hãrþi sunt albastru, galben, portocaliu, ºi verde. Sã se determine toate posibilitãþile de
colorare a hãrþii.

Exemplu: pentru n=4 þãri având urmãtoarea hartã:

O soluþie a acestei probleme este: þara1 – culoarea albastru, þara 2 - culoarea galben; 
þara 3 – culoarea albastru; þara 4 – culoarea portocaliu.

5. EXEMPLU DE IMPLEMENTARE A ALGORITMULUI

Sã se genereze toate numerele naturale  cu trei cifre distincte din mulþimea {1,2,4}.
Soluþie:
Etapa I: Identificarea elementelor specifice metodei
Mulþimea cifrelor se noteazã cu C = { 1, 2, 4}, iar mulþimea valorilor este M={1,2,3}, care

reprezintã indicii elementelor din tabloul C (C[1]=1, C[2]=2, C[3]=4).
Tabloul X are doar trei elemente (numãrul are doar trei cifre), deci hmax = 3,(X[i] ∈ M)i=1,3

Condiþii interne: cifrele numãrului trebuie sã fie distincte.
Condiþii de validare: valoarea elementului xk (o cifrã) candidatã la soluþia rezultat trebuie sã

fie diferitã de celelalte elemente x1, x2,…,xk-1din tabloul X.

Etapa II: Generarea soluþiilor
În casetele 1, 2, 3, 4 ºi 5 se reprezintã generarea primelor douã soluþii. În fiecare casetã sunt

descrise operaþiile de urcare ºi coborâre în stivã conform algoritmului prezentat.
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Þara 1 

Þara 4 

Þara 2 

Þara 3 
Þara 1

Þara 2

Þara 3

Þara 4

Figura 56.
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sem=0  
 

sem=1  

  
 

  

k=1 
k>0 da 0 X[1] ≤ 3 

X[1] valid da 1 

Caseta 1 Nr. sol. 0

Se iniþializeazã primul element din X cu 0 ºi apoi se verificã dacã este mai mic decât 
valoarea maximã admisibilã. X[1]=0<3. 
Atunci X[1]=X[1] +1=1, care este o valoare validã ºi deci este pãstratã în X, iar variabila
sem=1. 
Întrucât k≠3 atunci  k=k+1=2 ºi elementul X[2] se iniþializeazã cu 0.

sem=0  sem=0  
 

sem=1  

k=2 
k>0 da 0 X[2] ≤ 3  

X[2] valid nu 1 X[2] ≤3  
X[2] valid da 2 

 1 
  1  1 

Caseta 2 Nr. sol. 0

k > 0, sem=0 ºi X[2]=0 ≤ 3 (valoarea maximã admisibilã).  
Atunci X[2]=X[2] +1=1, care nu este o valoare validã ºi deci se cautã o altã valoare.
Cum X[2]=1<3, atunci  X[2]=X[2] +1=2, care este o valoare validã, iar variabila sem=1.
Întrucât k≠3 atunci k=k+1 (se urcã în stivã), k=3 ºi  elementul X[3] iniþializat cu 0.
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sem=0  sem=0  sem=0  sem=1  
        

k=3 
k>0 da 0 X[3] ≤ 3  

X[3] valid nu 
1 
 

X[3] ≤3  
X[3] valid nu 2 X[3] ≤3  

X[3] valid da 3 

 
 2  2  2  2 

 1 
  1  1  1 

Caseta 3 Nr. sol. 1 Numãrul: 124

k>0, sem=0 ºi X[3]=0< 3. Atunci X[3]=X[3] +1=1, care nu este o valoare validã ºi sem
rãmânând 0 ⇒ X[3]=X[3] +1=2, care nu este o valoare validã (2 se regãseºte pe nivelul 2).
X[3]=2<3 ºi sem=0  ⇒ X[3]=X[3] +1=3, care este o valoare validã ºi sem=1.
Întrucât k=3 s-a gãsit o soluþie care se pãstreazã.
Dar k>0, sem=0, dar X[3] nu mai poate lua altã valoare atunci k=k-1 (se coboarã în
stivã).

sem=0  sem=1 
 

 

  
   

k=2 
k>0 da 2 X[2] ≤ 3  

X[3] valid da 3 

 1 
  1 

Caseta 4 Nr. sol. 1

k>0, sem=0, X[2]=2<3
⇒ X[2]=X[2] +1=3, care este o valoare validã ºi sem=1.

Întrucât k≠3 atunci k=k+1 ºi elementul X[3] este iniþilizat cu 0.
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sem=0  sem=0  sem=1  
      

k=3 
k>0 da 0 X[3]<=3  

X[3] valid nu 
1 
 

X[3]<=3  
X[3] valid da 2 

 3  3  3 

 1 
  1  1 

Caseta 5 Nr. sol. 2 Numãrul 142

k>0, sem=0 ºi X[3]=0<3 ⇒ X[3]=X[3] +1=1, care nu este o valoare validã ºi deci se
cautã o altã valoare.
sem = 0 ºi  X[3]=1<3 ⇒ X[3]=X[3] +1=2, care este o valoare validã. 
Întrucât k=3 s-a gãsit  a doua soluþie soluþie care se pãstreazã.

În caseta 6 se reprezintã construirea soluþiei 5 a problemei.

sem=0  sem=0  sem=1  
      

k=3 
k>0 da 

0 
 

X[3]<=3  
X[3] valid nu 1  X[3]<=3  

X[3] valid da 2 

 1  1  1 

 3 
  3  3 

Caseta 6 Nr.sol. 5 
Numãrul 412

k>0, sem=0 ºi X[3]=0<3, atunci X[3]=X[3] +1=1, care nu este o valoare validã.  
Întrucât X[3]<3 → X[3]=X[3] +1=3 care este o valoare validã, se pãstreazã în tablou ºi
sem =1. 
Întrucât k=3 ºi sem=1 s-a gãsit o nouã soluþie care se pãstreazã.



183

sem=0  sem=0  sem=0  
      

k=3 
k>0 da 1 X[3]<=3  

X[3] valid nu 2 X[3]<=3  
X[3] valid nu 3 

 2  2  2 

 3 
  3  3 

Caseta 8 Nr. sol. 6

k>0, sem=0 ºi X[3]=1<3. Atunci X[3]=X[3]+1=2 care nu este o valoare validã. 
Întrucât X[3]=2<3 ºi sem = 0 atunci X[3]=X[3]+1=3 care nu este o valoare validã (este
egalã cu valoare depusã în X[1]). Acum X[3]=3 ºi nu mai poate lua altã valoare, iar
sem=0. Deci k=k-1 (se coboarã în stivã) ºi se cautã o nouã valoare validã pentru X[2].

sem=0  sem=1  
    

k=3 
k>0 da 0 X[3]<=3  

X[3] valid da 1 

  
1  2 

 3 
  3 

Caseta 7 Nr. sol. 6 Numãrul 421

k>0, sem=0 ºi X[3]=0<3 atunci X[3]=X[3]+1=1 care  este o valoare validã ºi sem=1. 
Întrucât k=3 ºi s-a construit o nouã soluþie care se pãstreazã.

În caseta 7 se reprezintã construirea ultimei soluþii posibile a problemei. 

În casetele 8, 9 ºi 10 se descrie amãnunþit, conform algoritmului Backtracking, coborârea în
stivã pânã la golirea ei completã — algoritmul de generare s-a încheiat.



Se observã cum algoritmul de generare se terminã când tabloul soluþie X este gol.

Etapa III: Implementarea algoritmului Backtracking. 

Pentru problema datã, citirea datelor de intrare se face din fiºierul exemplu.in (de pe prima
linie se citeºte n iar de pe urmãtoarea linie n cifre separate prin câte un spaþiu), iar afiºarea solu-
þiilor pe linii distincte ºi a numãrului de soluþii se va face în fiºierul exemplu.out
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sem=0  sem=0  
    
  

   

  
   

k=1 
k>0 da 

 
3 
 

  

  k=0   

Caseta 10 Nr. sol. 6

k>0, sem=0 ºi X[1]=3. 
X[1]=3 (valoarea maximã admisibilã)

Atunci  k=k - 1= 0 ºi algoritmul se terminã.
S-au generat 6 soluþii.

sem=0  sem=0  
    
  

   

k=2 
k>0 da 2 X[3]<=3  

X[3] valid nu 3 

 3 
  3 

Caseta 9 Nr. sol. 6

k>0, sem = 0 ºi X[2]=2<3. Atunci X[2]=X[2]+1=3 care nu este o valoare validã. 
Întrucât X[2]=3 ºi sem = 0 ºi X[2] nu mai poate lua valoare atunci k=k-1 (se coboarã în
stivã) ºi se cautã o nouã valoare validã pentru X[1].
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VARIANTA ITERATIVÃ 
LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var c,X :array[1..20]of integer;
i,n,k:integer;
f,g:text;

procedure citire;
begin
read(f,n);
for i:=1 to n do

read(f,c[i]);
end;

function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(x[k]<n) then
begin
inc(x[k]);    mult_val:=true;

end;
end;
function valid:boolean;
begin
valid:=true;
for i:=1 to k-1 do
if(X[i]=X[k]) then valid:=false;

end;
procedure afisare;
begin
for i:=1 to n do
write(g,c[X[i]]);     writeln(g);

end;
procedure generare;
var sol:integer; sem, sev:boolean;
begin
k:=1; sol:=0;  X[k]:=0;
while(k>0) do
begin

repeat
sem:=mult_val;
sev:=valid;

until not(sem) or (sem and sev);
if(sem=true)then
if(k=n) then

begin
inc(sol); afisare;

end
else
begin
inc(k); X[k]:=0;

#include<fstream.h>
ifstream f(“exemplu.in”);
ofstream g(“exemplu.out”);
int c[20],X[20],i,n,k;

void citire()
{ f>>n;

for(i=1;i<=n;i++)
f>>c[i];   f.close();

}

int mult_val()
{if(X[k]<n)

{ X[k]++;   return 1;  }
return 0;

}

int valid()
{for(i=1;i<k;i++)

if(X[i]==X[k]) return 0;
return 1;

}
void afisare()
{ for(i=1;i<=n;i++)

g<<c[X[i]];
g<<endl;

}
void generare()
{  int sol=0,sem,sev;

k=1; X[k]=0;
while(k)
{ do{sem=mult_val();

sev=valid();
}while((sem & !sev);

if(as)
if(k==n)

{ sol++; afisare(); }
else
{k++; X[k]=0;  }

else
!k--;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}



Descrierea  implementãrii iterative
Funcþia generare()/generare reprezintã implementarea algoritmului Backtraking, prin care

sunt construite soluþiile, din care sunt apelate funcþiile mult_val()/mult_val, valid()/valid ºi
afiºare()/afisare. Funcþia mult_val()/mult_val are rolul de a verifica dacã mulþimea Mk de valori

posibile pentru elementul xk a fost parcursã în totalitate. Dacã mai sunt valori atunci  elementul

X[k] preia elementul curent din mulþimea Mk ºi funcþia returneazã valoarea 1, altfel funcþia

mult_val()/mult_val returneazã valoarea 0 (nu mai sunt valori posibile pentru xk în muþimea Mk).

Funcþia valid()/valid are rolul de a verifica dacã noua valoare depusã în tabloul X, pe poziþia k,
îndeplineºte condiþiile interne ale problemei. Funcþia afiºare()/afiºare are rolul de a reprezenta
fiecare soluþie generatã în fiºier (sau pe ecran, dupã cum este formulatã cerinþa fiecãrei 
aplicaþii).

În funcþia generare()/generare s-au definit variabilele semafor sem ºi sev care pot avea 
valori doar în mulþimea {0,1}. Variabilei sem i se atribuie valoarea returnatã de funcþia
mult_val()/malt_val, iar variabilei sev i se atribuie valoarea returnatã de funcþia valid()/valid.

Implementarea recursivã
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

else   dec(k);
end;

writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);
end;
begin

assign(f,’exemplu.in’);reset(f); 
assign(g,’exemplu.out’);    

rewrite(g);  citire;  back; close(f); close(g);
end.

void main()
{ citire();   generare();   g.close();}

VARIANTA RECURSIVÃ

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var c,X:array[1..20] of integer;
n,k,sol:integer;
f,g:text;

procedure citire;
var i:integer;
begin
read(f,n);
for i:=1 to n do

read(f,c[i]);
end;

function valid(k:integer):boolean;
var i:integer;
begin
valid:=true;
for i:=1 to k-1 do

#include<fstream.h>
ifstream f(“exemplu.in”);
ofstream g(“exemplu.out”);
int c[20], X[20],n,k,sol;

void citire()
{ f>>n;

for(int i=1;i<=n;i++)
f>>c[i];

f.close();
}

int valid(int k)
{for(int i=1;i<k;i++)



Descrierea implementãrii recursive
Funcþia generare(int k)/generare(k:integer) reprezintã implementarea algoritmului

Backtraking recursiv, prin care sunt construite soluþiile, din care sunt apelate funcþiile 
valid(int k)/valid(k:integer) ºi afiºare(int k)/afiºare(k:integer). Mulþimea de valori este generatã
în corpul funcþiei generare(int k)/generare(k:integer). Funcþiile valid(int k)/valid(k:integer) ºi
afiºare(int k)/afiºare(k:integer) au aceleaºi  roluri ca ºi în implementarea iterativã. 
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

if(X[i]=X[k])then valid:=false;
end;

procedure afisare(k:integer);
var i:integer;
begin
for i:=1 to k do
write(g,c[X[i]]);

writeln(g);
end;
procedure generare(k:integer);
var i:integer;
begin
for i:=1 to n do
begin
X[k]:=i;
if(valid(k)=true) then

if(k=n) then begin
inc(sol); afisare(k);

end
else
generare(k+1);

end;
end;

begin
assign(f,’exemplu.in’);reset(f); 
assign(g,’exemplu.out’);   
assign(g,’back1.out’);rewrite(g);

citire; generare(1);  
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

close(f);close(g);
end.

if(X[i]==X[k]) return 0;
return 1;

}
void afisare(int k)
{ for(int i=1;i<=k;i++)

g<<c[X[i]];
g<<endl;

}
void generare(int k)
{ for(int i=1;i<=n;i++)

{X[k]=i;
if(valid(k))

if(k==n)
{ sol++; afiºare(k); }

else
generare(k+1);

}
}

void main()
{ citire();

generare(1);
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;
g.close();

}



2. Asociaþi fiecãrei acþiuni descrise în coloana 1 subprogramul corespunzãtor din coloana 2:

# TEME
1. Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii:
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Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns
A F

1
Indicele k din tabloul soluþie creºte cu o unitate dupã fiecare determinare din
mulþimea de valori a unei valori valide pentru X[k].

2
O valoare depusã pe nivelul k este validã, chiar dacã cele depuse pe nivelurile
anterioare nu sunt valide

3 Dupã obþinerea unei soluþii, nivelul k din tabloul X continuã sã creascã.

4 Afiºarea unei soluþii are loc când sunt îndeplinite condiþiile interne.

5 Elementul  X[k]  ia întotdeauna o singurã valoare

6
Dupã construirea ultimei soluþii, indicele curent al tabloului soluþie, k, devine 0
(tabloul este gol).

Nr. 
crt.

Acþiune

1 Vizualizarea unei soluþii.

2 Verificã dacã noua valoare depusã pe nivelul curent k al
tabloului soluþie poate participa la construirea soluþiei.

3 Construirea soluþiilor pentru o problemã datã.

4 Alegerea din mulþimea de valori posibile pentru X[k].

Subprogram

afisare

initializare

valid

mult_val

generare

APLICAÞII REZOLVATE
1. GENERAREA PERMUTÃRILOR

Se citeºte de la tastaturã un numãr n natural nenul. Sã se
genereze toate permutãrile posibile ale elementelor mulþimii
M={1,2,3,…,n}. Soluþiile generate se vor afiºa pe linii dis-
tincte fiºierul  permut.out, iar pe ultima linie a fiºierului se
va afiºa numãrul de soluþii gãsite.

Exemplu: n = 3

permut.out
1 2 3
1 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1
6



Rezolvare: 
Etapa I: Identificarea elementelor specifice metodei;
a) mulþimea valorilor este M={1, 2, 3, …,n}, ºi reprezintã elementele care se permutã;
b) tabloul X are n elemente, deci hmax = n, (X[i] ∈ M)i=1,n ;

c) condiþii interne: elementele mulþimii trebuie sã fie distincte;
d) condiþii de validare: valoarea elementului xk candidatã la soluþia rezultat trebuie sã fie

diferitã de celelalte elemente x1, x2,…,xk-1din tabloul X.                              

Etapa II: Generarea soluþiilor pentru exemplul numeric n=4 ; se completeazã urmãtorul tabel:
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?

?

2

1

Sol 1 Sol 2 Sol 3 Sol 4 Sol 5 Sol 6 Sol 7 Sol 8 Sol 9 Sol 10 Sol 11 Sol 12 Sol 13

Sol 14 Sol 15 Sol 16 Sol 17 Sol 18 Sol 19 Sol 20 Sol 21 Sol 22 Sol 23 Sol 24 Sol 25 Sol 26

Etapa III: Implementarea algoritmului Backtracking iterativ

VARIANTA ITERATIVÃ // PERMUTÃRI

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X :array[1..20]of integer; i,n,k:integer;
g:text;
function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(X[k]<n) then
begin
inc(X[k]);   mult_val:=true;

end;
end;
function valid:boolean;
begin
valid:=true;
for i:=1 to k-1 do
if(x[i]=x[k]) then valid:=false;

#include<fstream.h>
ofstream g(“perm.out”);
int X[20],i,n,k;
int mult_val()
{if(X[k]<n)

{ X[k]++;   return 1;  }
return 0;

}
int valid()
{for(i=1;i<k;i++)

if(X[i]==X[k]) return 0;
return 1;

}
void afisare()
{ for(i=1;i<=n;i++)

g<<X[i]<<” “;



2. GENERAREA ARANJAMENTELOR
Se citesc de la tastaturã douã numere n ºi p (p < n) naturale

nenule. Sã se genereze toate aranjamentele elementelor mulþimii
M={1,2,3,…,n} luate câte p. 

Soluþiile generate se vor afiºa pe linii distincte, fiºierul
aranj.out, iar pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de
soluþii gãsite.

Exemplu: n = 3, p=2.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

end;
procedure afisare;
begin
for i:=1 to n do
write(g,X[i],’ ‘);                 writeln(g);

end;
procedure generare;
var sol:integer; sem,sev:boolean;
begin
k:=1; sol:=0;   x[k]:=0;
while(k>0) do
begin

repeat
sem:=mult_val;   sev:=valid;

until not(sem) or (sem and ev);
if(sem=true)then

if(k=n) then
begin         

inc(sol); afisare;
end

else
begin
inc(k); X[k]:=0;

end
else
dec(k);

end;
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;
begin
assign(g,’permut.out’);rewrite(g);
read(n);   generare;  close(g);

end.

g<<endl;
}
void generare()
{  int sol=0,sem, sev;

k=1; X[k]=0;
while(k)
{ do

{sem=mult_val();
sev=valid();

}while((sem & !sev);
if(sem)
if(k==n)

{ sol++; afisare(); }
else
{k++; X[k]=0;  }

else
!k--;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}
void main()
{ cin>>n;   generare();   g.close();}

aranj.out
1 2 
1 3 
2 1
2 3 
3 1 
3 2 
6



Rezolvare:
Etapa I: Identificarea elementelor specifice metodei
Mulþimea valorilor este M={1, 2, 3, …,n}, care reprezintã elementele care se permutã.
Tabloul X are p elemente, pentru cã se formeazã submulþimi doar cu p elemente, deci 

hmax = p, (X[i] ∈ M)i=1,p

Condiþii interne: elementele mulþimii trebuie sã fie distincte.
Condiþii de validare: valoarea elementului xk candidatã la soluþia rezultat trebuie sã fie dife-

ritã de celelalte elemente x1, x2,…,xk-1din tabloul X.                              

Etapa II: Generarea soluþiilor se va face ca exerciþiu, pentru n = 4 ºi p = 3 prin completarea
urmãtorului tabel, pe baza algoritmului Backtracking:
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Sol 1 Sol 2 Sol 3 Sol 4 Sol 5 Sol 6 Sol 7 Sol 8 Sol 9 Sol 10 Sol 11 Sol 12 Sol 13

Sol 14 Sol 15 Sol 16 Sol 17 Sol 18 Sol 19 Sol 20 Sol 21 Sol 22 Sol 23 Sol 24 Sol 25 Sol 26

Etapa III: Implementarea algoritmului Backtracking iterativ

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X :array[1..20]of integer;   i,n,k,p:integer;
g:text;
function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(X[k]<n) then
begin
inc(X[k]);    mult_val:=true;

end;
end;

#include<fstream.h>
ofstream g(“aranj.out”);
int X[20],i,n,k;
int mult_val()
{if(X[k]<n)

{ X[k]++;   return 1;  }
return 0;

}
int valid()
{for(i=1;i<k;i++)

if(X[i]==X[k]) return 0;
return 1;
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

function valid:boolean;
begin
valid:=true;
for i:=1 to k-1 do
if(x[i]=x[k]) then valid:=false;

end;
procedure afisare;
begin
for i:=1 to p do
write(g,X[i],’ ‘);      writeln(g);

end;
procedure generare;
var sol:integer;  sem, sev:boolean;
begin
k:=1; sol:=0;   x[k]:=0;
while(k>0) do
begin

repeat
sem:=mult_val;          sev:=valid;

until not(sem) or (sem and ev);
if(sem=true)then
if(k=p) then

begin
inc(sol); afisare;

end
else
begin
inc(k); X[k]:=0;  

end
else       dec(k);

end;
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;
begin
assign(g,’aranj.out’); rewrite(g); read(n,p);

generare;   close(g); 
end.

}
void afisare()
{ for(i=1;i<=p;i++)

g<<X[i]<<” “;
g<<endl;

}
void generare()
{  int sol=0,sem, sev;

k=1; X[k]=0;
while(k)
{ do

{sem=mult_val();
sev=valid();

}while((sem & !sev);
if(sem)
if(k==p)

{ sol++; afisare(); }
else
{k++; X[k]=0;  }

else
!k--;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}
void main()
{ cin>>n>>p;

generare();
g.close();

}



3. GENERAREA COMBINÃRILOR
Se citesc de la tastaturã douã numere n ºi p (p ≤ n) naturale nenule. Sã se genereze toate com-

binãrile elementelor mulþimii M={1,2,3,…,n} luate câte p. 
Soluþiile generate se vor afiºa pe linii distincte, fiºierul combin.out, iar pe ultima linie a

fiºierului se va afiºa numãrul de soluþii gãsite.

Exemplu: n = 3, p=2.

Rezolvare:
Etapa I: Stabilirea urmãtoarelor elemente
a) Mulþimea valorilor este M={1, 2, 3, …,n}, care reprezintã elementele care se permutã.
b) Tabloul X are p elemente, pentru cã se formeazã submulþimi doar cu p elemente, 

hmax = p, (X[i] ∈ M)i=1,p

c) Condiþii interne: elementele mulþimii trebuie sã fie distincte.
d) Condiþii de validare: 

valoarea elementului xk candidatã la soluþia rezultat trebuie sã fie diferitã de celelate ele-

mente x1, x2,…,xk-1din tabloul X ;

o submulþime nu conþine aceleaºi elemente luate în altã ordine, în oricare altã submulþime
(x1< x2<…xk-1< xk).                                

Etapa II: Generarea soluþiilor se va face ca exerciþiu, pentru n = 4 ºi p = 3 prin completarea
urmãtorul tabel, pe baza algoritmului Backtracking:
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combin.out
1 2 
1 3 
2 3 

3

2

1

Sol 1 Sol 2 Sol 3 Sol 4 Sol 5 Sol 6 Sol 7 Sol 8 Sol 9 Sol 10 Sol 11 Sol 12 Sol 13

Sol 14 Sol 15 Sol 16 Sol 17 Sol 18 Sol 19 Sol 20 Sol 21 Sol 22 Sol 23 Sol 24 Sol 25 Sol 26
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VARIANTA ITERATIVÃ // combinãri

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X :array[1..20]of integer;     i,n,k,p:integer;
g:text;
function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(X[k]<n) then
begin
inc(X[k]);      mult_val:=true;

end;
end;
procedure afisare;
begin
for i:=1 to p do
write(g,X[i],’ ‘);

writeln(g);
end;

procedure generare;
var sol:integer; sem :boolean;
begin
k:=1; sol:=0;   x[k]:=0;
while(k>0) do
begin

sem:=mult_val;
if(sem=true)then
if(k=p) then

begin
inc(sol); afisare;

end
else
begin
inc(k); X[k]:=X[k-1];

end
else       dec(k);

end;
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;

begin
assign(g,’combin.out’);rewrite(g); read(n,p);
generare;  close(g);

end.

#include<fstream.h>
ofstream g(“combin.out”);
int X[20],i,n,k;
int mult_val()
{if(X[k]<n)

{ X[k]++;   return 1;  }
return 0;

}
void afisare()
{ for(i=1;i<=p;i++)

g<<X[i]<<” “;
g<<endl;

}
void generare()
{  int sol=0,sem;

k=1; X[k]=0;
while(k)
{ sem=mult_val();

if(sem)
if(k==p)

{ sol++; afisare(); }
else
{k++; X[k]=X[k-1];  }

else
!k--;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}
void main()
{ cin>>n>>p;

generare();
g.close();

}

Etapa III: Implementarea algoritmului Backtracking iterativ



# TEME
1. Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii:
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Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns

A F

1
Nivelul curent X[k] al tabloului soluþie este iniþializat cu valoarea minimã din
mulþimea Mk de valori posibile.

2 O soluþie pentru generarea permutãrilor elementelor mulþimii {1, 2,…,n} are
exact n elemente.

3
Fie mulþimea { 1, 2, …, m}. Prin generarea tuturor aranjamentelor, respectiv a
tuturor combinãrilor elementelor acestei mulþimi în submulþimi de câte 
t elemente (t ≤ m), se obþin n1 soluþii, respectiv n2 soluþii. Atunci n1>n2.

4
Prin generarea combinãrilor mulþimii {1,2,…,m} în submulþimi de câte 
t elemente (t ≤ m) se obþin soluþii care au m elemente.

5 Numãrul de soluþii obþinut la generarea tuturor permutãrilor unei mulþimi cu p
elemente este p!

6
Numãrul de soluþii obþinut la generarea tuturor aranjamentelor de câte k
elemente ale unei mulþimi cu p (k ≤ p) elemente  este:

7
Numãrul de soluþii obþinut la generarea tuturor combinãrilor de câte k
elemente ale unei mulþimi cu p (k ≤ p) elemente  este:

8 Submulþimile obþinute prin generarea tuturor combinãrilor de câte k elemente
ale unei mulþimi cu p (k ≤ p) sunt distincte.

k)!-(p  k!
p!  Ck

p ⋅
=

k)!-(p
p!  Ak

p =

2. Se considerã urmãtorul program:     

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X :array[1..20]of integer;  i,n,k,p:integer;
g:text;
procedure citire;
begin
read(n,p);

end;

#include<fstream.h>
ofstream g(“date.out”);
int X[20],n,k,p;

void citire()
{ cin>>n>>p; 
}



a) Dacã valorile citite de la tastaturã sunt n = 4 ºi p = 3, stabiliþi ce se afiºeazã dupã execuþia
programului. 

b) Formulaþi un enunþ pentru o problemã al cãrei algoritm de rezolvare se implementeazã cu
ajutorul programului dat.

c) Construiþi varianta recursivã a programului. 
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(X[k]<n) then
begin
dec(X[k]);    mult_val:=true;

end;
end;
procedure afisare;
begin
for i:=1 to p do
write(g,X[i],’ ‘);

writeln(g);
end;

procedure generare;
var sol:integer; sem:boolean;
begin
k:=1; sol:=0;   X[k]:=n+1;
while(k>0) do
begin

sem:=mult_val;
if(sem=true)then
if(k=p) then

begin
inc(sol); afisare;

end
else
begin
inc(k); X[k]:=X[k-1];

end
else
dec(k);

end;
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;
begin
citire;    generare;  close(g);

end.

int mult_val()
{if(X[k]>1)

{ X[k]—;     
return 1;   

}
else  return 0;
}

void afisare()
{ int i;

for(i=1;i<=p;i++)
g<<X[i]<<’ ‘;

g<<endl;
}

void generare()
{ k=1;

int sol=0,sem;
X[k]=n+1;
while(k)
{ sem=mult_val();

if(sem)
if(k==p)

{ sol++;
afisare();

}
else
{k++; X[k]=X[k-1];
}

else
k--;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}

void main()
{ citire();  generare();  g.close(); }



3. Se citeºte un numãr natural nenul t (0<t<5). Se genereazã numere naturale cu t cifre distincte.
Alegeþi varianta corectã de rãspuns pentru urmãtoarele întrebãri:

a) Care este valoarea minimã care poate fi depusã pe primul nivel al tabloului soluþie? Justificaþi.
1) -1 sau 0;              2) 9;                   3) 0;             4) 0 sau 1.     

b) Care este valoarea maximã care poate fi depusã pe nivelul curent al tabloului soluþie?
Justificaþi.

1)  4;                       2)  9;                  3) 10;           4)  5.
c) Dacã t = 4, precizaþi care dintre urmãtoarele numere poate fi soluþie a problemei:

1)  5678;                  2)  1019;            3) 1239;       4)  1234.   
d) Dacã t = 4 ºi s-a generat soluþia  2798 (numãr natural cu 4 cifre distincte), care este urmã-

torul numãr generat?

e) Se genereazã toate numerele naturale cu 4 cifre distincte pare. Precizaþi care dintre urmã-
toarele numere nu poate fi soluþie a problemei:

1)  5678;                  2)  2046;            3) 2034;       4)  4240.  
f) La baza generãrii numerelor naturale cu t cifre distincte stã algoritmul de generare a:

1) permutãrilor primelor t numere naturale;
2) aranjamentelor mulþimii {1, 2, …,10} în submulþimi de câte t elemente;
3) combinãrilor mulþimii {0, 1, 2, …,9} în submulþimi de câte t elemente;
4) aranjamentelor mulþimii {0, 1, 2, …,9} în submulþimi de câte t elemente.

APLICAÞII DE LABORATOR
1. Sã se scrie programele pentru aplicaþiile rezolvate ºi, dupã execuþia lor, sã se completeze

numãrul de soluþii gãsite :
a) permutãri: pentru n = 4 numãrul de soluþii gãsite = 
b) aranjamente: pentru n = 4 ºi p = 3 numãrul de soluþii gãsite = 
c) combinãri: pentru n = 4 ºi p = 3 numãrul de soluþii gãsite = 
Modificaþi programul de generare iterativã a permutãrilor mulþimii primelor n numere na-

turale, astfel încât iniþializarea nivelului curent al tabloului soluþie sã porneascã de la valoarea 
maximã admisibilã din mulþimea de valori (folosiþi ca model programul de la tema 2).

2. Scrieþi varianta recursivã a programului de generare a tuturor  aranjamentelor cu p elemente
din  elemente mulþimii M={1,2,3,…,n}. Se citesc de la tastaturã douã numere naturale nenule
n ºi p (p ≤ n). Soluþiile generate se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul  aranj.out, iar pe ulti-
ma linie a fiºierului se va afiºa numãrul de soluþii gãsite.

3. Scrieþi varianta recursivã a programului de generare a tuturor  combinãrilor cu p elemente din
elemente mulþimii M={1,2,3,…,n}. Se citesc de la tastaturã douã numere naturale nenule 
n ºi p (p ≤ n). Soluþiile generate se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul combin.out, iar pe
ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de soluþii gãsite.

197



198

4. Se citeºte de la tastaturã un numãr natural t (0 < t < 6). 
a) Sã se scrie un program (iterativ sau recursiv) pentru generarea tuturor numerelor naturale

cu t cifre distincte. Soluþiile se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul numere1.out, iar pe ultima
linie se va afiºa numãrul de soluþii.

Exemplu: Pentru t =3  se obþin astfel de numere: 123, 124, 125,…
b) Modificaþi programul scris la punctul  a) astfel încât sã se genereze doar numerele natu-

rale cu t cifre distincte pare. Soluþiile se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul numere2.out, iar
pe ultima linie se va afiºa numãrul de soluþii.

Exemplu: Pentru t =3  se obþin astfel de numere: 204, 206, 208,…
c) Modificaþi programul scris la punctul  b) astfel încât sã se genereze doar numerele natu-

rale cu t cifre distincte pare, dispuse în ordine crescãtoare. Soluþiile se vor afiºa pe linii distincte
în fiºierul numere3.out, iar pe ultima linie se va afiºa numãrul de soluþii.

Exemplu: Pentru t = 4  se obþin astfel de numere: 246, 248, 468,…
d) Modificaþi programul scris la punctul  a) astfel încât sã se genereze doar numerele natu-

rale cu t cifre distincte care au cifra cea mai semnificativã 8. Soluþiile se vor afiºa pe linii dis-
tincte în fiºierul numere4.out, iar pe ultima linie se va afiºa numãrul de soluþii.

Exemplu: Pentru t = 3  se obþin astfel de numere: 801, 802, 803,…

PROBLEME PROPUSE
1. Se citeºte de la tastaturã un cuvânt cu cel mult 20 de caractere.

Sã se genereze toate cuvintele obþinute prin permutarea
literelor cuvântului dat. Cuvintele generate vor fi afiºate în
fiºierul cuvinte.out, pe linii distincte, iar pe ultima linie se va
afiºa numãrul de cuvinte generate.
Exemplu: Se citeºte cuvântul cor.      
În fiºierul cuvinte.out vor fi afiºate urmãtoarele cuvinte: 

2. Se citeºte de la tastaturã un numãr natural nenul k (2<k<9). Sã
se genereze toate numerele naturale formate din k cifre dis-
tincte astfel încât diferenþa în valoare absolutã între oricare
douã cifre consecutive sã fie 2. Numerele generate vor fi afiºate
pe linii distincte în fiºierul dif_doi.out, iar pe ultima linie se va
afiºa numãrul de soluþii.
Exemplu: k = 3

3. Fie ºirul a cu n (n>=3) numere reale. Sã se genereze cu elementele ºirului a toate 
‘permutãrile vale’. 
Datele de intrare se citesc din fiºierul vale.in astfel: de pe prima linie se citeºte dimensiunea

ºirului n, iar de pe urmãtoarea linie n numere reale separate prin câte un spaþiu.

cuvinte.out
cor
cro 
ocr 
orc
rco 
roc
S-au generat 6 cuvinte 

dif_doi.out
135   246   357
420   468   531  
579   642   753
864   975  
S-au generat 11 numere



‘Permutãrile vale’ generate se vor afiºa pe
linii distincte în fiºierul vale.out, pe linii distincte,
iar pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul
de soluþii determinat.       

Exemplu:   

4. Fie ºirul a cu n (n>=3) numere reale. Sã se
genereze cu elementele ºirului a toate ‘per-
mutãrile munte’ . 
Datele de intrare se citesc din fiºierul

munte.in astfel: de pe prima linie se citeºte
dimensiunea ºirului n, iar de pe urmãtoarea linie
n numere reale separate prin câte un spaþiu.

Permutãrile munte generate se vor afiºa în
fiºierul munte.out, pe linii distincte, iar pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de
soluþii determinat.                        

Exemplu:   

5. Sã se genereze toate tablourile pãtratice de
ordin n, care au proprietatea cã  pe fiecare
linie cât ºi pe fiecare coloanã se aflã un ca-
racter citit c. Ordinul n (n numãr natural
nenul) al tabloului ºi caracterul c se citesc de
la tastaturã, iar toate tablourile generate se
vor afiºa în fiºierul matrice.out, separate
printr-o linie goalã. Pe ultima linie din fiºier
se va afiºa numãrul de tablouri generate.
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munte.in
6
4 12 13 7 5 2

munte.out
2 4 13 12 7 5
13 7 2 4 5 12
13 5 2 4 7 12
……….

Exemplu : n = 3 c=’m’  Matrice.out  

S1: m 0 0 
0  m 0 
0  0 m 

S2: m 0 0 
0   0 m 

0  m 0 

S3: 0 m 0 
m 0 0   
0  0 m 

S4: 0 m 0 
0 0 m 
m 0 0  

S5: 0 0 m 
m 0 0   
0 m 0  

S6: 0 0 m 
0 m 0 

m 0 0 

S-au generat 6 soluþii

O permutaremunte se defineºte astfel: 
     a[i] < a[i+1] , pentru i=1, 2,…, k-1 
     a[i] > a[i+1] , pentru i= k, k+1, …,n        

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
impar esten  daca , 1 

2
n

par esten  daca , 
2
n

 k  unde  

vale.in
6
4 12 13 7 5 2

vale.out
13 12 2 4 5 7
13 7 2 4 5 12
13 5 2 4 7 12
……….

O permutare vale are urmãtoarea definiþie: 
     a[i] > a[i+1] , pentru i=1, 2,…, k-1 
     a[i] < a[i+1] , pentru i= k, k+1, …,n       

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
impar esten  daca , 1 

2
n

par esten  daca , 
2
n

 k  unde  

O permutare vale are urmãtoarea definiþie:

O permutare munte se defineºte astfel:

dacã n este par

dacã n este par

dacã n este impar

dacã n este impar



Indicaþie:  În tabloul soluþie X se vor genera permutãrile mulþimii {1, 2, …, n}, nivelul X[k]
va pãstra indicele coloanei pe care se va afla caracterul c, iar nivelul k reprezintã linia pe care
se va pune caracterul (caracterul c se aflã pe poziþia (i, j) = (k, X[k]) în tabloul generat).

6. Sã se genereze toate numerele cu n cifre distincte (n∈N*,  n<=10) cu proprietatea cã au suma
cifrelor egalã cu 3n+1. Numãrul n se citeºte de la tastaturã, iar numerele generate sunt afiºate
pe linii distincte în fiºierul numere.out. Pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de
soluþii.
Exemplu: n=2 , în fiºierul numere.out se genereazã 7 numere, ºi anume: 

16, 25, 34, 43, 52, 61, 70. 

7. Sã se genereze toate numerele cu n cifre distincte (n∈N*,  n<=10) cu proprietatea cã au suma
cifrelor egalã cu S. Numerele n ºi S se citesc din fiºierul date.in, iar numerele generate sunt
afiºate pe linii distincte în fiºierul date.out. Pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de
soluþii.
Exemplu: n=4 , S=30 în fiºierul date.out se genereazã 24 numere, ºi anume: 

6789, 6798, 6879, …, 9876.  
Care este valoarea maximã a sumei S pentru generarea numerelor cu 6 cifre distincte?
Care este formula pentru determinarea valorii maxime admisibile pentru S, atunci când se
genereazã numere cu n cifre distincte (cazul general)?

8. Fie un ºir z cu p (p∈N*) numere întregi. Sã se genereze toate posibilitãþile de rearanjare a ele-
mentelor ºirului dat astfel încât:
a) sã nu existe douã elemente consecutive  negative;
b) sã nu existe douã elemente consecutive  pozitive.
Datele de intrare se citesc din fiºierul sir.in astfel: de pe prima linie se citeºte dimensiunea p
a ºirului, iar de pe urmãtoarea linie se citesc p numere întregi separate prin câte un spaþiu.
ªirurile generate la punctul a se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul sir.out, iar pe ultima linie
se va afiºa numãrul de ºiruri determinate. ªirurile generate la punctul b se vor afiºa pe linii dis-
tincte la sfârºitul fiºierului sir.out, iar pe ultima linie se va afiºa numãrul de ºiruri determinate. 

9. S-a construit un nou centru de locuinþe format din t (t∈N*, t>20) clãdiri sub forma unor
piramide patrulatere regulate. Arhitectul ºi designer-ul aleg s (s∈N* , s>= 4) culori de vopsea
specialã pentru exteriorul clãdirilor. Apoi îºi propun sã vopseascã fiecare faþã lateralã a unui
bloc utilizând culori diferite din cele s disponibile, dar faþada principalã (notatã cu 2 – faþa
ABB1A1) trebuie sã aibã aceeaºi culoare c (inclusã în cele s culori alese).  Sã se genereze

toate posibilitãþile de colorare a unei clãdiri cu cele s culori. 

Datele de intrare se citesc din fiºierul culori.in astfel: de pe prima linie se citesc douã numere
naturale nenule t ºi s ºi un ºir de caractere c separate prin câte un spaþiu, iar de pe urmãtoarea
linie se citesc s ºiruri de caractere de lungime maximã 12 care reprezintã culorile alese de
arhitect.
În fiºierul culori.out se vor afiºa toate soluþiile generate pe linii distincte, iar pe ultima linie
numãrul de soluþii generate.
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Exemplu:

10. Sã se genereze toate funcþiile injective f: A B,
unde A={1, 2, …, m}  ºi B = {1, 2, …, n} sunt
douã mulþimi de numere (m ≤ n).
Datele de intrare se citesc astfel: din fiºierul

inject.in se citesc douã numere naturale nenule m ºi n
separate prin câte un spaþiu (care reprezintã cardinalele
celor douã mulþimi A ºi B). 

În fiºierul inject.out se vor scrie toate funcþiile
injective, iar pe ultima linie numãrul de funcþii injec-
tive determinat.  Afiºarea se va face ca în exemplul din
figura 58.

11. Sã se genereze toate funcþiile bijective f: A B,
unde A={1, 2, …, m}  ºi B = {1, 2, …, m} sunt
douã mulþimi de numere.
Din fiºierul biject.in se citeºte numãrul natural

nenul m (care reprezintã numãrul de elemente al celor
douã mulþimi A ºi B). 
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culori.in culori.out

5  portocaliu
galben portocaliu albastru alb verde

Faþa 1 Faþa2 Faþa 3 Faþa 4

Galben Portocaliu Albastru Alb
Galben Portocaliu Albastru Verde
Galben Portocaliu Alb Albastru
…………………………………………

inject.in inject.out

2 3 f(1) = 1 f(2) = 2
f(1) = 1 f(2) = 3
f(1) = 2 f(2) = 1
f(1) = 2 f(2) = 3
f(1) = 3 f(2) = 1
f(1) = 3 f(2) = 2
s-au generat 6 soluþii

biject.in biject.out

3 f(1) = 1 f(2) = 2 f(3) = 3
f(1) = 1 f(2) = 3 f(3) = 2
f(1) = 2 f(2) = 1 f(3) = 3
f(1) = 2 f(2) = 3 f(3) = 1
f(1) = 3 f(2) = 1 f(3) = 2
f(1) = 3 f(2) = 2 f(3) = 1
s-au generat 6 soluþii

A1

D1 C1

B1

C

A

1

2 3

4

Figura 57

Figura 58

Figura 59
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În fiºierul biject.out se vor scrie toate funcþiile bijective, iar pe ultima linie numãrul de funcþii
bijective determinat.  Afiºarea se va face ca în exemplul din figura 59.

12. Identificaþi varianta corectã de rãspuns la urmãtoarele întrebãri:
i)  Care este relaþia matematicã care determinã numãrul de funcþii injective f: A B, unde

A={1, 2, …, m}  ºi B = {1, 2, …, n}:
a)  nm ;       b) mn; c)  nu existã;        d) m×n;         e) m! + n!.  

ii) Care este relaþia matematicã care determinã numãrul de funcþii bijective  f: A B, unde
A={1, 2, …, m}  ºi B = {1, 2, …, m}

a) nu existã;        b)  mm;         c)  m2;           d) m! ;      e) 2m.

4. GENERAREA PRODUSULUI CARTEZIAN

Se considerã n mulþimi M1, M2, …, Mn. Mulþimile au  un

numãr finit de elemente: c1= ⎜ M1⎥ , c2 = ⎜ M2⎥ ,…, cn= ⎜ Mn⎥ . Sã

se genereze mulþimile produsului cartezian M1× M2×…× Mn. 

Datele de intrare se vor citi din fiºierul cartez.in astfel: de pe
prima linie numãrul natural n, iar de pe urmãtoarea linie n valori
naturale separate prin câte un spaþiu, care reprezintã cardinalele
celor n mulþimi.

Soluþiile generate se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul
cartez.out, iar pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de
soluþii gãsite.

Exemplu: 

Rezolvare:
Etapa I: Identificarea elementelor specifice metodei
Tablou X=(x1, x2, …, xn) unde x1∈ M1, x2∈ M2, …, xn∈ Mn.

Mulþimile M1, M2, …, Mn sunt mulþimi finite având c1, c2, …, cn elemente.

Mulþimile au urmãtoarele elemente:  M1 = {1, 2,…, c1 }, M2 = {1, 2,…, c2 }, …, Mn = {1,

2,…, cn }. În aceastã aplicaþie se observã cã mulþimile de valori nu mai coincid.

Tabloul X are n elemente, pentru cã se formeazã submulþimi doar cu n elemente, 
hmax = n, (X[i] ∈ Mi)i=1,n

cartez.out
2
2 3 2

cartez.out
{1, 1, 1} 
{1, 1, 2} 
{1, 2, 1} 
{1, 2, 2} 
{1, 3, 1} 
{1, 3, 2}
{2, 1, 1}
{2, 1, 2} 
………..
{2, 3, 2}

{3, 1, 1}
{3, 1, 2} 
{3, 2, 1}
{3, 2, 2}
{3, 3, 1}
{3, 3, 2}
18



Etapa II: Generarea soluþiilor se va face ca exerciþiu, pentru n=4 ºi M1 = {1, 2}, M2 = {1, 2, 3},

M3 = {1, 2}, M4 = {1, 2}prin completarea urmãtorului tabel, pe baza algoritmului Backtracking:
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2

1

Sol 1 Sol 2 Sol 3 Sol 4 Sol 5 Sol 6 Sol 7 Sol 8 Sol 9 Sol 10 Sol 11 Sol 12 Sol 13

Sol 14 Sol 15 Sol 16 Sol 17 Sol 18 Sol 19 Sol 20 Sol 21 Sol 22 Sol 23 Sol 24 Sol 25 Sol 26

Etapa III: Implemetarea algoritmului Backtracking iterativ:

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X,card:array[1..20] of integer;
i,n,m,k:integer;

f,g:text;
function mult_val:boolean;
begin
mult_val:=false;
if(X[k]<card[k]) then

begin 
inc(X[k]) ;   mult_val:=true;      end

end;
procedure afisare;
begin

for i:=1 to n do
write(g,X[i],’ ‘);  writeln

end;

#include<fstream.h>
ifstream f(“cartez.in”);
ofstream g(“cartez.out”);
int X[20], card[20],i,n,k;
int mult_val()
{if (X[k]<card[k] )

{ X[k]++  ;   return 1 ;  }
return 0;

}
void afisare()
{ for(i=1;i<=p;i++)

g<<X[i]<<” “;
g<<endl;

}



# TEME
1. Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii legate de generarea produsului cartezian

a n mulþimi:
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Nr. 
crt. Afirmaþii

Rãspuns

A F

1
Produsul cartezian este un tablou în care fiecare element se obþine ca produs al ele-
mentelor din cele n mulþimi.

2 Produsul cartezian este o mulþime de mulþimi ce conþin elemente din cele n mulþimi
date.

3
Produsul cartezian este o mulþime de mulþimi ce conþin câte un element din fiecare
dintre cele n mulþimi date.

procedure generare;
var sol:integer;  sem:boolean;
begin
k:=1; sol:=0; X[k]:=0;
while(k>0) do
begin
sem:=mult_val;
if(sem=true) then

if(k=n) then  begin
inc(sol); afisare;

end
else begin

inc(k); X[k]:=0; end
else  dec(k);

end;
writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;
begin

assign(f,’cartez.in’);reset(f);
assign(g,’cartez.out’);rewrite(g);

read(f,n);
for i:=1 to n do  read(f,card[i]);

generare; close(g);  close(f);
end.

void generare()
{  int sol=0,sem;

k=1; X[k]=0;
while(k)
{ sem=mult_val();

if(sem)
if(k==n)

{ sol++; afisare(); }
else
{k++; X[k]=0;  }

else
k- -;

}
g<<” s-au generat “<<sol<<” solutii “;

}
void main()
{ f>>n; 

for(i=1;i<=n;i++) 
f>>card[i];

generare();   
f.close(); 

g.close();
}



2. Se considerã trei mulþimi A, B ºi C având cardinalele a, b respectiv c. 
i) Numãrul de mulþimi generate prin produsul cartezian al celor trei mulþimi este:

a)  a+b+c;       b) a*b*c;      c) nedeterminat;    d) 3 * (a+b+c). 
ii) Elementul X[2] al tabloului soluþie:

a) poate lua doar valoarea b; 
b) poate sã ia valori care sunt cuprinse în intervalul [1,b];
c) poate sã ia valori care sunt cuprinse în intervalul (1,b);
d) poate sã ia valori care sunt cuprinse în intervalul [1,c].

APLICAÞII DE LABORATOR

1. Sã se genereze toate funcþiile  f: A B, unde 
A={1, 2, …, n}  ºi B = {1, 2, …, m} sunt douã
mulþimi de numere. Programul se va salva cu
numele nr_fct.pas sau nr_fct.c sau nr_fct.cpp. 

Datele de intrare se citesc astfel: din fiºierul nr_fct.in se citesc douã numere naturale nenule
n ºi m separate prin câte un spaþiu (care reprezintã cardinalele celor douã mulþimi A ºi B). 

În fiºierul nr_fct.out se vor scrie toate funcþiile, iar pe ultima linie numãrul de funcþii deter-
minate.  Afiºarea se va face ca în exemplul din figura alãturatã .

Care este formula matematicã care determinã numãrul de funcþii :
a)  nm;               b) n*m;                c)   mn; d) nu existã.
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nr_fct.in nr_fct1.out

3 2 f(1) = 1  f(2) = 1  f(3) = 1  

f(1) = 1  f(2) = 1  f(3) = 2  

f(1) = 1  f(2) = 2  f(3) = 3  

f(1) = 1  f(2) = 2  f(3) = 1  

.........................................

4 Fiecare element dintr-o soluþie care se genereazã depinde de elementele anterioare.

5
Fiecare element dintr-o soluþie care se genereazã depinde de elementele urmãtoare.

6 Un element al soluþiei care se genereazã nu depinde de restul elementelor.

7 O soluþie generatã are numãrul de elemente egal cu maximul cardinalelor celor n
mulþimi date.

8 O soluþie generatã are numãrul de elemente egal cu numãrul  n de mulþimi date.

9 O soluþie generatã are numãrul de elemente egal cu produsul cardinalelor celor n
mulþimi date.



2. Sã se genereze toate funcþiile surjective 
f: A B, unde A={1, 2, …, n}  ºi 
B = {1, 2, …, m} sunt douã mulþimi de
numere. Programul se va salva cu numele
surject1.pas sau surject1.c sau
surject1.cpp. 

Datele de intrare se citesc astfel: din fiºierul surject1.in se citesc douã numere naturale nenule
n ºi m separate prin câte un spaþiu (care reprezintã cardinalele celor douã mulþimi A ºi B). 

În fiºierul surject1.out se vor scrie toate funcþiile surjective, iar pe ultima linie numãrul de
funcþii surjective determinate.  Afiºarea se va face ca în exemplul din figura de mai sus.

Indicaþie: Se poate modifica programul construit la prima problemã dupã salvarea lui cu
numele de surject1.pas sau surject1.c sau surject1.cpp. 

3. Sã se genereze toate funcþiile surjective f: A B, unde A={a1, a2, …, an}  ºi 

B = {b1, b2, …, bm} sunt douã mulþimi de numere reale. O funcþie generatã trebuie sã

îndeplineascã condiþia:

unde v este o valoare realã cunoscutã. 
Datele de intrare se citesc din fiºierul 

surject2.in astfel: de pe prima linie se citesc
douã numere naturale nenule n ºi m separate
prin câte un spaþiu (care reprezintã cardinalele
celor douã mulþimi), de pe a doua linie se
citesc n numere reale separate prin câte un spaþiu (care reprezintã elementele mulþimii A), de pe
linia a treia se citesc m numere reale separate prin câte un spaþiu (care reprezintã elementele
mulþimii B), iar de pe ultima linie numãrul real v. 

În fiºierul surject2.out se vor scrie toate funcþiile surjective, iar pe ultima linie numãrul de
funcþii surjective determinate.  

Afiºarea se va face ca în exemplul din figura de mai sus.
Indicaþie: Se poate modifica programul construit la problema 2 dupã salvarea lui cu numele

de surject2.pas sau surject2.c sau surject2.cpp. 
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surject2.in surject2.out
3 2
-2 3 7
-3 1
-3

f(-2) = -3  f(3) = -3  f(7) = 1  
f(-2) = -3  f(3) = 1   f(7) = -3  
f(-2) = 1   f(3) = -3  f(7) = -3  
s-au generat 3 soluþii

surject1.in surject1.out

3 2 f(1) = 1  f(2) = 1  f(3) = 2  
f(1) = 1  f(2) = 2  f(3) = 1  
f(1) = 1  f(2) = 2  f(3) = 2  
f(1) = 2  f(2) = 1  f(3) = 1  
f(1) = 2  f(2) = 1  f(3) = 2  
f(1) = 2  f(2) = 2  f(3) = 1  
s-au generat 6 soluþii

Σf(ai)≤v,
v

i=1



PROBLEME PROPUSE
1. Sã se genereze toate cuvintele de lungime n (n<=10) ale alfabetului Morse (formate doar din

caracterele ‘-‘ ºi ‘.’) care nu încep ºi nu se terminã cu caracterul ‘.’

2. Sã se genereze toate subºirurile de c (c ≤ 6) cuvinte dintr-un ºir x format din p cuvinte de
lungime maximã 20 (c∈N*, p∈N* , 0<c<p<10). 
Datele de intrare se citesc din fiºierul cuvinte.in astfel: de pe prima linie douã numere natu-

rale p ºi c separate prin câte un spaþiu, iar de pe urmãtoarea linie se citesc p cuvinte de lungime
maximã 20, separate prin câte un spaþiu. Subºirurile generate vor fi afiºate pe linii distincte în
fiºierul cuvinte.out.

3. Sã se determine toate soluþiile ecuaþiei 4x+ 2y = 41 , unde (x, y) ∈N2

4. Sã se determine toate soluþiile ecuaþiei 3 x+ 2 y +5 z =100, unde (x, y, z) ∈N3,

5. GENERAREA PARTIÞIILOR UNEI MULÞIMI
(GENERAREA SUBMULÞIMILOR UNEI MULÞIMI )

Se citeºte de la tastaturã un numãr n natural nenul. Sã se
genereze toate partiþiile (submulþimile ) mulþimii {1, 2, 3, 4, …,
n}. Partiþiile (submulþimile) vor fi afiºate pe linii distincte în
fiºierul submult.out, iar pe ultima linie se va afiºa numãrul de
partiþii (submulþimi) generate.

Exemplu: Pentru n= 3 submulþimile generate sunt reprezen-
tate în caseta alãturatã.

Rezolvare:
Definiþie: Se numeºte partiþie a mulþimii P = {1, 2, 3,…,n}

o familie P1, P2,…,Pm de submulþimi ale sale care  îndeplinesc urmãtoarele condiþii:

Pi ≠ ∅ pentru ∀ i∈ {1, 2, …, m};

Pi ∩ Pj = ∅ pentru ∀ i, j ∈ {1, 2, …, m}, i ≠ j  (submulþimile sunt disjuncte între ele sau

nu au elemente comune);   
P1 ∪ P2 ∪…∪ Pm = P.

Reprezentarea partiþiilor mulþimii P se poate face în tabloul  X=(x1, x2, …, xn), în care ele-

mentul  xk (X[k]) reprezintã indicele clasei din care face parte elementul k. Clasa elementului 1

este submulþimea P1. Clasa elementului 2 este submulþimea P1 dacã elementul 2 face parte tot

din submulþimea P1, altfel clasa elementului 2 este submulþimea P2 . Clasa elementului k este P1,

sau P2,…, sau Pk. 
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submult.out
partiþia 1
{ 1 2 3 } 
partiþia 2
{ 1 2 }  { 3 } 
partiþia 3
{ 1 3 }  { 2 } 
partiþia 4
{ 1 }  { 2 3 } 
partiþia 5
{ 1 }  { 2 }  { 3 } 
S-au generat 5 partiþii



1 2
1 1
1 1
1 1
S 1 S 2 S 3 S 4 S 5 S  6 S 7 S 8 S 9 S 10 S 11 S 12 S 13 S 14 S 15 S 16 S 17 S 18

Partiþia 1 { 1, 2, 3, 4} Partiþia 10 

Partiþia 2 { 1, 2, 3}  {4} Partiþia 11

Partiþia 3 Partiþia 12

Partiþia 4 Partiþia 13

Partiþia 5 Partiþia 14

Pentru exemplul dat mai sus soluþia 3 afiºatã : { 1, 3 }  { 2 } corespunde  urmãtoarelor 
valori din tabloul soluþie X : X[1] = 1, X[2]=2, X[3]=2. Elementele 1 ºi 3 din mulþimea 
P={1, 2, 3} fac parte din submulþimea 1, iar elementul  2 face parte din submulþimea 2 a partiþiei
curente.

Etapa I: Identificarea elementelor specifice metodei
Tabloul X=(x1, x2, …, xn) unde x1∈ P1, x2∈ P2, …, xn∈ Pm.

Mulþimile P1, P2, …, Pm (denumite ºi clase) sunt mulþimi finite având cel mult m elemente.

Mulþimile de valori nu coincid.
Tabloul X are n elemente, pentru cã se construiesc partiþiile cu cele n elemente ale mulþimii

P, deci hmax = n, (X[i] ∈ Pj)i=1,n ; j=1,m

Condiþii interne: Dacã toate elementele mulþimii P={1, 2,…, n} fac parte din aceeaºi clasã
(aceeaºi submulþime a partiþiei curente) atunci toate elementele tabloului X au aceeaºi valoare.
Clasele (submulþimile) partiþiei curente se numeroteazã cu valori consecutive (crescãtoare), fãrã
‘salturi’. Deci pentru oricare i ∈ {1, 2,…, n} existã un element j al acestei mulþimi astfel încât  
⎥ X[i] – X[j] ⎜≤ 1. De exemplu: dacã n=10 ºi P1={1, 5, 9} P2={2, 3, 7, 8, 10}, P3 = {4, 6}atunci
tabloul soluþie X are urmãtoarele valori : X= {1, 2, 2, 3, 1, 3, 2, 2, 1, 2}.  

Fie max valoarea maximã a elementelor (x1, x2,…, xk-1). Elementul xk poate lua valori din

mulþimea de valori {1, 2, …, max} (elementul k poate sã aparþinã uneia dintre submulþimile
(clasele) elementelor 1, 2, …, k-1) sau max +1 (elementul k genereazã o nouã clasã (sub-
mulþime) a partiþiei curente). Indicele fiecãrei clase xk nu trebuie sã depãºeascã valoarea

indicelui k al elementului.
Afiºarea unei partiþii se face prin identificarea, pe rând, a tuturor elementelor unei submulþimi,

acestea fiind caracterizate prin aceeaºi valoare în componentele  corespunzãtoare din tabloul
soluþie X.

Etapa II: Generarea soluþiilor se va face ca exerciþiu, pentru n=4 ºi P = {1, 2, 3, 4} prin com-

pletarea urmãtorului tabel, pe baza algoritmului Backtracking:
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Etapa III: Implemetarea algoritmului Backtracking iterativ
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Partiþia 6 Partiþia 15

Partiþia 7 Partiþia 16

Partiþia 8 Partiþia 17

Partiþia  9 Partiþia 18

S-au generat …… partiþii

LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

var X :array[1..20]of integer;   i,n,k:integer;
g:text;
function mult_val:boolean;
var max:integer;
begin
if(k=1) then max:=1

else
begin

max:=X[1];
for i:=1 to k-1 do
if max<X[i] then max:=X[i]

end;
if(X[k]<max+1)and (X[k]<k) then

begin
inc(X[k]);   mult_val:=true;

end
else mult_val:=false;

end;
procedure afisare;
var max,j:integer;
begin
max:=X[1];
for i:=2 to n do
if max<X[i] then max:=X[i];

for i:=1 to max do
begin
write(g,’ { ‘);
for j:=1 to n do
if X[j]=i then

write(g,j,’ ‘);
write(g,’}’);

end;

#include<fstream.h>
ofstream g(“submult.out”);
int X[20],n,k;
int mult_val()
{int max,i;
if(k==1) max=1;
else
{ max=X[1];

for(i=2;i<k;i++)
if(max<X[i])

max=X[i];
}

if((X[k]<max+1) &&(X[k]<k))
{ X[k]++;

return 1;
}

else
return 0;

}
void afisare()
{ int max,i,j;

max=X[1];
for(i=2;i<=n;i++)
if(max<X[i]) max=X[i];

for(i=1;i<=max;i++)
{ g<<” { “;

for(int j=1;j<=n;j++)
if(X[j]==i)
g<<j<<’ ‘;

g<<”} “;
}
g<<endl;



# TEME
1. Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii, legate de generarea partiþiilor unei 

mulþimi P = {1, 2, 3, ..., n}.
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LIMBAJUL PASCAL LIMBAJUL C++

writeln(g)

end;

procedure generare;

var sol:integer; sem,ev:boolean;

begin

k:=1; sol:=0;

x[k]:=0;

while(k>0) do

begin

sem:=mult_val;

if(sem=true)then

if(k=n) then

begin

inc(sol);writeln(g,’ partitia ‘,sol);

afisare;

end

else

begin

inc(k); X[k]:=0;

end

else

dec(k);

end;

writeln(g,’ s-au generat ‘,sol,’ solutii ‘);

end;

begin

assign(g,’submult.out’);rewrite(g); read(n); 

generare;  close(g);

end.

}

void generare()

{ k=1;

int sol=0,sem;

X[k]=0;

while(k)

{ sem=mult_val();

if(sem)

if(k==n)

{ sol++; g<<” partitia “<<sol<<endl;

afisare();

}

else

{k++; X[k]=0;        }

else

k - -;

}

g<<” s-au generat “<<sol<<” partitii “;

}

void main()

{ cin>>n;

generare();

g.close();

}
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Nr. 
crt.

Afirmaþii
Rãspuns
A F

1

Se numeºte partiþie a mulþimii P = {1, 2, 3, ..., n} o familie P1, P2, Pm, de

submulþimi ale sale care îndeplinesc urmãtoarele condiþii:
Pi = ∅ pentru ∀ i ∈{1, 2, ..., m};
Pi ∩ Pj pentru ∀ i, j ∈{1, 2, ..., m} i ≠ j;
(P1 ∪ P2 ∪ ... ∪ Pm = P

2
Dacã toate elementele mulþimii P = {1, 2, ..., n} fac parte din aceeaºi clasã
(aceeaºi submulþime a partiþiei curente) atunci toate elementele tabloului X 
au aceeaºi valoare.

3

Elementul xk poate lua valori din mulþimea de valori {1, 2, ..., max}

(elementul k poate sã aparþinã uneia dintre submulþimile (clasele) elementelor
1, 2, ..., k-1) sau max + 1 (elementul k genereazã o nouã clasã (submulþime) 
a partiþiei curente).

4
Indicele fiecãrei clase xk poate sã depãºeascã valoarea indicelui k al elemen-

tului.

5
Clasele (submulþimile) partiþiei curente se numeroteazã cu valori consecutive
(crescãtoare), fãrã  ’salturi’. Pentru oricare i ∈{1, 2, ..., n} existã un element 
j al acestei mulþimi astfel încât ⎥ X[i] – X[j] ⎜≥ 1.

6
Reprezentarea partiþiilor mulþimii P se poate face în tabloul X = (x1, x2, ...,

xn), în care elementul xk(X[k]) reprezintã indicele clasei din care face parte

elementul k.

7 Mulþimile de valori coincid.

8
Mulþimile P1, P2, Pm, (denumite ºi clase) sunt mulþimi finite având cel mult 

n elemente.

9 Tabloul soluþie X are n elemente (hmax = n, (X[i]∈Pj)i=1,n; j=1,m).



2. Se citeºte un numãr n natural de la tastaturã (intrarea standard). 
a) Sã se determine descompunerile numãrului n ca sumã de numere naturale. Toate descom-

punerile ºi numãrul acestora se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul descomp.out.

b) Sã se determine descompunerile distincte ale numãrului n ca sumã de numere naturale.
Toate descompunerile ºi numãrul acestora se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul
descomp1.out.

c) Sã se determine descompunerile numãrului n ca sumã de numere naturale distincte. Toate
descompunerile ºi numãrul acestora se vor afiºa pe linii distincte în fiºierul   descomp2.out.

Exemplu: n = 4

d) Sã se determine descompunerile numãrului n ca sumã de k numere naturale. Numãrul k
este citit tot de la tastaturã. Toate descompunerile ºi numãrul acestora se vor afiºa pe linii 
distincte în fiºierul   descomp3.out.

212

descomp.out
4 = 1 + 1 + 1 + 1
4 = 1 + 1 + 2
4 = 1 + 2 + 1
4 = 1 + 3
4 = 2 + 1 + 1
4 = 2 + 2
4 = 3 + 1
4 = 4
S-au generat 8 descompuneri 

Descomp1.out
4 = 1 + 1 + 1 + 1
4 = 1 + 1 + 2
4 = 1 + 3
4 = 2 + 2
4 = 4
S-au generat 5 descompuneri 

Descomp2.out
4 = 1 + 3
4 = 3 + 1
4 = 4
S-au generat 4 descompuneri 

Exemplu: n = 4

Exemplu: n = 4



Exemplu: n = 9 ºi k=3

e) Sã se determine descompunerile distincte ale numãrului n ca sumã de k numere naturale
distincte. Numãrul k este citit tot de la tastaturã. Toate descompunerile ºi numãrul acestora se vor
afiºa pe linii distincte în fiºierul   descomp4.out.

f) În tabelul de mai jos sã se completeze numãrul de soluþii obþinut dupã execuþia pro-
gramelor scrise la punctele a), b), c), d) ºi e) pentru datele de intrare indicate.   
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Descomp3.out
9 = 1 + 2 + 6                        9= 2 + 4 + 3
9 = 1 + 3 + 5                        ………………
9 = 2 + 1 + 6
9 = 2 + 3 + 4
S-au generat …… soluþii

Programul a) Programul b) Programul c) Programul d)

N= 8 N=12 N= 16 ºi k = 4 N=24 si k = 3

Nr. Soluþii = Nr. Soluþii = Nr. Soluþii = Nr. Soluþii = 

PROBLEME PROPUSE
1. Se citeºte de la tastaturã un numãr natural nenul n. Sã se genereze toate descompunerile

numãrului n ca sumã de numere prime distincte. În fiºierul s_prim.out se vor afiºa pe linii
distincte toate descompunerile generate.
Exemplu: pentru n=30 o parte dintre soluþiile generate sunt: (17,13),  (7,23), (2, 5, 11, 13) etc.

2. Fie n un numãr natural nenul. Sã se genereze toate descompunerile numãrului n ca sumã doar
de douã numere naturale nenule a ºi b (a,b<n). Datele de intrare: n, a ºi b se citesc din fiºierul
date.in. de  În fiºierul date.out se vor afiºa pe linii distincte toate descompunerile generate.
Exemplu: n = 38,  a= 3, b=7 atunci soluþiile generate sunt: (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 7, 7), (3, 7,
7, 7, 7, 7). 

3. De la tastaturã se citeºte un numãr natural nenul n. Sã se determine toate posibilitãþile de
reprezentare a numãrului ca sumã de numere naturale, cu proprietatea cã suma numerelor
(din descompunerea curentã) inversate este subunitarã. Toate descompunerile determinate se
vor afiºa pe monitor, pe linii distincte.
Exemplu: n=10 soluþiile generate sunt: (2, 8), (3, 3, 4), (3, 7),…, (4, 6), (5, 5), (10).

4. Se citeºte de la tastaturã un numãr natural nenul m. Sã se genereze toate descompunerile
numãrului m ca sumã de numere naturale distincte al cãror cel mai mare divizor comun este
maxim. Descompunerile generate vor fi afiºate pe linii distincte în fiºierul date.out.
Exemplu: m=68 soluþia : (17,51).
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5. Sã se genereze toate ºirurile strict crescãtoare formate din numerele naturale cu proprietatea
cã primul element din ºir este p, iar ultimul element al ºirului este p+k. Numerele naturale
nenule p ºi k (0<p<20, 0<k<15) se citesc de la tastaturã. ªirurile generate se vor afiºa pe linii
distincte în fiºierul sir.txt, iar pe ultima linie a fiºierului se va afiºa numãrul de ºiruri deter-
minate. Exemplu: pentru n = 7 ºi k = 3 se vor afiºa  ºirurile: (7,8,10), (7,9,10) (7,10),
(7,8,9,10) (ordinea generãrii poate sã nu coincidã cu cea afiºatã).

MINIPROIECT ÎN ECHIPÃ.  COMPANIA EFICIENT
Managerul companiei Eficient doreºte sã afle  rapid vînzãrile realizate de oricare dintre

angajaþi ºi sã organizeze distribuitorii în grupe de câte trei membri, astfel încât vârsta medie
a unui grup sã nu depãºeascã 21 de ani. 

Cerinþe:  

1. Analizaþi noile solicitãri ale managerului ºi stabiliþi prelucrãrile necesare pentru
rezolvarea acestora.

2. Determinaþi efectele adãugãrii acestor prelucrãri la programele existente.

3. Implementaþi unitãþile de program corespunzãtoare noilor prelucrãri.

4. Completaþi  documentaþia  proiectului cu concluziile rezultate din analiza ºi rezolvarea
noilor cerinþe.



1. SCURT ISTORIC 

Primele elemente de teoria grafurilor au apãrut încã din anul 1736, când matematicianul
Leonhard Euler a publicat, la Academia de ªtiinþe din Petersburg, un articol în care propunea,
sub formã de joc matematic, rezolvarea problemei podurilor din Königsberg (astãzi oraºul
Kaliningrad). Aici existau ºapte poduri peste delta râului Pregel, desenate ca în figura 60:

Problema lui Euler:
Se poate face o plimbare, care sã includã în traseul sãu, toate cele ºapte poduri, astfel încât

fiecare pod sã fie traversat o singurã datã, iar punctul de oprire sã coincidã cu punctul de 
plecare?
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Figura 60.



Euler a demonstrat cã acest lucru este imposi-
bil: indiferent de punctul de la care se începe
plimbarea, nu se poate parcurge tot traseul fãrã a
trece de douã ori pe un pod.

În anul 1857, matematicianul William
Hamilton a inventat un joc ce are la bazã noþiuni
de teoria grafurilor. Acest  joc avea o piesã de
lemn în forma unui dodecaedru: poliedru cu 
12 feþe care sunt toate pentagoane regulate, iar în
fiecare din cele 20 de vârfuri se întâlnesc câte 
3 muchii.

Fiecare  vârf al dodecaedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oraº. Jocul consta în
determinarea unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului, care sã treacã prin fiecare din cele
20 de oraºe exact o datã ºi sã se întoarcã în oraºul din care a plecat. Pentru a uºura memorarea
trecerilor efectuate, în fiecare vârf al dodecaedrului era câte un cui cu o floare, astfel încât în
jurul acestor cuie putea sã se întindã un fir care sã indice drumul parcurs în aceastã cãlãtorie
imaginarã.

O problemã mai generalã este aceea a voiajorului comercial: Un voiajor comercial trebuie sã
prezinte în n oraºe produsele firmei pe care o reprezintã, dupã care se întorce în oraºul din care
a plecat. Cunoscându-se costul deplasãrii între oricare douã dintre cele n oraºe, se cere sã se
determine un traseu care sã viziteze o singurã datã cele n oraºe ºi care sã aibã un cost total
minim. 
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Figura 62.

Figura 61.



Elemente din lumea realã ce pot fi modelate prin teoria grafurilor:
— puncte distribuite pe o suprafaþã ºi legãturile dintre ele: insule-poduri, oraºe-drumuri;
— relaþiile interpersonale;
— ordonarea unor activitãþi;
— circuite electrice: la mijlocul secolului trecut, fizicianul Kirchhoff a studiat reþelele 

electrice bazându-se pe elemente de teoria grafurilor ºi a contribuit astfel la dezvoltarea
acesteia;

— harta cãilor ferate este o reprezentare sub formã de graf a legãturilor feroviare dintre 
localitãþi:

Figura 63.

formulele de structurã ale substanþelor chimice sunt gra-
furi pentru care legãturile dintre vârfuri corespund legãturilor
dintre grupãrile sau atomii care compun molecula.

În figura 64 este prezentatã molecula de glucozã.
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Figura 64.
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2. GRAFURI NEORIENTATE

2.1. Noþiuni de bazã

Un graf neorientat se noteazã cu G=(X,U), unde X se numeºte mulþimea nodurilor grafului G,
iar U se numeºte mulþimea muchiilor.

O submulþime {x,y} de vârfuri din X se noteazã cu u=[x,y] (u este muchie iar x ºi y sunt
extremitãþile), u ∈ U.

În cazul general, într-un graf neorientat G = (X,U), se folosesc notaþiile:

card (X) = n numãrul de noduri din graf;

card (U) = m numãrul de muchii din graf.

Multe dintre problemele de interes practic pot fi reprezentate prin grafuri. Structura unui
website poate fi reprezentatã folosind un graf: nodurile sunt paginile website-ului; existã o
muchie care leagã pagina oarecare A de pagina oarecare B, dacã ºi numai dacã pagina A conþine
un link cãtre pagina B. 

Pentru vizualizare ºi înþelegere intuitivã, un
graf poate fi reprezentat cu ajutorul unei figuri
plane, în care fiecãrui nod x∈X i se asociazã un
punct în plan, iar fiecãrei muchii u=[x,y] i se aso-
ciazã o linie ce uneºte punctele corespunzãtoare
nodurilor x ºi y.

Grafurile din figura 65 ºi figura 66 sunt echiva-
lente.

Exemplul 1:
Fie G=(X,U) un graf neorientat cu reprezentarea din

figura 67.

– Nodul 1 este adiacent cu nodul 2 deoarece ele sunt
extremitãþi ale muchiei [1,2].
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Definiþie 
Se numeºte graf neorientat o pereche ordonatã de mulþimi (X,U) cu semnificaþia: X este o

mulþime finitã ºi nevidã de elemente numite noduri, U este o mulþime de perechi neordonate
(submulþimi cu douã elemente  din X), numite muchii.

Definiþie 
Fie u∈U , u=[x,y] . Nodurile x ºi y din X sunt

adiacente în G iar u ºi x sunt incidente (la fel u ºi y).

Figura 65

Figura 66

Figura 67
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– Nodul  2 este adiacent cu nodul 6 deoarece ele sunt extremitãþi ale muchiei [2,6].
– Nodul  3 este incident cu muchia [2,3] deoarece el este extremitate a muchiei.

Observaþie: 
Nu existã diferenþã între muchia [1,2] ºi muchia

[2,1] (nu existã orientare a muchiei).

Exemplul 2:
X = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}
U = { [a,b]; [a,c]; [a,d]; [f,g]; [f,h]; [g,h]; [g,j];

[h,i]; [j,i] }

Exemplul 3 (transpus din fizicã):
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8}
U = { [1,2]; [1,3]; [1,5]; [2,4]; [2,8]; [3,4]; [5,6];

[6,7];[6,8]; [7,8]  }

2.2. Gradul unui nod

Exemplul 1: 
Fie graful neorientat G=(X,U) (figura 71),
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ºi U = { [1,2] ; [1,3] ; [1,4] ; [1,5] ; [3,4] ; [3,5] ; [4,6]}; 

n = 6 (numãrul de noduri),
m = 7 (numãrul de muchii). 
Se determinã gradul fiecãrui nod:
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Definiþie: 
prin gradul unui nod  x, notat d(x), se înþelege numãrul de muchii incidente cu nodul x.

Figura 68.

Figura 69. Figura 70.
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d(1)=4, deoarece muchiile incidente cu nodul 1 sunt în
numãr de 4 

( [1,2], [1,3], [1,4] ºi [1,5]) ;
d(2)=1, deoarece existã o singurã muchie incidentã cu

nodul 2 ([1,2]) ;
d(3)=3, deoarece muchiile incidente cu nodul 3 sunt în

numãr de 3 
( [1,3], [3,4] ºi [3,5]) ;
d(4)=3, deoarece muchiile incidente cu nodul 4 sunt în

numãr de 3 
( [1,4], [3,4] ºi [4,6]) ;
d(5)=2, deoarece muchiile incidente cu nodul 5 sunt în numãr de 2 
( [1,5] ºi [3,5]) ;
d(6)=1, deoarece existã o singura muchie incidentã cu nodul 6([4,6]).

Exemplul 2 (figura 72):
d(a)=d(g)=d(h)=3 ;
d(b)=d(c)=d(d)=1; b,c,d sunt noduri terminale;
d(f) = d(j)=d(i)=2;
d(e) = 0, deci nodul e este nod izolat (nu existã

nicio muchie incidentã cu nodul (e).

#  TEME
1. Fie G = (X,U), un graf neorientat;

X = { 1, 2, 3, 4, 5} ºi
U = { [1,3]; [1,6]; [2,4]; [2,5]; [3,6]; [4,5]}
Cerinþe:
a) Realizaþi reprezentarea graficã a acestui graf.
b) Determinaþi nodurile de grad par.
c) Determinaþi muchiile incidente cu nodul 2 ºi nodul de

grad maxim.

2. Pentru graful din figura 73, determinaþi nodul cu cel mai
mare grad.

3. Pentru graful neorientat din figura 74, determinaþi:
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Figura 71

Figura 72

Definiþie:  
Se numeºte nod izolat un nod cu gradul 0. 
Se numeºte nod terminal un nod cu gradul 1.
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a) Mulþimea muchiilor ºi mulþimea
nodurilor.

b) Nodurile izolate.
c) Nodurile cu grad impar.
d) Nodurile adiacente cu nodul 3.
e) Nodurile impare de grad par.

4. Se cunosc contractele încheiate între
firmele A, B, C, D, E, F:
Firma A a încheiat contracte cu firmele C ºi D.
Firma B a încheiat contracte cu firmele C, E, F.
Firma E a încheiat un contract cu firma F.
Cerinþe:
a) asociaþi datelor din problemã reprezentarea graficã corespunzãtoare;
b) determinaþi mulþimea de noduri ºi mulþimea de muchii pentru graful obþinut;
c) determinaþi firma ce a încheiat cele mai multe contracte ºi firma ce a încheiat cele mai

puþine contracte;
d) determinaþi numãrul de contracte încheiate între firmele A, B, C, D, E, F;
e) precizaþi care este semnificaþia numãrului de contracte încheiate de o firmã.

5. Sã se determine mulþimea U a grafului neorientat G = (X,U), unde,
X = {1, 2, 3} ºi d(1) = 1, d(2) = 2, d(3) = 1.

6. Fie funcþia f: {1, 2, 3, 4, 5} → {2, 3} definitã 

Sã se determine mulþimea U a grafului G= (X,U) obþinut prin asocierea cu funcþia f.
Realizaþi reprezentarea graficã a lui G.

7. Fie G = (X,U) un graf neorientat cu 10 noduri. Toate nodurile sunt izolate. Precizaþi numãrul
de muchii ale grafului.

2.3. Reprezentarea în memorie a grafurilor neorientate

Fie G = (X,U) un graf neorientat, unde X = {1, 2, 3, …, n}, n∈N*, este mulþimea nodurilor,
iar U este mulþimea muchiilor. Reprezentarea în memoria calculatorului a unui graf neorientat se
poate face prin mai multe modalitãþi; alegerea formei de reprezentare a unui graf  depinde de
problema pentru care se solicitã algoritmul de rezolvare.
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2.4. Memorarea grafurilor folosind matricea de adiacenþã

Matricea de adiacenþã ataºatã unui graf este o matrice pãtratã cu n linii ºi n coloane (n este
numãrul de noduri din mulþimea X), cu elementele:

Observaþii: 
1. Matricea de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat este o matrice simetricã faþã de diago-

nala principalã, deoarece pentru orice muchie [i,j] ∈ U este adevaratã relaþia 
A[i,j] = A[j,i].

2. Muchia [i,j] existã în graful neorientat G = (X,U) reprezentat prin matricea de adiacenþã,
dacã A[i,j] = 1.

3. Suma valorilor din matricea de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat este egalã cu 2*m,
unde m este numãrul muchiilor din graf.

4. Fie x∈X. Gradul nodulului x este egal cu suma valorilor elementelor matricei de adiacenþã
ataºatã grafului neorientat, de pe linia x sau coloana x.

Exemplul 1: 
Fie G = (X,U) , din figura 75.
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ºi U = { [1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [3,4],

[3,5], [4,6]};
n = 6 (numãrul de noduri), 
m =7 (numãrul de muchii). 

Matricea de adiacenþã asociatã acestui graf este:

Elementele din matricea de adiacenþã situate pe
diagonala principalã au valoarea 0. Acestea sunt de
forma A[i,i] ºi, cum nu existã muchie de la un nod
la el însuºi pentru grafurile studiate, rezultã 
cã A[i,i] = 0. 

Se observã cã d(1) = 4 (numãrul elementelor
egale cu 1 de pe prima linie), d(2) = 1 (numãrul ele-
mentelor egale cu 1 de pe linia 2). 

Pentru graful dat, suma elementelor din matricea ataºatã este 14, adicã 2*m.
Matricea de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat poate fi cititã direct de la tastaturã sau din

fiºierul de intrare sau poate fi completatã iniþial cu 0, urmând a fi citite din fiºierul de intrare m
perechi de vârfuri ce reprezintã muchiile de forma [x,y]; se completeazã A[x,y] = 1 ºi A[y,x] = 1.

Exemplu de citire a matricei de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat dintr-un fiºier dat:
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Figura 75
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Exemplul 2: 

Fie G = (X,U) un graf neorientat,
n este numãrul de noduri din G, m este numãrul de muchii din G.

Urmãtoarea secvenþã de program calculeazã gradul pentru fiecare nod al grafului G reprezen-
tat prin matricea de adiacenþã:
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Matrice.txt

7
0 1 1 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 1 1 
1 1 0 1 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

Varianta Pascal Varianta C++
procedure citirematrice(var a :matrice ;
var n :integer);
var i,j:integer;
begin

assign(f,’matrice.txt’);
reset(f);
readln(f,n);
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do 
read(f,a[i,j]);

close(f);
end;

void citirematrice(int a[11][11], int &n)
{int i,j;
fstream f(“c:\\matrice.txt”,ios::in);
f>>n;
for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=n;j++)
f>>a[i][j];

f.close();
}

Varianta Pascal Varianta  C ++
for i :=1 to n do 

begin
gr:=0;
for j:=1 to n do

if a[i,j]=1 then gr:=gr+1;
writeln(‘Gradul lui ‘,I,’ este  ‘,gr)

end ; 

for (i=1;i<=n;i++)
{ gr=0 ;

for (j=1;j<=n;j++)
if (a[i][j]) gr++;

cout<<”Gradul lui “<<i;
cout<<” este “<<gr<<endl;

}

Figura 76

1

3

2 7

6

54



# TEME
1. Construiþi matricea de adiacenþã pentru fiecare dintre grafurile de mai jos:

a)   G1 b)   G2 c)   G3

2. Determinaþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii:
a) Matricea de adiacenþã a unui graf neorientat are un numãr impar de valori de 1.
b) Orice matrice de adiacenþã a unui graf neorientat are pe diagonala secundarã numai valori

nule.
c) Din matricea de adiacenþã a unui graf neorientat se poate afla gradul oricãrui nod.
d) Suma componentelor matricei de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat este egalã cu 2*n,

unde n = numãrul de noduri ale grafului.
e) Din matricea de adiacenþã ataºatã unui graf neorientat se poate determina numãrul de

muchii din graf.
f) Matricea de adiacenþã a unui graf neorientat este simetricã faþã de diagonala principalã.

3. Fie un graf G = (X, U) reprezentat prin matricea de adiacenþã:
Precizaþi care dintre urmãtoarele muchii aparþin grafului:

a) [3,4]         b) [2,3]       c) [1,2]      d) [4,5]

4. Fie un graf G = (X,U) unde X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. 
În graf existã muchii între perechile de noduri x ºi y cu proprietatea ca x ºi y sunt prime între

ele. 
a) Determinaþi mulþimea muchiilor U.
b) Construiþi matricea de adiacenþã ataºatã grafului dat.
c) Determinaþi suma elementelor matricei de adiacenþã.
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2.5. Memorarea grafurilor folosind listele de adiacenþã

Reprezentarea unui graf neorientat se poate realiza utilizând listele de adiacenþã a nodurilor:
pentru fiecare nod se alcãtuieºte lista nodurilor adiacente cu el.

Exemplu: 
Pentru graful G = (X,U)  
se formeazã urmãtoarele liste de adiacenþã:

Lista vecinilor lui 1: 2, 3, 4, 5
Lista vecinilor lui 2: 1
Lista vecinilor lui 3: 1, 4, 5
Lista vecinilor lui 4: 1, 3, 6
Lista vecinilor lui 5: 1, 3
Lista vecinilor lui 6: 4.

Observaþii:  
1. Numãrul de elemente din lista vecinilor unui nod reprezintã gradul sãu. Dacã nodul este

izolat, atunci lista lui de adiacenþã este vidã. 
2. Memorarea grafului prin intermediul listelor de adiacenþã prezintã avantajul cã, în gene-

ral, ocupã mai puþin spaþiu. Dezavantajul utilizãrii listelor de adiacenþã îl constituie accesul la
informaþii.

3. Suma lungimilor listelor este egalã cu 2*m, unde m reprezintã numãrul de muchii.

Urmãtoarea secvenþã de program construieºte listele de adiacenþã pentru un graf neorientat
G, pornind de la  matricea de adiacenþã ataºatã acestuia. Se obþine o matrice ce va conþine pe
linia i (1<=i<=n) lista de adiacenþã a nodului i. Se obþine o matrice de liste.

Se iniþializeazã cu 0 toate elementele matricei de liste.
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Varianta Pascal Varianta C ++
type matrice=array[1..20,1..20] of integer ;
var a,liste:matrice;

int a,liste[21][21]  

Varianta Pascal Varianta C ++
procedure liste_de_adiac(a :matrice ;
n :integer ;var liste :matrice) ;
var i,j,k:integer;
begin

for i:=1 to n do
for j:=1 to n do 

liste[i,j]:=0;
for i :=1 to n do 
begin

k:=1;

void liste_de_adiac(int a[21][21],
liste[21][21])
int i,j,k ;
{
for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=n;j++)
liste[i][j]=0;

for (i=1;i<=n;i++)
{k=1;
for (j=1;j<=n;j++)
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# TEME
1. Construiþi listele de adiacenþã pentru fiecare dintre grafurile de mai jos:

a)   G1

2. Fie un graf G = (X, U) reprezentat prin matricea de 
adiacenþã:

a) Specificaþi dacã graful G are noduri izolate.
b) Câte muchii are graful G?
c) Determinaþi gradul fiecãrui nod.
d) Determinaþi listele de adiacenþã pentru graful G.

3. Fie graful lui Petersen (figura 78):   
a) Construiþi listele de adiacenþã.
b) Analizaþi listele construite; ce observaþi ?

4. Fie un graf G = (X,U), unde X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. 
În graf existã muchii între perechile de noduri x ºi y cu

proprietatea ca x ºi y sunt prime între ele. Determinaþi lis-
tele de adiacenþã pentru graful G. 

2.6. Memorarea grafurilor neorientate folosind lista muchiilor
Fie G = (X,U) un graf neorientat cu n noduri ºi m muchii.
Lista extremitãþilor muchiilor este formatã dintr-o matrice de douã coloane ºi m linii, în

care pe fiecare linie existã douã valori ce reprezintã nodurile componente ale unei muchii.
Pentru memorarea acestei matrice sunt necesare 2*m locaþii de memorie.
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for j:=1 to n do
if a[i,j]=1 then 

begin
liste[i,k]:=j;
k:=k+1;

end;
end;

end; 

if (a[i][j]) 
{liste[i][k]=j;

k++;
}

}
}
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Exemplu:  
Fie graful G = (X,U) (figura 79).
Pentru acest graf, lista muchiilor este reþinutã în

matricea A:

Secvenþa urmãtoare de program construieºte lista muchiilor pentru un graf neorientat.
Citirea datelor se face dintr-un fiºier organizat astfel: pe prima linie se precizeazã numãrul de
noduri ºi numãrul de muchii, iar pe fiecare dintre urmãtoarele linii cele douã extremitãþi ale
unei muchii:
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Muchii.txt
7 8
1 2
1 3
2 3 
2 5
2 6 
2 7
3 4
3 5

Varianta Pascal Varianta C ++

type matrice=array[1..20,1..2] of integer ;
procedure citire_muchii(var a :matrice ;
var n,m :integer) ;
var i:integer;
begin

assign(f,’muchii.txt’);
reset(f);
readln(f,n,m);
for i:=1 to m do

begin
read(f,a[i,1]);
read(f,a[i,2]); 

end;  
close(f);

end;

int a[21][3]
Void citire_muchii(int a[21][3],
int &n, int &m)
int i;
{

fstream f(“c:\\muchii.txt”,ios::in);
f>>m;
f>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
{

f>>a[i][1];
f>>a[i][2]; 

}
f.close();
}
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# TEME
1. Construiþi lista muchiilor pentru fiecare dintre grafurile de mai jos:

a)   G1 b)   G2 c)   G3

2. Fie un graf G = (X,U), unde X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. 
În graf existã muchii între perechile de noduri x ºi y cu proprietatea cã x ºi y sunt prime între

ele. Determinaþi lista muchiilor pentru graful G.

3. Fiind dat un graf neorientat memorat prin matricea sa de adiacenþã, sã se scrie câte un subpro-
gram pentru rezolvarea urmãtoarelor cerinþe:
– afiºarea nodurilor de grad maxim;
– afiºarea nodurilor de grad minim;
– afiºarea nodurilor izolate;
– afiºarea nodurilor terminale.

4. Se cunosc listele de adiacenþã corespunzãtoare unui graf neorientat. Sã se scrie un program
care construieºte matricea sa de adiacenþã.

5. Harta unei þãri este formatã din mai multe regiuni. O parte dintre regiuni au frontiera comunã.
Scrieþi un program care sã afiºeze regiunea care se învecineazã cu cele mai multe dintre regiuni.

6. Implementaþi memorarea grafurilor neorientate prin lista muchiilor, folosind un vector de articole.
(Indicaþie: fiecare articol conþine douã câmpuri corespunzãtoare extremitãþilor unei muchii.)

3. CLASE SPECIALE DE GRAFURI

3.1 Grafuri complete

Exemplu:
Graf complet cu 5 noduri :
Proprietãþi:
1. d(1)=d(2)=...=d(n)=n-1;
2. Graful Kn are  n*(n-1) muchii;

2
3. Dintre toate grafurile cu n noduri, Kn are numãrul maxim de muchii.
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Definiþie: 
Un graf G=(X,U) se numeºte graf complet

dacã între oricare douã noduri ale sale existã
muchii. Un graf complet se noteazã Kn.
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Aplicaþie: Sã se verifice dacã existã un graf cu 100 de noduri ºi 4951 de muchii.
Rezolvare:
Un graf complet cu 100 de noduri are 4950 de muchii; un graf complet are numãrul

maxim de muchii dintre toate grafurile cu 100 de noduri; rezultã cã nu existã niciun graf cu
100 de noduri ºi 4951 de muchii.

3.2. Grafuri parþiale

Se observã cã G1 se obþine  din G pãstrând toate nodurile ºi eliminând un numãr  de muchii.
Exemplu :
G=(X,U)                                                       G1=(X,V)-graf parþial al lui G

Din graful neorientat G au fost eliminate muchiile [7 ,8], [7,9], [8,9] ºi a rezultat graful
parþial G1.

3.3. Subgrafuri

Se observã cã G1 se obþine din G eliminând unele noduri ºi pãstrând doar acele muchii
care au ambele extremitãþi în mulþimea nodurilor rãmase. 
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Definiþie: 
Fie graful G=(X,U). Un graf parþial al lui G este un graf G1=(X,V), unde V⊆U.

Definiþie: 
Fie graful G=(X,U). Un subgraf al lui G este un graf G1=(X1,U1), unde
X1⊂X ºi U1⊂U, iar U1 va conþine numai muchiile care au ambele extremitãþi în X1.

X1={1,2,3,4,5,6,7,8}

X={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

G=(X,U) G1=(X1,U1)
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Se observã cã din mulþimea X a fost eliminat nodul 9. Mulþimea U1 va conþine aceleaºi
elemente ca ºi U mai puþin muchiile [9,1], [9,8] ºi [9,7].

# TEME
1. Fie G ºi G1 douã grafuri neorientate ce au matricele de adiacenþã A, respectiv A1.

Stabiliþi valoarea de adevãr pentru urmãtoarele afirmaþii :
a) G este un graf complet cu 5 noduri.
b) G1 este subgraf al grafului G.
c) G1 este graf parþial pentru graful G.
d) Dacã la graful G1 se adaugã încã 4 muchii, acesta va deveni graf complet.

2. Fie G un graf ce conþine patru noduri ºi zero muchii. Câte muchii trebuie adãugate gra-
fului G, asfel încât acesta sã devinã graf complet?

3. Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii :
Un graf este complet dacã:

a) Fiecare nod are cel puþin o muchie adiacentã.
b) Are n*(n-1)/2 muchii (n reprezintã numãrul de noduri).
c) Gradele tuturor nodurilor sale sunt pare.
d) Are n*(n+1)/2 muchii (n reprezintã numãrul de noduri).

4. Fie G=(X,U) un graf neorientat. 
Stabiliþi valoarea de adevãr a urmãtoarelor afirmaþii :
a) Un graf parþial  se obþine prin suprimarea unor noduri.
b) Un subgraf se obþine prin suprimarea unor muchii.
c) Orice subgraf  al lui G este graf parþial al grafului G.

5. Câte noduri are graful complet cu 15 muchii?
a) 10;  b) 5;  c) 6;  d) 12.

6. Fie G=(X,U) un graf neorientat reprezentat prin listele de adiacenþã:
Lista vecinilor lui 1: 3, 4.
Lista vecinilor lui 2: 3, 4.
Lista vecinilor lui 3: 1, 2.
Lista vecinilor lui 4: 1, 2.
Câte muchii trebuie adãugate la graful G astfel încât acesta sã devinã graf complet?

7. Fie G  un graf neorientat  cu n noduri ºi m muchii ºi G1 un graf neorientat  cu n1 noduri
ºi m1 muchii. Se citesc de la tastatura m perechi de numere întregi reprezentând 
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extremitãþile muchiilor grafului G ºi m1 perechi de numere întregi reprezentând extre-
mitãþile muchiilor grafului G1. Sã se verifice dacã G1 este graf parþial al lui G.

8. Din cauza unor probleme provocate de vremea nefavorabilã, mai multe relee de amplifi-
care ºi retransmitere a semnalului pentru o telefonie mobilã au fost avariate. Cunos-
cându-se legãturile iniþiale de transmitere a semnalului ºi releele avariate, sã se determine
care sunt legãturile de transmitere a semnalului care încã mai funcþioneazã.

4. PARCURGEREA GRAFURILOR NEORIENTATE

Prin parcurgerea sau traversarea unui graf neorientat se urmãreºte examinarea nodurilor
sale, plecând dintr-un nod dat x, astfel încât fiecare nod, la care se poate ajunge din x pe
muchii adiacente douã câte douã, sã fie marcat o singurã datã. 

4.1. Metoda de parcurgere Breadth First (BF) – parcurgerea în lãþime

Fie G = (X,U) un graf neorientat. Algoritmul BF realizeazã o traversare „în lãþime“ a
grafului: se marcheazã nodul iniþial x, apoi vecinii acestuia, apoi vecinii nevizitaþi ai aces-
tora ºi aºa mai departe.

Exemplul 1:   
Pentru graful din figura 81, dacã nodul de start este 1,

ordinea de parcurgere a nodurilor  va fi: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
Dacã nodul de start este 4, atunci prin metoda BF se obþine

urmãtoarea ordine de parcurgere a grafului: 4, 1, 6, 7, 2, 3, 5, 8.
Algoritmul foloseºte o structurã de tip coadã (fir de

aºteptare), c, în care se introduc pe rând nodurile vizitate ºi un
vector vizitat definit astfel:

Raþionamentul metodei  BF
Iniþial, vectorul vizitat are toate valorile nule (nu a fost vizitat niciun nod).
Nodul de start este 4 ºi se memoreazã în coadã pe poziþia 1.

Se marcheazã nodul 4 ca fiind vizitat.

231

⎩
⎨
⎧

=
altfel 0,

vizitatfosta  i noduldaca  1,
   vizitat[i]

1

2 3 4

65

8

7

Figura 81.

dacã i



p = marcator ce indicã nodul ai cãrui vecini nevizitaþi
urmeazã sã fie memoraþi în coadã. 

Se memorezã în coadã, pe poziþiile urmãtoare, vecinii
nodului 4, adicã 1, 6, 7.

Se marcheazã nodurile 1, 6 ºi 7 ca fiind vizitate.

Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã.

Se memoreazã în coadã, pe poziþiile urmãtoare, vecinii nevizitaþi ai nodului 1, adicã
nodurile 2 ºi 3:

Se marcheazã nodurile 2 ºi 3 ca fiind vizitate:
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Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã: 

Se memoreazã în coadã, pe poziþiile urmãtoare, vecinul nevizitat al nodului 6, adicã 5:

Se marcheazã nodul 5 ca fiind vizitat.

Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:

Nodul 7 are toþi vecinii vizitaþi.
Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:

Nodul 2 are toþi vecinii vizitaþi.
Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:
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Nodul 3 are toþi vecinii vizitaþi. Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:

Se memoreazã în coadã, pe poziþia urmãtoare, vecinul nevizitat al nodului 5, adicã 8:

Se marcheazã nodul 8 ca fiind vizitat.

Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:

Nodul 8 are toþi vecinii vizitaþi.
Marcatorul p se deplaseazã cu o poziþie în coadã:

Au fost vizitate (marcate) toate nodurile.

Exemplul 2: 
Fie graful G = (X,U):
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Dacã nodul de start este 2, atunci ordinea de parcurgere a nodurilor grafului în parcurge-
rea  BF este 1, 5, 3, 4.

Observaþie: 
Nodurile 6, 7, 8, 9 nu vor fi atinse.

Reprezentarea algoritmului BF în pseudocod
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pentru j = 1 la n executã
vizitat[j] ← 0

sfârºit pentru;
citeºte i;
c[1] ← i;
/*se memoreazã în coadã nodul i pe prima poziþie*/
p ← 1 /*p reprezintã poziþia elementului cheie*/
u ← 1 /*u reprezintã poziþia ultimului element din coadã*/
vizitat[i] ← 1;
cât timp p ≤ u executã

/*cât timp coada nu e vidã*/
x ← c[p];

/*x este elementul cheie, adicã nodul ai cãrui succesori nevizitaþi vor fi memoraþi
în coadã*/

pentru toþi j ∈ Listei vecinilor lui x nevizitaþi încã executã
/*pentru toþi vecinii nodului x nevizitaþi încã*/
u ← u+1;
c[u] ← j;

/*se memoreazã în coada vecinul j nevizitat încã*/ 

prelucrare (j);
/*de regulã se face afiºarea nodului j*/
vizitat[j] ← 1;

sfârºit pentru;
p ← p+1;
/*se alege urmãtorul nod ca fiind nod cheie*/

sfârºit cât timp;

Ordinul de complexitate al algoritmului de parcurgere “în lãþime” a grafurilor neorien-
tate este 0(n²) deoarece instrucþiunile din ciclul atâta timp cât se executã de cel mult n-1 ori,
iar cele interioare, structura pentru se executã de cel mult n ori.

# TEME
1. Alcãtuiþi lista nodurilor în ordinea datã de vizitarea lor prin metoda parcurgerii

BF(Breadth First), pentru grafurile din figura 88 ºi figura 89:



2. Parcurgeþi graful urmãtor în lãþime (BF),
completaþi vectorul vizitat ºi coada (firul de
aºteptare) cu nodurile vizitate, dar ai cãror
vecini nu au fost vizitaþi încã.

3. Implementaþi în limbajul de programare studiat algoritmul BF.

4. Justificaþi necesitatea tabloului de tip coadã pentru implementarea metodei BF.

5. Dezvoltaþi un algoritm de parcurgere a unui graf în lãþime (BF) care, testat ºi pe graful
de la problema 3, sã viziteze toate nodurile.

6. Dezvoltaþi un algoritm recursiv de parcurgere în lãþime a unui graf.

4.2. Metoda de parcurgere Depth First (DF) – parcurgerea în adâncime
Fie G = (X,U) un graf neorientat unde n reprezintã numãrul de noduri ale sale.
Algoritmul DF realizeazã o parcurgere “în adâncime” a grafului: se porneºte de la un

nod x ºi se atinge primul dintre vecinii nevizitaþi ai acestuia; algoritmul continuã pânã se
ajunge la un nod ce are toþi vecinii vizitaþi. În acest moment, se revine la nodul anterior ºi
se cautã un nod nevizitat.

Exemplul 1: 
Fie G = (X,U), un graf neorientat. (Figura 91)
Pentru graful dat, ordinea de parcurgere a nodurilor prin metoda DF, pornind din nodul

unu, este: 1, 2, 3, 5, 6, 4, 7, 8.
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Figura 88. Figura 89.

Figura 90.
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Dacã nodul de start este 4, atunci prin metoda DF se
obþine urmãtoarea ordine de parcurgere a grafului:

4, 1, 2, 3, 5, 6, 8, 7.
Algoritmul foloseºte o structurã de tip stivã în care va

introduce (sau elimina) nodurile vizitate din graf ºi un vec-
tor cu n componente, pentru marcarea nodurilor vizitate
definit astfel:

Raþionamentul metodei  DF
Iniþial vectorul vizitat are toate valorile nule:

Se introduce în stivã nodul de start. Fie acesta nodul 4. 
Se afiºeazã nodul 4 ºi se marcheazã ca fiind vizitat. 

Se determinã primul dintre vecinii nodului din vârful stivei, se mãreºte cu o unitate 
vârful stivei ºi pe aceastã poziþie se înregistreazã nodul 1. 

Se afiºeazã nodul 1 ºi se marcheazã ca fiind vizitat.
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Se determinã primul dintre vecinii nevizitaþi ai nodului 1; acesta este nodul 2, se mãreºte
cu o unitate vârful stivei (stiva creºte); pe noua poziþie din stivã se înregistreazã nodul 2.

Se afiºeazã nodul 2 ºi se marcheazã nodul 2 ca fiind vizitat.

Se încearcã determinarea unui vecin
nevizitat al nodului 2.  Singurul vecin al
nodului 2 este nodul 1 care a fost deja
vizitat. Se extrage din stivã nodul 2 ºi se
micºoreazã cu o unitate vârful stivei.

Se determinã primul dintre vecinii nevi-
zitaþi ai nodului 1; acesta este nodul 3 (nodul
2 a fost deja vizitat); se mãreºte cu o unitate
vârful stivei ºi pe noua poziþie se înregis-
treazã nodul 3.

Se afiºeazã nodul 3 ºi se marcheazã nodul 3 ca fiind vizitat.

Se determinã primul dintre vecinii
nevizitaþi ai nodului 3; acesta este nodul
5, se mãreºte cu o unitate vârful stivei ºi
pe noua poziþie din stivã se înregistreazã
nodul 5. 

Se afiºeazã nodul 5 ºi se marcheazã ca fiind vizitat.
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Figura 94.

Figura 95.

Figura 96.



Se determinã primul dintre vecinii nevizitaþi ai nodului 5; acesta este nodul 6, se mãreºte
cu o unitate vârful stivei ºi pe noua poziþie din stivã se înregistreazã nodul 6.

Se afiºeazã nodul 8 ºi se marcheazã ca fiind vizitat. Algoritmul continuã pânã când stiva
devine vidã.

Reprezentarea în pseudocod a algoritmului DF de parcurgere a grafurilor 
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pentru i = 1 la n executã
vizitat [i] ← 0;

sfârºit pentru;
ps ← 1;
citeºte x;
s[ps] ← x;
vizitat[x] ← 1;
scrie x;
/*se memoreazã în stivã pe poziþia 1 nodul de plecare, se marcheazã ca fiind vizitat ºi se prelu-
creazã informaþia ataºatã – afiºare în acest caz*/
cât timp ps > 0 executã

/*cât timp stiva nu este vidã se încearcã determinarea primului nod vecin cu nodul indicat
de ps din stivã ºi care nu e vizitat încã*/
gãsit ← false;
i ← 2;
cât timp (i <= n) AND (gãsit = false) executã

dacã (A[s[ps],i] = 1) ºi (vizitat[i] = 0) atunci
gãsit ← true
altfel i ← i+1

sfârºit dacã
sfârºit cât timp;
dacã gãsit = true atunci

scrie(i);
vizitat[i] ← 1;
ps ← ps+1;
s[ps] ← i;
altfel ps ← ps-1;

sfârºit dacã
sfârºit cât timp

Figura 97.



# TEME
1. Alcãtuiþi lista nodurilor în ordinea datã de vizitarea lor prin metoda parcurgerii DF, pen-

tru grafurile din figura 98 ºi din figura 99.

2. Parcurgeþi graful din figura 100 în adâncime (DF) ºi completaþi vectorul vizitat ºi stiva
nodurilor vizitate, dar ale cãror vecini nu au fost vizitaþi încã.

3. Implementaþi în limbajul de programare studiat algoritmul DF.

4. Justificaþi necesitatea tabloului de tip stivã pentru implementarea metodei DF.

5. Descrieþi metoda de programare care stã la baza parcurgerii DF.

6. Dezvoltaþi un algoritm de parcurgere a unui graf în adâncime (DF) care, testat  ºi pe gra-
ful de la problema 2, sã viziteze toate nodurile.

7. Dezvoltaþi un algoritm recursiv de parcurgere în adâncime a unui graf.
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Figura 98.
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Figura 100.



5. NOÞIUNEA DE CONEXITATE ÎN GRAFURI NEORIENTATE

Exemple de trasee:
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Graful asociat acestei probleme:

Studiu de caz: Traseu turistic.

Pe harta unei regiuni apar puncte turistice legate prin drumuri ca în figura 101. Dacã un
grup de turiºti se aflã în punctul turistic A, se cere sã se determine toate posibilitãþile de 
constituire de trasee turistice care sã îi conducã în punctul turistic B, fãrã sã viziteze de douã
ori acelaºi punct turistic.

Definiþie : 
Fie G=(X,U) un graf neorientat. Se numeºte lanþ în graful G o succesiune de noduri

L=(x1, x2, x3…. ,xk), unde x1, x2, x3…. ,xk∈X cu proprietatea cã oricare douã noduri conse-

cutive sunt adiacente ([xi, xi+1]∈U unde i=1, k-1) ºi muchiile sunt distincte douã câte douã.

Lungimea lanþului este egalã cu numãrul de muchii componente.

Figura 102.

Figura 103.

a) b)

Figura 101.



Exemple:
1. Pentru graful G=(X,U), unde
X={A,B,C,D,E,F}
U={[A,C];[A,E];[B,C];[B,D];[B,F];[C,D];[E,F]}

existã urmãtoarele exemple de lanþuri :
L=(A,C,D,B) de lungime 3;
L=(C,D,B,C,A) de lungime 4;

2. Fie G=( X ,U) (figura 104):
L=(3, 4, 6, 5, 4, 2) este un lanþ de lungimea 5.

Exemplu:
Fie graful din figura 105.
L=(b,d,e,f) este lanþ elementar.
L=(a,b,f,d,b,e) este un lanþ neelementar.

Exemplu :
Fie G=( X ,U) un graf neorientat ce are

reprezentarea din figura 106.
L = (3,4,5,6,3) este ciclu elementar
L = (1,2,3,4,5,6,3,1) este ciclu neelementar
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Definiþie: 
Se numeºte lanþ elementar un lanþ în care nodurile componente sunt distincte douã

câte douã.

Definiþie: 
Se numeºte ciclu într-un graf un lanþ L=(x1, x2, x3…. ,xk), unde x1, x2, x3…. ,xk∈X cu

proprietatea cã x1= xk ºi muchiile componente sunt distincte douã câte douã.

Definiþie: 
Un ciclu elementar este un ciclu în care toate nodurile, cu excepþia primului ºi a ulti-

mului, sunt distincte douã câte douã.

Definiþie: 
Fie G=(U,V) un graf neorientat. G este un graf conex dacã, oricare ar fi douã noduri

ale sale x ºi y, existã cel puþin un lanþ prin care se poate ajunge de la nodul x la nodul y.

Figura 104.

Figura 105.

Figura 106.



Exemple:  
1. Fie G=(X,U) un graf neorientat (figura 107):

Se observã cã, pentru oricare douã noduri, existã un
lanþ care le uneºte.

Prin parcurgerea acestui graf, se observã cã vor fi
marcate toate nodurile: existã lanþuri ce unesc oricare
douã noduri din acest graf.

Observaþii:
La parcurgerea BF a grafului, ordinea de parcur-

gere a nodurilor este 1,2,4,3,6,5,7,8,9 ºi vectorul vizitat
va avea toate componentele  completate cu valoarea 1.

La parcurgerea DF a grafului ordinea de parcugere a nodurilor este: 1, 2, 3, 5, 4, 6, 7,
8, 9, iar vectorul vizitat va avea toate nodurile completate cu valoarea 1.

2. Fie graful G=(X,U) din figura 108:

Prin parcurgerea DF pornind din
nodul 3, se obþine urmãtoarea ordine a
nodurilor: 3,1,4,5,8. Vectorul vizitat este: 

Concluzie
Se observã cã, nodurile 2, 6, 7 nu au fost vizitate, graful nu este graf conex.
Dacã se aplicã acestui graf un algoritm de parcurgere BF pornind din nodul 3, atunci

ordinea de parcurgere a nodurilor sale este: 3, 1, 4, 8, 5. Vectorul vizitat este:

Nodurile 2, 6 ºi 7 nu au fost vizitate ºi nu se poate ajunge la ele pornind din nodul 3 ºi
mergând pe muchii adiacente.

Concluzie
Graful G nu este graf conex. 
Dacã se reia parcurgerea grafului pornind dintr-un nod care nu a fost vizitat se obþine, 

pentru o parcurgere BF, ordinea 2, 6, 7; Vectorul vizitat este:
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Figura 107.

Figura 108.



Pentru a putea fi marcate toate nodurile, au fost necesare douã parcurgeri ale grafului G. 

Pentru graful G=(X,U) din figura 109:
Se obþin subgrafurile: 
G1 =(X1,U1),     

cu X1 ={1,3,4,5,8}

U1 ={[1,3];[1,4];[1,5];[4,8]}

ºi
G2=(X2,U2), 

cu X2={2,6,7}

U2={[2,6];[2,7];[6,7]}

Observaþii:
G1, G2 sunt grafuri conexe deoarece existã cel puþin un lanþ între oricare douã noduri

din G1 respectiv G2.

Pentru X1 ={1,3,4,5,8}, obþinem mulþimea complementarã 

X- X1={2,6,7}; se observã cã nu existã niciun lanþ care sã lege un nod din X1 cu un nod

din X-X1.

Pentru X2={2,6,7} obþinem mulþimea complementarã X-X2={1,3,4,5,8} ºi se observã

cã nu existã niciun lanþ care sã lege un nod din X2 cu un nod din X-X2. 

Concluzie
G1 ºi G2 sunt componente conexe pentru graful G.

Observaþie: 
Un graf conex are o singurã componentã conexã.
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Definiþie: 
Se numeºte componenta conexã a grafului neorientat G=(X,U) un subgraf conex

G1 = (X1,U1) a lui G, cu proprietatea cã nu existã niciun lanþ care sã lege un nod din

mulþimea X cu un nod din mulþimea complementarã X-X1.

Figura 109.



pentru j  = 2 la n executã
vizitat [j]  ← 0;

sfârºit pentru
c[1] ← 1;
vizitat [1] ← 1;
p ← 1;
u ← 1;
cât timp p ≤ u executã

pentru toti j ∈ Lx nevizitati executã

u ← u+1;
c[u] ← j;
vizitat[j] ← 1;

sfârºit pentru;
p ← p+1;

sfârºit cât timp;
conex ← true;
i ← 1;
cât timp (conex=true) AND (i<=n) executã

dacã vizitat[i] = 0 atunci
conex ← false
altfel i ← i+1;

sfârºit dacã
sfârºit cât timp
dacã conex=true atunci

scrie (‘Graful este conex.’);
altfel scrie (‘Graful nu este conex.’)

sfârºit dacã;
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Arhipelag – 
aplicaþie conexitate

Harta unui arhipelag este codificatã printr-o matrice binarã pãtratã unde
suprafeþele terestre sunt marcate cu 1 ºi cele marine cu 0. Sã se determine câte insule
fac parte din arhipelag. O insulã este compusã din unul sau mai multe elemente ale
matricei marcate cu 1 care se învecineazã pe direcþiile N, S, E, V.

Date de intrare: se citesc din fiºierul “Date.in”:
Pe prima linie: n = dimensiunea matricei pãtratice. 
Pe urmãtoarele linii, elementele matricei.
Date de ieºire: nr (numãrul de insule).

Reprezentarea în pseudocod a algoritmului de verificare a conexitãþii unui
graf neorientat.



Exemplu:
Date.in                                         Date de ieºire:
5                                                        5
1 1 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 
1 0 1 1 1
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Varianta  Pascal Varianta C++
program insule;
type matrice=array[0..100,0..100] of byte;
var A:matrice;

n,i,j:byte
procedure citire;
var f:text;
begin
assign(f,’date.in’);
reset(f);
readln(f,n);
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
read(f,A[i,j]);
close(f);
end;
procedure df(x,y:integer);
begin
A[x,y]:=2;
if A[x-1,y]=1 then df(x-1,y);
if A[x+1,y]=1 then df(x+1,y);
if A[x,y-1]=1 then df(x,y-1);
if A[x,y+1]=1 then df(x,y+1);
end;
begin
citire;
for i:=0 to n+1 do

begin A[0, i]:=0; A[n+1, i]:=0 end;
for i:=1 to n do

begin A[i, 0]:=0; A[i, n+1]:=0 end;
nr:=0;
for i:=1 to n do 
for j:=1 to n do
if A[i,j]=1 then begin
nr:=nr+1;
df(i,j);
end;
write(‘numarul de insule este: ‘,nr);
readln;
end.

#include <fstream.h>
int n,a[100][100];
void citire() {

int i,j;
fstream f(“date.in”,ios::in);
f>>n
from (i=1; i<=n; i++)

for(j=1;j<=n;j++)
f>>a[i,j];

f.close();
}
void df(int x, int y){

int i;
a[x][y]=2;
if (a[x-1][y]) 

df(x-1,y);
if (a[x+1][y]) 

df(x+1,y);
if (a[x][y-1]) 

df(x,y-1);
if (a[x][y+1]) 

df(x,y+1);
}
void main() {

int i,j,nr=0;
citire();
for (i=0; i<n=1; i++)
{A[0][i]=0; A[n+1][i]=0};
for (i=0; i≤n+1; i++)

{A[i][0]=0; A[i][n+1]=0};
for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=n;j++)
if (a[i][j]==1){

nr++;
df(i,j);

}
cont<<”nr. de insule este”<<nr<<endl;

}



# TEME
1. Fiind dat un  graf G=(X,U), sã se determine un lanþ elementar al acestuia de lungime

maximã.

2. Sã se determine dacã într-un graf cu n noduri ºi m muchii  existã un ciclu care sã conþinã  un
nod oarecare k introdus de la tastaturã. Elementele geafului se citesc din fiºierul graf.in cu
urmãtoarea structurã: pe prima linie, valorile pentru n ºi m; pe urmãtoarele m linii, câte douã
valori reprezentând  extremitãþile unei muchii.

3. Sã se verifice dacã un graf este hamiltonian- conþine un circuit hamiltonian: circuit elemen-
tar care trece prin toate nodurile grafului.

4. Implementaþi în limbajul studiat algoritmul de verificare a conexitãþii unui graf.

5. Explicaþi metoda de verificare a conexitãþii folositã în algoritmul prezentat.

6. Formulaþi exemple de probleme care sã conducã la determinarea conexitãþii.

7. Într-un grup de persoane se cunosc relaþiile de prietenie. Sã se determine cercurile de per-
soane cu proprietatea cã între oricare douã persoane din acelaºi cerc sunt relaþii de prie-
tenie (aplicând „principiul «prietenul prietenului meu este prietenul meu»”) ºi numãrul
minim de relaþii de prietenie (precum ºi prieteniile respective) care ar trebui realizate
pentru a  exista un singur cerc de prieteni.

8. În fiºierul „Date.in”, pe prima linie, se aflã numãrul de noduri n ale unui graf neorientat
G=(X,U) , pe urmãtoarele n linii, matricea de adiacenþã ataºatã grafului, iar pe ultima
linie douã noduri (v1 ºi v2). Sã se determine lanþurile elementare de lungime minimã
existente între nodurile v1 ºi v2.

6. GRAFURI ORIENTATE

Structura unui graf poate fi extinsã prin asocierea unei funcþii pentru fiecare muchie a gra-
fului. Grafurile cu funcþii pot fi folosite pentru reprezentarea a diferite situaþii; de exemplu:
dacã un graf reprezintã o reþea de drumuri, funcþia poate reprezenta lungimea fiecãrui drum.

Alt mod de a extinde un graf simplu este asocierea unei  direcþii muchiilor grafului 
(A e legat de B, dar B nu e neapãrat legat de A, ca într-o paginã web), un astfel de graf se
numeºte graf orientat sau digraf.
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Simpozion. Studiu de caz

La un simpozion pe teme de IT se întâlnesc profesori din diverse judeþe ale þãrii. În grupul
respectiv existã profesori ce sunt cunoscuþi de alþi participanþi la simpozion. Sã se gãseascã
profesorul (profesorii) cel mai cunoscut din grup ºi profesorul (profesorii) ce nu este cunos-
cut de niciun alt membru al grupului.
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Popescu 
Ion Pavel 

George 

Sima 
Ilinca 

Solomon 
Maria 

Simionescu 
Victor 

Pop 
Manuel

Pop 
Simona 

Exemplu: 

Interpretarea reprezentãrii grafice:
Domnul Popescu Ion îl cunoaºte pe domnul Pavel George, pe doamna Pop Simona ºi
pe doamna Sima Ilinca.
Domnul Simionescu Victor îl cunoaºte pe domnul Pop Manuel ºi o cunoaºte pe doamna
Sima Ilinca.
Doamna Solomon Maria o cunoaºte pe doamna Sima Ilinca.
Domnul Pop Manuel o cunoaºte pe doamna Pop Simona.

Observaþii: 
Doamna Sima Ilinca este cea mai cunoscutã persoanã din grup.
Domnii Popescu Ion ºi Simionescu Victor ºi doamna Solomon Maria nu sunt cunoscuþi

de niciun alt membru al grupului.

Concluzie: 
Persoanele ºi relaþiile dintre ele formeazã un graf orientat.

Observaþii:
Arcul [x,y] este diferit de arcul [y,x].
Pentru fiecare arc u=[x,y], x reprezintã extremitatea iniþialã, iar y reprezintã extremi-
tatea finalã a arcului.
Se spune cã „arcul iese din vârful x ºi intrã în vârful y”.
Vârfurile x ºi y sunt adiacente.

Definiþie
Se numeºte graf orientat o pereche ordonatã de mulþimi G=(X,U), unde:
X este o mulþime finitã ºi nevidã de elemente numite vârfuri.
U este o mulþime formatã din perechi ordonate de elemente ale lui X, numitã

mulþimea arcelor.



Arcul u este incident cu vârful x (respectiv y).
Vârful y se numeºte succesor al vârfului x.
Vârful x se numeºte predecesor al vârfului y.
Dacã G=(X,U) este un graf orientat ºi U este o mulþime nevidã, atunci spunem cã G
este graf nul ºi reprezentarea lui în plan se reduce la puncte izolate.

Exemplul 1:
Graful asociat problemei din studiul de caz este:
G=(X,U)
X={1,2,3,4,5,6,7}
U={[1,2];[1,3];[1,7];[4,3];[4,6];[5,3];[6,7]}

# TEME
1. Formulaþi un exemplu de situaþie care sã poatã fi modelatã prin graful din figura 111

(explicaþi semnificaþia vârfurilor ºi a arcelor).

Fie G1=(X1,U1) unde 

X1={1,2,3,4,5,6,7,8}

U1={[1,6];[2,3];[2,7];[3,2];[3,4];[4,7];[4,5];[7,2];[7,6];[8,5];[8,6]}

2. Se cunosc n localitãþi  ºi m drumuri între aceste localitãþi.
a) Formulaþi un exemplu de graf neorientat care sã aibã la bazã aceste date.
b) Formulaþi un exemplu de graf orientat care sã aibã la bazã aceste date.

249

Figura 110

Figura 111.



Gradul unui vârf

Exemple
Fie graful din figura 112.
Se determinã gradele vârfurilor:

d+(1)=3;   d-(1)=0
d+(2)=0;   d-(2)=1
d+(3)=0;   d-(3)=3
d+(4)=2;   d-(4)=0
d+(5)=1;   d-(5)=0
d+(6)=1;   d-(6)=1
d+(7)=0;   d-(7)=2

Revenind la studiul de caz, putem spune cã:
profesorul cel mai cunoscut  este definit de vârful cu gradul interior cel mai mare. 
profesorul care nu este cunoscut de niciun alt membru al grupului va fi definit de vâr-
ful cu gradul exterior egal cu 0.

Pentru fiecare profesor putem alcãtui lista cu persoanele pe care le cunoaºte precum ºi
lista cu persoanele care îl cunosc. În acest sens se obþin mulþimile:

Γ+(x)={y ∈ X | [x,y] ∈ U} mulþimea succesorilor vârfului x.
Γ-(x)={y ∈ X | [y,x] ∈ U} mulþimea precedenþilor vârfului x.

Exemple
Pentru graful din figura 113.
Se obþine:

d+(4)=2;   Γ+(4)={5,7};
d-(4)=1;   Γ-(4)={3}
d+(6)=0;   Γ+(6)={};
d-(6)=3;   Γ-(6)={1,7,8}
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Definiþie
Fie G=(X,U) un graf orientat ºi x ∈ X. Se numeºte grad exterior vârfului x numãrul

arcelor care ies din vârful x, adicã numãrul arcelor de tipul [x,y] ∈ U, y ∈ X. 
Gradul exterior se noteazã cu d+(x),
Se numeºte grad interior al vârfului x numãrul arcelor care intrã în vârful x, adicã

numãrul arcelor de tipul [y,x] ∈ U, y ∈ X. Gradul interior se noteazã d-(x),

Figura 112.

Figura 113.



Observaþie: 
card(Γ+(x))= d+(x) card(Γ-(x))= d-(x)  pentru x ∈ X.    

Reprezentarea în memorie a grafurilor orientate

Fie G=(X,U), unde X este o mulþime cu n vârfuri, iar U este o mulþime cu m arce.
Pentru reprezentarea în memorie a grafurilor orientate se pot folosi mai multe moda-

litãþi: matricea de adiacenþã, listele de adiacenþã, matricea vârfuri-arce ºi vectorul de arce.

6.1. Memorarea grafurilor orientate prin matricea de adiacenþã

Matricea de adiacenþã asociatã unui graf orientat este definitã prin:

Observaþie: 
Deoarece [x,y]<>[y,x] pentru x,y ∈ X, atunci se constatã cã matricea de adiacenþã

ataºatã unui graf neorientat nu este simetricã.
Exemple: 
Pentru graful din figura 114, matricea de adiacenþã ataºatã este:

Observaþii:
Matricea de adiacenþã este o matrice pãtratã cu n linii ºi n coloane.
Multe elemente ale matricei de adiacenþã sunt nule; folosind o astfel de reprezentare se

consumã spaþiu de memorie (matricea este rarã).
Numãrul de valori egale cu 1 de pe linia i din matrice (1≤ i ≤ n), reprezintã gradul exte-

rior al vârfului i.
Numãrul de valori egale cu 1, de pe coloana j din matrice (1≤ j ≤ n), reprezintã gradul

interior al vârfului j.
Numãrul de valori egale cu 1 din matrice reprezintã numãrul de arce existente în graful

orientat.
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A[i,j] =
1, dacã [i,j] ∈ U

0, altfel.{



# TEME
1. Precizaþi care dintre urmãtoarele variante reprezintã matricea de adiacenþã ataºatã grafu-

lui orientat din figura 115:
a) 100100

101111
000010
001000
000001
100000

c) 010100
101111
101000
010001
100000
010100

2. Pentru graful din figura 115, determinaþi mulþimea vârfurilor cu proprietatea cã diferenþa
dintre gradul exterior ºi gradul interior este -1:
a) {} b) {2} c) {1,3,4,5,6} d) {1,2,3,4,5,6}

3. Pentru graful din figura 115, determinaþi numãrul de vârfuri cu gradul interior egal cu 2.  
a) 1; b) 5; c) 0; d) 4.

4. Se dã matricea de adiacenþã ataºatã unui graf orientat:
0101

A =    0000 
0100 
0110

Care este numãrul de vârfuri cu proprietatea cã gradul exterior este mai mare sau egal
cu gradul interior?

a) 0; b) 1; c) 2; d) 3.

5. Fie G un graf orientat, ca în figura 116:
Se dau doi vectori dext ºi dint unde dext[i] 

memoreazã gradul exterior al vârfului i, iar dint[i]
gradul interior, 1<=i<=5.

Care dintre perechile de vectori de mai jos se referã la
graful din figura 116:

dext=(3,0,2,1,0); dint=(1,2,1,0,1)
dext=(2,0,2,2,0); dint=(1,0,0,0,2)
dext=(3,0,2,0,0); dint=(1,2,1,1,1)
dext=(2,0,2,0,0); dint=(0,2,0,0,0)
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d) 001000
101111
000100
000010
000001
100000

b) 100100
111111
001010
001100
000011
100001

Figura 116.
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6. Determinaþi valoarea de adevãr pentru urmãtoarele afirmaþii:
a) Matricea de adiacenþã ataºatã unui graf orientat este pãtratã ºi simetricã.
b) Numãrul de valori egale cu 1 din matricea de adiacenþã ataºatã unui graf orientat este

egal cu numãrul de arce corespunzãtor acelui graf.
c) Numãrul de valori egale cu 1 de pe coloana j din matrice (1<=j<=n) reprezintã gradul

interior al vârfului j.
d) Matricea de adiacenþã ataºatã unui graf orientat conþine pe diagonala principalã

numai valori egale cu 1.

7. Realizaþi un program, în limbajul studiat, pentru rezolvarea problemei propusã în 
studiul de caz (simpozion).

6.2. Memorarea unui graf orientat folosind listele de adiacenþã
Prin aceastã metodã, se reþine, pentru fiecare vârf, mulþimea succesorilor sãi.

Exemplu
Pentru graful din figura 117,
listele de adiacenþã vor fi:

Lista vârful 1: 2, 3, 7
Lista vârfului 2:——-
Lista vârfului 3:——- 
Lista vârfului 4: 3, 6
Lista vârfului 5: 3
Lista vârfului 6: 7
Lista vârfului 7:——-

# TEME
1. Fie G un graf orientat (figura 118).

Pentru fiecare vârf determinaþi listele de adiacenþã.

2. Se dã urmãtoarea matrice de adiacenþã a unui graf 
orientat:

0101
A=     0000 

0100 
0110

Pentru fiecare vârf determinaþi listele de adiacenþã.

3. Se dã urmãtoarea matrice de adiacenþã a unui graf orientat:
0111

A=  0000
0101
0000
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Figura 117.

Figura 118.
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Determinaþi vârful a cãrui listã de adiacenþã are un  numãr maxim de componente:
a)1; b)2; c)3; d)4.

6.3. Reprezentarea unui graf orientat folosind matricea vârfuri-arce
Matricea vârfuri-arce este o matrice cu n linii ºi m coloane definitã astfel:

Exemplu:
Fie G=(X,U) (figura 119).
Matricea vârfuri arce este:

Interpretarea matricei vârfuri-arce.
Cum a fost determinatã ultima linie din matrice? Aceastã linie corespunde vârfului 5.
a[5,1]= 0 deoarece vârful 5 nu este incident cu arcul u1.

a[5,2]= 0 deoarece vârful 5 nu este incident cu arcul u2.

a[5,3]= -1 deoarece vârful 5 este extremitate finalã a arcului u3.

a[5,4]= 0 deoarece vârful 5 nu este incident cu arcul u4.

a[5,5]= -1 deoarece vârful 5 este extremitate finalã a arcului u5.

a[5,6]= 1 deoarece vârful 5 este extremitate iniþialã a arcului u6.

a[5,7]= 1 deoarece vârful 5 este extremitate iniþialã a arcului u7.

Observaþii:
Numãrul de valori egale cu 1 din linia i a matricei vârfuri-arce reprezintã gradul exte-

rior al vârfului i.
Numãrul de valori egale cu -1 din linia i a matricei vârfuri-arce reprezintã gradul inte-

rior al vârfului i.
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0, dacã vârful i nu este extremitate a arcului uj

Figura 119.



Pe fiecare coloanã i a matricei vârfuri-arce existã o singurã valoare egalã cu 1 (pe linia
x din matrice deoarece x este extremitate iniþialã a arcului ui) ºi o singurã valoare egalã cu

-1 (pe linia y din matrice deoarece y este extremitate finalã a arcului ui), pentru ui=[x,y];

1≤x, y≤n, ui∈ U, 1≤i≤m.

# TEME
1. Determinaþi matricea vârfuri-arce corespunzãtoare grafului orientat din figura 120.

a) 1 -1  0  0
1  0  0 -1
0 -1  1  0
1  0 -1  0
0  0  1 -1

c) 1  1  0  1  0
-1  0 -1  0  0
0  0  1 -1  1
0 -1  0  0 -1

2. Determinaþi valoarea de adevãr pentru urmãtoarele afirmaþii:
a) Matricea vârfuri-arce ataºatã unui graf orientat este o matrice pãtratã.
b) Numãrul de valori egale cu 1 din linia i a matricei vârfuri-arce reprezintã gradul exte-

rior al vârfului i.
c) Numãrul de valori egale cu -1 din coloana i a matricei vârfuri-arce reprezintã gradul

exterior al vârfului i.
d) Pe fiecare coloanã a matricei vârfuri-arce existã o singurã valoare egalã cu 1 ºi o sin-

gurã valoare egalã cu -1.
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b) 1  1  0  1  0
-1  0 -1  0  0
0  0  1 -1 -1
0  0  1 -1 -1
0 -1  0  0  1

d) 1  1  0  1
-1  0 -1  0
0  0  1 -1
0 -1  0  0



6.4. Reprezentarea unui graf orientat ca un vector de arce

Un arc poate fi privit ca o celulã cu douã câmpuri componente reprezentând extre-
mitãþile sale: vârful  iniþial ºi vârful final.

Fie ui ∈ U; 1≤i≤m; ui=[x,y]; 1≤x,y≤n.

Se obþine un vector de înregistrãri numit vector de arce.

Exemplu:
G=(X,U) (figura 121)
X={1,2,3,4,5}
U={[1,2];[1,5];[2,1];[2,3];[3,4];[5,4]} 
va avea urmãtoarea reprezentare
folosind un vector de arce.

# TEME
1. Fie G un graf orientat (figura 122).

Determinaþi vectorul de arce corespunzãtor.

2. Se dã urmãtoarea matrice de adiacenþã a unui
graf orientat:

0111
A=  0000

0101
0000

Determinaþi vectorul de arce corespunzãtor.

Parcurgerea grafurilor orientate

Pentru prelucrarea informaþiilor ataºate vârfurilor unui graf orientat se folosesc cele
douã parcurgeri studiate la grafurile neorientate: parcurgerea în lãþime BF ºi parcurgerea în
adâncime DF.

Diferenþa faþã de parcurgerea grafului neorientat constã în urmãrirea direcþiilor impuse
de arce.
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Figura 121.

Figura 122.



Parcurgerea în lãþime a grafurilor orientate
(BF)

Fie G=(X,U) un graf orientat (figura 123).

Pornind din vârful 1 parcurgerea va fi: 1,2,3,5,4.

Parcurgerea în adâncime a grafurilor orientate (DF)
Pentru graful de mai sus ordinea de parcurgere a vârfurilor, pornind din vârful 1, este: 
1, 2, 3, 4, 5.

# TEME
1. Alcãtuiþi lista vârfurilor în ordinea datã de vizitarea lor prin metoda parcurgerii BF

(respectiv DF) pentru grafurile din figura 124:

2. Pentru graful din figura 125, rezolvaþi urmãtoarele ce-
rinþe: 

a) parcurgeþi graful pe lãþime-BF ºi completaþi vectorul 
vizitat ºi firul de aºteptare folosit în algoritm;

b) ce particularitãþi au vârful 4 ºi vârful 5?

c) ce semnificaþie are noþiunea de conexitate pentru un graf orientat?

3. Parcurgeþi graful din figura 125 în adâncime-DF ºi completaþi vectorul vizitat al vâr-
furilor vizitate ºi stiva folositã în algoritm.

4. Implementaþi în limbajul de programare studiat algoritmul BF (respectiv DF), folosind
listele de adiacenþã pentru memorarea grafului orientat.

5. Dezvoltaþi un algoritm recursiv de parcurgere în lãþime a unui graf orientat.

6. Dezvoltaþi un algoritm recursiv de parcurgere în adâncime a unui graf orientat.
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Drumuri ºi circuite în grafuri orientate

Observaþii:
Vârfurile x1 ºi xk sunt numite extremitãþile drumului.

Lungimea drumului este datã de numãrul de arce componente.

Exemple:
D1=(1,6,1,3,5,4) este un drum de

lungime 5.
D2=(4,2,1,6) este un drum de lungime 3.

D3=(3,5,4,2,1,6,1,3) este un drum de

lungime 7.

Exemple:
D2=(4,2,1,6) este un drum elementar.

D1=(1,6,1,3,5,4) este drum neelementar.

Exemplu: D4=(5,4,2,1,3,5).

Exemple: D4 =(5,4,2,1,3,5) este circuit elementar.
D3=(3,5,4,2,1,6,1,3) este circuit neelementar.
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Definiþie
Fie G=(X,U) un graf orientat. Se numeºte drum în graful G, D=(x1,x2,...xk) o succe-

siune de vârfuri cu proprietatea ca [xi,xi+1 ]∈ U, unde 1<=i<=k-1.

Definiþie
Se numeºte circuit într-un graf orientat un drum pentru care cele douã extremitãþi coincid.

Definiþie
Se numeºte circuit elementar un circuit în care toate elementele sunt distincte douã câte

douã, cu excepþia primului ºi a ultimului element.

Definiþie
Se numeºte drum elementar într-un graf orientat, un drum pentru care vârfurile compo-

nente sunt distincte douã câte douã.
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Figura 126.



# TEME
1. Pentru graful din figura 127, determinaþi

un drum ce are extremitate iniþialã vârful
1 ºi extremitate finalã vârful 2.

2. Pentru graful din figura 128, determinaþi
toate drumurile elementare de lungime 3. 

3. Pentru graful din figura 129, determinaþi
toate  circuitele. 

Matricea drumurilor ataºatã unui graf orientat
Fie G=(X,U) un graf orientat cu n vârfuri. Asociem acestui graf o matrice pãtratã cu n

linii ºi n coloane denumitã matricea drumurilor ºi definitã astfel:

Exemplu:
Pentru graful din figura 130 matricea drumurilor este:

Se observã cã M[1,3]=1 deoarece existã drumul
(1,2,3) între vârful 1 ºi vârful 3.
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Figura 128.
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Figura 130.

M[i, j] =
1, dacã existã drum de la vârful i la vârful j

0, altfel.{



Observaþie:
În urma parcurgerii DF a grafului din figura 130, se vor atinge urmãtoarele vârfuri, în

ordinea: 1, 2, 3, 4, 5.
Deci 2, 3, 4, 5 sunt vârfurile la care putem ajunge, pornind din vârful 1 ºi urmãrind sensul arcelor.

Astfel, pe linia 1 din matricea drumurilor vom obþine valoarea 1 pe coloanele 2, 3, 4 ºi 5.
Pentru completarea matricei drumurilor se aplicã parcurgerea DF pentru celelalte vârfuri 

(2, 3, 4, 5 ºi 6).

Matricea costurilor ataºatã unui graf orientat
În multe situaþii reale legãturile (arcele) dintre douã puncte (vârfuri) au asociat un cost cu

diferite semnificaþii: lungime, timp de parcurgere.
Pentru astfel de grafuri se construieºte matricea costurilor:
Exemplu: Fie G = (X,U) un graf orientat:

# TEME
1. Pentru grafurile din figura 131 (a, b, c), determinaþi matricea drumurilor.

2. Determinaþi graful orientat ce
are matricea costurilor:
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7. ARBORI

O structurã de date de tip arbore devine intuitivã dacã ne imaginãm modalitatea de orga-
nizare a directoarelor ºi fiºierelor într-un sistem de operare.

Asemãnãtor acestui exemplu este ºi modelul arborelui genealogic al unei familii:

Dupã modelul arborelui genealogic de mai sus, putem obþine graful din figura 133.
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Definiþie
Un arbore este un graf conex aciclic ( fãrã cicluri).

Figura 132.



Observaþii:
Graful este conex.
Graful nu conþine cicluri.

Concluzii:
G este un arbore.
Un arbore poate fi aºezat pe niveluri. 
Se alege un vârf care se aºazã pe nivelul 1
ºi acesta se va numi rãdãcina.
Pe nivelul 2 vor fi aºezate acele vârfuri
care sunt legate printr-o muchie direct de
rãdãcinã ºi procedeul continuã pânã vor fi
aºezate toate nodurile pe nivelele cores-
punzãtoare (figura 134).
Notaþii: 

X= vârf pãrinte sau predecesor, tatã;
Y= vârf fiu sau copil, succesor.

Vârfurile care se aflã pe ultimul nivel se
numesc vârfuri terminale sau frunze.

Vârfurile pot conþine o informaþie utilã
(cheie) care poate fi de orice tip.

Exemplu:

Fie arborele din figura 135. Se observã cã:
Vârful 1 este rãdãcina arborelui.
Vârful 1 este pãrinte pentru vârful 2 ºi vârful 3.
Vârful 2 este descendent (fiu, copil) pentru vârful 1.
Vârful 3 este descendent (fiu, copil) pentru vârful 1.
Vârfurile 3, 4, 6 ºi 7 sunt vârfuri terminale (frunze).

Demonstraþie prin inducþie matematicã:
1. P(n): este o propoziþie adevãratã. Un arbore care conþine doar un singur vârf are un

numãr de muchii egale cu 0.
2. Sã demonstrãm cã P(m) este adevãratã, cu m>1, presupunând cã afirmaþiile P(k) sunt

adevãrate pentru k<m.
Dacã se eliminã o muchie dintr-un arbore, atunci se ajunge la un graf care nu va mai fi

conex ºi se obþin doi arbori. Fie p, respectiv q, numãrul de vârfuri din cei doi arbori, unde:
m=p+q; p<m, q<m
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Teoremã
Un arbore cu n vârfuri are n-1 muchii.

Figura 135.

Figura 133.

Figura 134.



Primul arbore va avea p-1 muchii iar cel de-al doilea va avea q-1 muchii. În total, dacã
se adaugã ºi muchia iniþial eliminatã, se obþine:

p-1+q-1+1=m-1 muchii, fapt ce probeazã afirmaþia P(m).
Pentru reprezentarea în memorie a arborilor, pot fi utilizate aceleaºi reprezentãri pe care

le folosim pentru grafuri.

Arbori binari

Rezolvarea problemei conduce la noþiunea de arbore binar.

Exemplu:
Arborele binar din figura 137 are drept rãdãcinã nodul 1.
Nodul 1 are doi descendenþi direcþi: nodul 2 (descendent

stâng) ºi nodul 3 (descendent drept).
Nodul 2 are un singur descendent direct: nodul 4

(descendent stâng).
Nodul 3 are doi descendenþi direcþi: nodul 5 (descendent

stâng) ºi nodul 6 (descendent drept).
Nodurile 4, 5 ºi 6 sunt noduri terminale (frunze) pentru

arborele binar dat.
Un arbore binar poate fi reprezentat în memorie prin

douã tablouri:
S ºi D cu n elemente (n= numãrul de noduri din graf), unde:

S[i]= succesorul stâng nodului i.
D[i]= succesorul drept al nodului i.
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Studiu de caz
Andrei are o hartã montanã (figu-

ra 136). El se aflã în cabana „Vârful cu
brazi” ºi doreºte sã ajungã împreunã
cu prietenii sãi la „Cascada binarã”.
Traseul pe care urmeazã sã îl parcurgã
se poate ramifica, în diferite puncte,
în douã cãrãri. Ei observã cã drumul
spre cascadã corespunde alegerii
repetate a potecii din stânga.

Ajutaþi-i sã descopere numãrul de
intersecþii ce trebuie traversate pre-
cum ºi lungimea traseului.

Definiþie:
Un arbore binar este un arbore cu proprietatea cã oricare vârf, în afarã de frunze, are cel

mult doi descendenþi (succesori).

Figura 136.

Figura 137.



Exemplu:
Pentru arborele din figura 138 vectorii S ºi D vor avea

urmãtoarele valori:

Observaþii:
În tablourile S ºi D, nodurile terminale au valori nule. 
Rãdãcina este singurul nod care nu apare ca valoare în tabourile S ºi D.

# TEME
1. Verificaþi dacã graful G=(X,U), X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

U = { [1,2]; [1,3]; [2,5]; [2,6]; [2,7]} este arbore.

2. Aºezaþi pe niveluri arborele din figura 139. Fixaþi drept rãdãcinã nodul 4.

3. Determinaþi numãrul de niveluri ce se obþin
prin rearanjarea arborelui din figura 140 pentru
a avea drept rãdãcinã vârful 3.
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Figura 138.

Figura 139.

Figura 140.



4. Verificaþi care dintre urmãtoarele matrice de adiacenþã corespunde unui arbore binar.

5. Sã se determine vectorii S ºi D pentru arborele binar
din figura 141.

6. Determinaþi rãdãcina unui arbore binar reprezentat
prin urmãtorii vectori:
S=(0,4,0,0,3); D=(0,1,0,0,2).

Arborele parþial de cost minim

Se cunosc:
n = numãrul de corturi

m = numãrul de poteci ce pot fi
construite precum ºi lungimea acestora.

Se cere: determinarea unui traseu de
cost minim care sã cuprindã toate 
corturile.
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Figura 141.

Studiu de caz APECEM
ªeful tribului Apecem doreºte sã construiascã poteci care sã lege corturile supuºilor sãi ast-

fel încât resursele folosite sã fie minime ºi în final sã existe un traseu între oricare douã corturi.
Dacã îl veþi ajuta, vã va trimite o invitaþie la petrecea tribalã anualã.



Rezolvare
Se ataºeazã grafului neorientat obþinut G o matrice de costuri.
Vom determina un graf parþial al grafului G (toate corturile) care sã fie conex, de cost

minim (suma costurilor muchiilor sale sã fie minimã) ºi sã nu existe circuite (sã nu se treacã
de douã ori prin acelaºi punct). 

Acesta va fi un arbore parþial de cost minim (APM).

Algoritmul lui Kruskal de determinare a APM
Pentru început, se considerã cele n corturi izolate (n arbori disjuncþi care conþin fiecare

câte un nod al grafului iniþial).
La fiecare pas al algoritmului, se introduce câte o potecã de cost minim (unificarea a doi

dintre arborii existenþi); se selecteazã din graf acea muchie, u, de cost minim, dintre cele
nealese încã, ce are o extremitate într-un arbore ºi cealaltã extremitate în alt arbore. În urma
unificãrii celor doi arbori, se constituie un alt arbore ce va conþine toate nodurile ºi muchi-
ile celor doi arbori iniþiali precum ºi muchia u.

Exemplu: Fie graful ataºat problemei din studiul de caz (figura 142).

Se foloseºte o matrice A cu m coloane (corespunzãtoare celor m muchii) ºi 3 linii (care
corespund celor douã extremitãþi x,y ºi costului muchiei c).

Costul APM este iniþializat cu 0 (cost = 0). 
Se organizeazã matricea realizându-se o ordonare crescãtoare a muchiilor dupã cost.
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Se foloseºte un tablou unidimensional S unde, S[i]= indicele arborelui din care face
parte nodul i la un moment dat.

Iniþial fiecare nod este în propriul sãu arbore:
S = (1, 2, 3, 4, 5).

Se alege muchia de cost minim ce are o extre-
mitate într-un arbore ºi altã extremitate în alt
arbore dintre cei existenþi ([3,5]).

Se realizeazã unificarea celor doi arbori ºi vec-
torul S devine:

S = (1, 2, 3, 4, 3).

Costul APM va fi: cost = 0 + 9 + 9.
Muchia selectatã la pasul urmãtor va fi [2,3] (este de cost minim dintre cele neselectate

încã ºi are extremitatea 2 în arborele cu indicele 2 ºi extremitatea 3 în arborele indice 3).
Se realizeazã unificarea celor doi arbori ºi Vectorul S devine:

S = (1, 2, 2, 4, 2).
Costul  APM va fi:
Cost= 9+10=19.
Muchia selectatã la pasul urmãtor va fi [1,3]

(este de cost minim dintre cele rãmase neselectate
încã ºi are extremitatea 1 în arborele etichetat cu 1
ºi extremitatea 3 în arborele etichetat cu 2).

Se realizeazã unificarea celor doi arbori ºi vec-
torul S devine:

S = (1, 1, 2, 4, 1).
Costul APM va fi:
Cost =19+12 =31.

Muchia selectatã la pasul urmãtor va fi [2,4]
(este de cost minim dintre cele rãmase neselectate
încã ºi are extremitatea 2 în arborele etichetat cu 1
ºi extremitatea 4 în arborele etichetat cu 4).

Se realizeazã unificarea celor doi arbori ºi vec-
torul S devine:

S = (1, 1, 1, 1, 1).
Costul APM  va fi:
Cost= 31+13= 44.
Algoritmul se opreºte deoarece au fost selec-

tate n-1 muchii (un arbore cu n noduri conþine n-1
muchii).
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Figura 143.

Figura 144.

Figura 145.

Figura 146.



Observaþie:
APM pentru un graf dat nu este unic.

Reprezentarea  algoritmului în pseudocod 

citeºte (n);
citeºte (m);
pentru i=1, m executã

citeste (x,y,c);
A[1,i]←x;
A[2,i]←y;
A[3,i]←c;

sfârºit pentru;
pentru i=1, n executã

S[i]←i;
/*Se pozitioneaza fiecare nod în propriul sau arbore*/
sfârºit pentru;
cost←0; /*cost APM/*
sorteazã_matrice;
/*Se sorteaza matricea dupa ultima linie corespunzatoare costului muchiilor*/
k←0;
/*K reprezinta numarul de muchii ce vor fi adaugate în APM*/
i←0;
cât timp k< n-1 executã

dacã S[A[1,i]]<>S[A[2,i]] atunci
k←k+1;
cost←cost + A[3,i];
scrie(A[1,i]);
scrie(A[2,i]);
x←A[1,i];
y←A[2,i];
pentru j=1,n executã

dacã S[j]=x atunci S[j]‹y
sfârºit dacã

sfârºit pentru
sfârºit dacã

i←i+1;
sfârºit cât timp
scrie (cost);
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# TEME
1. Sã se determine dacã un graf

G este arbore.

2. Determinaþi, folosind algorit-
mul lui Kruskal, arborele
parþial de cost minim pentru
grafurile din figura 147. 

3. Formulaþi un exemplu de graf neorientat G pentru care arborele parþial de cost minim nu
este unic.

4. Codificaþi în limbajul de programare studiat algoritmul lui Kruskal. Citirea datelor se
face din fiºierul date.in ce va avea pe prima linie numãrul de noduri, pe a doua linie
numãrul de muchii, iar pe urmãtoarele m linii trei valori (extremitãþile muchiei ºi 
costul sãu).

5. Justificaþi ordonarea crescãtoare a muchiilor, dupã cost.

6. Formulaþi exemple de probleme care sã conducã la determinarea arborelui parþial de cost
minim.

PROBLEME PROPUSE
Asociaþi fiecãrei probleme modelul de graf corespunzãtor. Identificaþi elementele speci-

fice ºi algoritmul care conduce la rezolvarea problemei.

1. Un grup de n copii ºi-au interconectat calculatoarele personale astfel încât ei îºi pot trans-
mite „mesaje” ºi „date” „din calculator în calculator”. Se cunosc calculatoarele între
care existã legãturi directe. Sã se precizeze dacã:
a) Oricare dintre copii poate transmite mesaje cãtre ceilalþi n-1 copii.
b) Existã posibilitatea ca cel puþin unul dintre copii sã primeascã înapoi mesajul trans-

mis în reþea.

2. Într-un grup de n persoane se formeazã un „lanþ al slãbiciunilor” sau „lanþul influenþei”.
Cunoscând persoanele care „se influenþeazã” direct, sã se determine cel mai lung „lanþ
al influenþei” din grupul respectiv.

3. Se cunoaºte amplasarea a celor n localitãþi ale unui judeþ ºi drumurile care leagã între ele
câte douã localitãþi. Sã se determine:
a) localitãþile izolate;
b) toate posibilitãþile de deplasare între douã localitãþi oarecare.

4. La un simpozion participã n persoane care nu se cunosc direct dar pot face cunoºtinþã
unele cu altele prin intermediul unei cunoºtinþe comune. ªtiindu-se persoanele care se
cunosc, sã se determine dacã:
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Figura 147.



a) O persoanã oarecare poate sã îºi facã cel puþin o cunoºtinþã nouã la acest simpozion.
b) Existã persoane care cunosc „dinainte” toate celelalte persoane.
c) Existã persoane care se cunosc „dinainte” între ele,  formând un grup „închis”, în care

nu poate sã pãtrundã nicio „cunoºtinþã” nouã.

5. Se cunoaºte amplasarea conductelor de gaz prin care o centralã alimenteazã blocurile
unui nou cartier ºi costurile corespunzãtoare fiecãrui segment de conductã (un segment
de conductã face legãtura între douã blocuri). Sã se determine cel mai ieftin traseu pen-
tru alimentarea cu combustibil gazos a noului cartier.

6. Fiind date cele n puncte din teritoriul de pazã al unei patrule ºi cãile de acces între aces-
tea, sã se determine traseul pe care se poate deplasa patrula astfel încât sã verifice 
într-un singur „rond” toate punctele o singurã datã. Dacã problema nu are soluþie, sã se
determine, dacã existã, zonele în care se poate instala o astfel de patrulã (numãrul
zonelor ºi numãrul punctelor din care este formatã fiecare zonã).

7. O agenþie de turism are spaþii de cazare ºi agrement în n oraºe. Pentru atragerea clienþilor
ºi îmbunãtãþirea aprovizionãrii, agenþia are de rezolvat urmãtoarele probleme:

Sã ofere clienþilor, pentru sfârºitul sãptãmânii (vineri, sâmbãtã ºi duminicã), cât mai
multe variante de excursii „în circuit” cu oprire câte o zi în fiecare oraº.
Sã ofere clienþilor, pentru vacanþã, excursii „în circuit” cu posibilitatea de a vizita toate
cele n oraºe trecând o singurã datã prin fiecare.
Sã-ºi construiascã un sistem propriu de comunicare între cele n oraºe, astfel încât ori-
care douã oraºe sã comunice direct sau prin intermediul altora, printr-un numãr minim
de cãi de acces. 

Cerinþe:
Asociaþi cerinþelor din problemã modelul de graf corespunzãtor ºi rezolvaþi problemele

acestei agenþii, folosind metodele de lucru specifice teoriei grafurilor.
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PROIECT ÎN ECHIPÃ
Elemente de teoria grafurilor – abordare interdisciplinarã
Scopul proiectului: aplicarea cunoºtinþelor de teoria grafurilor în rezolvarea unor

probleme concrete de fizicã, biologie, geografie, sociologie ºi altele.
Sugestie de lucru: se formeazã echipe de 6–8 elevi; fiecare elev trateazã o pro-

blemã/domeniu; rezolvarea conduce la realizarea de programe ºi o documentaþie scrisã.
Proiectul poate fi susþinut ºi prin prezentare PowerPoint.

Aplicaþii propuse pentru rezolvarea proiectului
A. Circuite electrice
1) Identificarea elementelor specifice grafurilor pentru  un circuit electric
Cerinþe:

Asociaþi circuitului electric tipul de graf corespunzãtor.
Identificaþi elementele specifice grafurilor ºi descrieþi semnificaþia acestora în circu-

itul electric.
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Sugestie de rezolvare
Nodurile unui circuit electric corespund vârfurilor grafului (1,2,3,4).
Ramura ce leagã douã noduri ale circuitului electric reprezintã arcul grafului 

([1,2], [1,3], [2,3], [2,4], [3,4], [4,1]).
Ochiul unui circuit electric reprezintã circuitul (ciclul) unui graf. 

Fie graful G=(X,U) , X – mulþimea vârfurilor grafului ºi U – mulþimea arcelor grafului.
Gradul exterior (al vârfului x): numãrul arcelor de forma [x,y]  (existã legãtura orien-

tatã de la x la y).
Gradul interior (al vârfului x): numãrul arcelor de forma [y,x]  (existã legãtura orien-

tatã de la y la x).
Exemplu (vârf 2):
Grad exterior = 2       
Grad interior = 1

2) Evidenþierea Legilor lui Kirchhoff  folosind graful asociat
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Cu ajutorul grafului corespunzãtor, prin stabilirea gradului interior ºi a gradului exte-
rior al unui vârf, stabilim semnul curenþilor electrici ºi automat sensul acestora (intrã sau
ies din nodul respectiv). 

B. Grupele de sânge

1. Realizaþi o scurtã prezentare a grupelor de sânge, urmãrind planul de idei ºi graful asociat.
De ce trebuie sã îþi cunoºti grupa de sânge?
Pierderile mari de sânge pot fi recuperate prin transfuzii?
Orice alte combinaþii decât cele indicate în schemã provoacã accidente grave, mortale?

2. Care este semnificaþia urmãtoarelor elemente:
gradul unui vârf;
gradul exterior al unui vârf;
gradul interior al unui vârf.

Grad exterior al vârfului 0=7.
Grad interior al vârfului 0=0

=> nu poate primi sânge de la
nicio altã grupã.

Grad exterior vârf AB=0  => nu
poate dona niciunei persoane.



C.  Hãrþi
1. Harta rutierã
Noduri = Oraºe.
Muchii = Drumuri.
Graf conex = Existã lanþ (drum) între

oricare douã oraºe.
Graf neorientat = accesul între douã oraºe

se face în ambele sensuri.

Muchiilor li se pot asocia costuri;
fiecare cost reprezintã distanþa între douã
oraºe.

Lanþ de cost minim = drumul cel mai
scurt dintre douã oraºe.

Cerinþe:
Pornind de la Harta rutierã: 

formulaþi probleme care se pot rezolva prin aplicarea elementelor de teoria grafurilor;
construiþi ºi caracterizaþi graful asociat hãrþii rutiere.

2. Rute aeriene

Nod = oraº.
Muchie = linie aerianã.
Graf conex = Existã lanþ (traseu 
aerian) între oricare douã oraºe.
Graf neorientat = accesul între 
douã oraºe se face în ambele sen-
suri de zbor.
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Graf asociat rutelor aeriene
Muchiilor li se pot asocia costuri; fiecare cost reprezintã preþul zborului între douã oraºe.
Lanþ de cost minim = preþul minim al zborului între douã oraºe.

Cerinþe:
Pornind de la harta rutelor

aeriene, formulaþi probleme care
se pot rezolva prin aplicarea ele-
mentelor de teoria grafurilor.

Caracterizaþi graful asociat
hãrþii rutelor aeriene.
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3. Harta râurilor



Graful  asociat râurilor

Cerinþe:
Caracterizaþi graful asociat hãrþii râurilor.
Construiþi matricea vârfuri-arce corespunzãtoare acestui graf.

D. Clase de echivalenþã
Pentru elementele unei mulþimi se defineºte relaþia de echivalenþã a~b cu proprietãþile:

reflexivitate (a~a) ºi tranzitivitate (a~b, b~c implicã a~c). Pentru o mulþime datã, sã se
determine clasele de echivalenþã cunoscându-se relaþiile directe de echivalenþã.

Exemplu:
X={1,3,5,7,9}
Pentru echivalenþe: 1~3 ; 5~9 ; 3~7  vor exista 2 clase de echivalenþã:

C1={1,3,7} ºi C2={5,9} .
Cerinþe:

Asociaþi problemei un graf ºi precizaþi semnificaþia elementelor.
Cum poate fi recunoscutã proprietatea de tranzitivitate?
Care este semnificaþia claselor de echivalenþã?
Realizaþi un program pentru determinarea claselor de echivalenþã ºi a elementelor din
fiecare clasã.

E. Sociograma
1. Realizaþi un „sondaj de opinie” pentru determinarea relaþiilor de afectivitate, simpatie,

colaborare, respingere dintre elevii unei clase. Pentru claritatea ºi concizia datelor ce vor
fi prelucrate, formulaþi o singurã întrebare (exemplu: „Cu cine ai dori sã mergi în 
excursie?”).

2. Codificaþi de la 1 la n membrii grupului participanþi la „sondaj”.
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3. Întocmiþi sociograma: reprezentare graficã prin puncte ºi sãgeþi cu semnificaþia A⇒B: A
îl simpatizeazã pe B (dacã prin sondaj s-au urmãrit relaþii de simpatie). Dacã sondajul 
s-a aplicat unui grup mare (n>30), folosiþi, pentru reprezentare, hârtia milimetricã.

Completaþi urmãtorul enunþ: Sociograma este un model ................................format
din ....................... ºi .................. reprezentând.................. .
Ce model de reprezentare a datelor poate fi asociat sociogramei?
Care ar fi semnificaþia sociogramei dacã i-am asocia modelul unui graf neorientat? 
De ce nu se poate folosi acest model?
Construiþi matricea de adiacenþã pentru sociograma realizatã în urma „sondajului”.
Analizaþi matricea de adiacenþã.
Care este semnificaþia elementelor de pe diagonala principalã?
Care este semnificaþia sumei elementelor de pe o linie oarecare i?
Ce reprezintã suma elementelor de pe o coloanã oarecare j?
Ce semnificaþie are o linie „zero”?
Ce semnificaþie are o coloanã „zero”?
Concretizaþi analiza matricei de adiacenþã pentru grupul de elevi pe care aþi efectuat
sondajul.

4. Analiza coeziunii grupului:
Ce semnificaþie are noþiunea de lanþ într-un graf orientat?
Completaþi enunþul: Un lanþ în care toate arcele au aceeaºi orientare se
numeºte.................... .
Ce semnificaþie are proprietatea de conexitate într-un graf orientat?
Cum putem determina numãrul de „subgrupuri ” dintr-un grup?
Cum determinãm liderul grupului?
Calculaþi indicele de coeziune a grupului:

IC=(2*(numar_relatii_reciproce))/(n*(n-1)).
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PROBLEME  RECAPITULATIVE

Pentru fiecare dintre urmãtoarele probleme, stabiliþi structurile de date necesare si rezolvaþi
cerinþele prin programe modularizate în variantã iterativã ºi recursivã, dupã caz.

1. Sã se afiºeze linie cu linie o matrice rarã; se cunoaºte lista cu valorile nenule ºi poziþia aces-
tora în matrice.

2. Se dã o greutate G  ºi  alte n greutãþi gi, i≠1, n, n<= 50. Sã se stivuiascã  greutãþile  în ordinea
de la1 la n ºi sã se compare suma lor cu G.

3. Se înregistreazã, într-o listã L1, datele (numele ºi media generalã) depre elevii programaþi la
un interviu  pentru un job de vacanþã. Sã se formeze douã liste noi: L2 numai cu fete ºi L3
numai cu bãieþi. Toate numele fetelor se terminã cu litera ’a’.

4. Se cunosc relaþiile de prietenie dintre toþi elevii unei clase. Sã se determine dacã toþi elevii cla-
sei sunt prieteni între ei  ºi, dacã este cazul, numãrul de grupuri de prieteni din clasã.

5. Se cunosc cãile directe de acces dintre cele n localitãþi dintr-un teritoriu. Sã se determine  dacã
se poate ajunge din orice localitate în oricare alta, nu neapãrat prin legãturi directe.

6. Sã se determine toate modalitãþile de descompunere a unui numãr  natural n în sumã de
numere  naturale distincte.

7. Pe o suprafaþã formatã din n*n puncte se aflã un singur punct colorat distinct. Sã se determine
coordonatele acestui punct printr-un numãr minim de cãutãri.

8. Sã se transforme un numãr natural n în sumã de alte numere naturale, fiecare dintre ele nede-
pãºind o valoare m specificatã, corespunzãtor relaþiei:

9. Sã se determine valoarea expresiei:  E = 1+ 1*3 + ....+1*3*....*(2n-1)

10. Sã se determine dacã douã cuvinte introduse de la tastaturã sunt anagrame între  ele.
Exemplu: cuvintele apolodor ºi radopolo sunt anagrame.
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1 dacã n=1 sau m=1

S(n,m) = 1 + S (n,n-1)   dacã n<=m

S(n,n-1) +S(n-m,m)  dacã n>m
{



11. Un curier trebuie sã transmitã  zilnic corespondenþa cãtre cei n clienþi. În prima zi de lucru,
curierul primeºte cele n adrese ºi harta oraºului.
Dupã ce a gãsit pe hartã toate modalitãþile de a ajunge de la o adresã la alta,  el îºi propune sã
caute un traseu prin care sã ajungã la toate adresele fãrã sã treacã de mai multe ori pe la un client.

12. Sã se determine toate numerele  naturale care se pot forma  din k cifre, k<=5 introdus de la
tastaturã.

13. O bancã are n clienþi; se cunosc relaþiile bãncii cu fiecare dintre clienþi: un client are împru-
mut de la bancã; banca pãstreazã economiile unui client.

Un client se poate afla, faþã de bancã, în oricare dintre cele douã relaþii.
Sã se determine:
a) toþi clienþii care au împrumut la bancã;
b) toþi clienþi care au economii la bancã;
c) valoarea celui mai mare împrumut;
d) clienþii al cãror împrumut depãºeºte jumãtate din valoarea economiilor.

14. Se cunosc relaþiile de colaborare dintre cei n membri ai unei oranizaþii.
Sã se determine:
a) membrul sau membrii cu cel mai mare numãr de colaboratori;
b) membrul sau membrii care nu  au participat la nicio activitate colectivã.

15. Într-un grup de n copii, existã x copii care spun întotdeauna adevarul ºi y copii  mincinoºi. 
Sã se formeze toate grupurile de câte z copii astfel încât, în fiecare grup, sã existe cel mult un

mincinos; acesta trebuie aºezat între doi copii care spun adevãrul.  Valorile pentru n, x, y ºi z se
citesc de la tastaturã.

16. Un copil primeºte n cuburi. Se cunosc laturile ºi culoarea  pentru fiecare dintre cele  n cuburi.
Existã cuburi roºii, galbene, albe ºi verzi. 

Sã se determine toate modalitãþile de a construi turnuri stabile de înãlþime h în care sã nu existe
douã cuburi învecinate colorate la fel.  
Datele problemei se citesc din fiºirul turn.in cu structura: pe prima linie, valorile n ºi h sepa-

rate prin spaþiu; pe fiecare dintre urmãtoarele n linii, latura ºi culoarea unui cub. Soluþiile pro-
blemei se scriu în fiºierul turn.out; fiecare soluþie pe câte o linie.

17. Sã se determine toate elementele unui ºir de lungime n definit astfel:
1, 21, 123, 4321, 12345, ....

18. Sã se determine toate cuvintele de n litere  (3<=n<=5) care se pot forma  cu literele mulþimii
{a, e, f, g, h, i, m, n, t, u} astfel încât sã fie respectate urmãtoarele restricþii:

a) fiecare cuvât sã înceapã  ºi sã se termine cu o vocalã;
b) sã nu existe  mai mult de douã consoane alãturate;
c) sã nu conþinã grupul ghi.

19. Sã se determine toate elementele unui ºir de lungime n definit astfel: 
1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5.....

20. Sã se determine toate modalitãþile de  a urca o scarã cu n trepte, ºtiind cã scara poate  fi urcatã
treptã cu treaptã sau câte douã trepte o datã. 
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ANEXA 1

PROBLEMA OPRIRII

Aceastã problemã a fost formulatã în anul 1946 ºi publicatã în articolul “A variant of a recur-
sively unsolvable problem”, în volumul 52 al Bulletin of the American Mathematical Society.
Fiind mai simplã decât problema opririi programelor, problema corespondenþei Post este
frecvent folositã pentru demonstrarea – prin reducere – a nedecidabilitãþii unor probleme din
informaticã.

Problema Opririi cere sã se decidã algoritmic (dupã un numãr finit de paºi) dacã un program
arbitrar se opreºte sau nu. Matematicianul Alan Turing1 a arãtat, în 1936, cã aceastã problemã
este nerezovabilã algoritmic: nu existã niciun algoritm capabil sã rezolve Problema Opririi.
Existã programe care rezolvã parþial Problema Opririi (pentru clase de programe), dar nu existã
niciun program care sã rezolve Problema Opririi pentru orice program.

Vom prezenta demonstraþia propusã de matematicianul Gregory Chaitin2. Vom lucra numai
cu programe care manipuleazã numere naturale.

Presupunem, prin absurd, cã existã un program – numit programul de oprire – care decide
dacã un program arbitrar se opreºte sau nu. În memorie, programele apar ca secvenþe de biþi
corespunzãtoare codului intern al instrucþiunilor. Rezultã cã fiecare program are în memorie o
lungime exprimatã în biþi. Considerãm programul:

Pasul 1. Se citeºte numãrul natural  n.
Pasul 2. Se listeazã toate programele care în binar se scriu cu cel mult n biþi.
Pasul 3. Se aplicã programul de oprire ºi se eliminã din listã toate programele care nu se

opresc.
Pasul 4. Se executã programele rãmase în listã pânã când toate programele se opresc;

rezultatul este cel mai mic numãr natural, diferit de toate rezultatele produse de
fiecare program din listã.

Programul de mai sus se opreºte pentru fiecare intrare n. Dacã scriem acest program în binar,
vom avea nevoie de aproximativ log (n) plus o constantã constând din numãrul de biþi (singura
parte variabilã a programului este n). Dacã executãm programul cu o intrare n foarte mare, 
atunci n va fi mai mare decât numãrul de biþi necesari pentru a scrie programul: programul se va
genera pe sine ºi la Pasul 4 vom obþine o contradicþie.

1 Alan M. TURING (1912–1954), matematician englez, considerat pãrintele informaticii. A introdus
noþinea de „maºina Turing”, unul din principalele modele teoretice de calcul discret. A inventat „testul
Turing” care a fost folosit în inteligenþa artificialã pentru a decide dacã existã maºini care gândesc.

2 Gregory CHAITIN (n. 1947), matematician ºi informatician american la IBM, New York, unul din-
tre întemeietorii teoriei algoritmice a informaþiei. A obþinut rezultate importante privind ºirurile aleatoare
ºi limitele formale ale matematicii.



Anexa 2

Funcþii predefinite în Pascal
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3 sqr un real sau un întreg
real sau integer
pãtratul parametrului

sqr(2.5) = 6.25

4 sqrt un real sau un întreg
real rãdãcina pãtratã a
parametrului

sqrt(2.56) = 1.6

5 exp un real sau un întreg 
real exponenþiala de
bazã e a parametrului

exp(1) = e; exp(0) = 1
exp(5*ln(2)) = 25

6 ln un real sau un întreg real logaritmul natu-
ral al parametrului

ln(e) = 1; ln(1) = 0; 
ln(exp(5.6)) = 5.6

7 random un întreg pozitiv n integer un numãr
aleator cuprins între 0
ºi n-1

random(18) = un
întreg între 0 ºi 17

8 random fãrã parametru real un real din intervalul
[0, 1)

9 sin un real sau un întreg
real 

sinusul trigonometric
al parametrului

10 cos un real sau un întreg
real 

cosinusul  trigonome-
tric al parametrului

Nr Nume Parametri Tipul funcþiei Returneazã

1 odd un întreg
boolean valoarea
True, dacã parametrul
este impar

odd(7) = True; 
odd(8) = False

2 abs un real sau un întreg
real sau integer
valoarea absolutã a
parametrului

abs(3) = 3; 
abs(-3) = 3

11 arctan un real sau un întreg

real
arctangenta 
trigonometricã a 
parametrului

12 ord un tip ordinal integer poziþia para-
metrului în interiorul
tipului

ord(‘a’) = 97;
ord(‘A’) = 65
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Atenþie
Subprogramele predefinite se supun unor reguli diferite de cele care se referã la subpro-

gramele definite de utilizatori; aceste subprograme sunt doar apelate (declararea ºi definiþia
lor nu trebuie inclusã în corpul programului apelant), numãrul ºi tipul parametrilor poate
varia de la un apel la altul etc. 

13 chr un întreg
char caracterul 
corespunzãtor

chr(33) = ’!’;
chr(ord(‘x’)) = ‘x’;
ord(chr(33)) = 33

14 trunc un real integer partea
întreagã a 
parametrului

trunc(3.9) = 3;
trunc(-4.2) = -4

15 round un real integer cel mai
apropiat întreg de 
valoarea parametrului

round(3.9)=4;
round(-4.2)= -5;

ANEXA 3

PROCEDURI PREDEFINITE
ÎN PASCAL

Nume Parametri Efect
write oricâþi ºi de orice tip afiºeazã valorile parametrilor pe linia curentã

writeln oricâþi ºi de orice tip
afiºeazã valorile parametrilor pe linia curentã ºi
o încheie, determinând saltul la o linie nouã

read oricâþi ºi de orice tip citeºte valorile parametrilor de pe linia curentã

readln oricâþi ºi de orice tip
citeºte valorile parametrilor de pe linia curentã ºi
la final o abandoneazã

randomize niciun parametru
iniþializeazã variabila de pornire a generatorului
de numere aleatoare 



Anexa 4

Funcþiile predefinite 
în c/c++

Funcþiile standard din  C/C++ se aflã în bibliotecile stdio.h, conio.h, iostream.h, ctype.h,
stdlib.h, math.h, complex.h, mem.h ºi în alte aproximativ 30 de fiºiere cu extensia .h .
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Nr Nume Parametri Biblioteca Efect

1 scanf
oricâþi ºi de
orice tip

stdio.h
citeºte valorile parametrilor  de pe
linia curentã

2 printf
oricâþi ºi de
orice tip

stdio.h
afiºeazã valorile parametrilor pe
linia curentã

3 random un întreg stdio.h
returneazã un intreg pozitiv strict
mai mic decât parametrul

4 pow
doi reali sau
doi complecºi

math.h sau
complex.h

ridicã primul parametru la o putere
datã de al doilea parametru

5 sqrt
un real sau
un complex

math.h sau
complex.h

returneazã rãdãcina pãtratã 
a parametrului

6 exp
un real sau
un complex

math.h sau
complex.h

returneazã exponenþiala de bazã 
e a parametrului

7 ln
un real sau
un complex

math.h sau
complex.h

returneazã logaritmul natural al
parametrului

8 abs
un întreg sau
un complex

stdlib.h,
math.h sau
complex.h

returneazã valoarea absolutã a
parametrului

9
min,
max

doi întregi stdlib.h
returneazã minimum, maximum
dintre parametri

10 poly
un întreg ºi
cel puþin doi
reali

math.h
calculeazã valoarea unui polinom
de o variabilã, de grad ºi 
coeficienþi daþi  
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Anexa 5

sUBPROGRAME Predefinite
pENTRU 
PRELUCRAREA ºIRURILOR de
caractere în Pascal

Operaþia Funcþia Definiþia funcþiei

Lungimea ºirului length function length (sursa: string): integer;

Concatenarea concat
function concat (s1[,s2,…,sn]: string):
string;

Cãutarea unui subºir într-un sir
de caractere

pos
function pos (subsir: string; sir:
string): byte;

Extragerea unui subºir dintr-un
ºir de caractere

copy
function copy (sursa: string; pozitia:
integer; numar: integer): string;

Inserarea unui subºir într-un ºir
de caractere

insert
procedure insert (sursa: string; var
destinatia: string; pozitia: integer);

ªtergerea unui subºir dintr-un
ºir de caractere

delete
procedure delete (var sursa: string;
pozitia: integer; numar: integer);

Conversia unei valori numerice
într-o secvenþã de caractere

str
procedure str (numar:i; var
sursa:string);

Conversia unei secvenþe de
caractere într-un numãr

val
procedure val (sursa; var v: integer;
var cod: integer);

Conversia literelor mici în
majuscule

upcase function upcase (car: char): char;
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Operaþia Funcþia Definiþia

Atribuirea strcpy
char *strcpy (char *destinaþie, char
*sursa);

Compararea strcmp
int strcmp (const char *sir1, const
char *sir2);

Lungimea ºirului strlen size_t strlen (char *sursa);

Concatenarea strcat
char *strcat (char *destinaþie, char
*sursa);

Inversarea ordinii 
caracterelor într-un ºir

strrev char *strrev (char *s);

Cãutarea unui subºir într-un
ºir de caractere

strstr
char *strstr (char *sir, char
*subsir);

Conversia unei valori
numerice într-o secvenþã de
caractere

itoa
char *itoa (int valoare, char *sir,
int baza);

Conversia unei secvenþe de
caractere într-o valoare
numericã

atol long atol (char *sursa);

Conversia literelor mici în
majuscule

strupr char *strupr (char *sursa);

Conversia literelor mari în
litere mici

strlwr char *strlwr (char *s);

Anexa 6

Funcþii Predefinite pENTRU 
PRELUCRAREA ºIRURILOR 
de caractere în c/c++
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Anexa 7

tABELA CODURILOR ascii

Zeci- Hexaze- Caracter Zeci- Hexaze- Caracter Zeci- Hexaze- Caracter Zeci- Hexaze-Caracter
mal cimal mal cimal mal cimal mal cimal

0 0 NUL 32 20 64 40 @ 96 60 `
1 1 SOH 33 21 ! 65 41 A 97 61 a
2 2 STX 34 22 “ 66 42 B 98 62 b
3 3 ETX 35 23 # 67 43 C 99 63 c
4 4 EOT 36 24 $ 68 44 D 100 64 d
5 5 ENQ 37 25 % 69 45 E 101 65 e
6 6 ACK 38 26 & 70 46 F 102 66 f
7 7 BEL 39 27 ‘ 71 47 G 103 67 g
8 8 BS 40 28 ( 72 48 H 104 68 h
9 9 TAB 41 29 ) 73 49 I 105 69 i
10 A LF 42 2A * 74 4A J 106 6A j
11 B VT 43 2B + 75 4B K 107 6B k
12 C FF 44 2C , 76 4C L 108 6C l
13 D CR 45 2D - 77 4D M 109 6D m
14 E SO 46 2E . 78 4E N 110 6E n
15 F SI 47 2F / 79 4F O 111 6F o
16 10 DLE 48 30 0 80 50 P 112 70 p
17 11 DC1 49 31 1 81 51 Q 113 71 q
18 12 DC2 50 32 2 82 52 R 114 72 r
19 13 DC3 51 33 3 83 53 S 115 73 s
20 14 DC4 52 34 4 84 54 T 116 74 t
21 15 NAK 53 35 5 85 55 U 117 75 u
22 16 SYN 54 36 6 86 56 V 118 76 v
23 17 ETB 55 37 7 87 57 W 119 77 w
24 18 CAN 56 38 8 88 58 X 120 78 x
25 19 EM 57 39 9 89 59 Y 121 79 y
26 1A SUB 58 3A : 90 5A Z 122 7A z
27 1B ESC 59 3B ; 91 5B [ 123 7B {
28 1C FS 60 3C < 92 5C \ 124 7C |
29 1D GS 61 3D = 93 5D ] 125 7D }
30 1E RS 62 3E > 94 5E ^ 126 7E ~
31 1F US 63 3F ? 95 5F _ 127 7F



286

BIBLIOGRAFIE SELECTIVÃ

CRISTEA V., ATANASIU I., KALISY E., IORGA V. — Tehnici de programare, Ed. Teora
1999.

GREGORY J. CHAITIN — Information, Randomness and Incompleteness, World Scientific,
1987.

CRISTIAN J. CLAUDE — Information and Randomness, Springel Verlag, Berlin, 2002.

CRISTIAN A. GIUMALE — Introducere în analiza algoritmilor, Ed. Polirom 2004.

IOSIF IGNAT, CLAUDIA-LAVINIA IGNAT — Programarea calculatoarelor, descrierea algo-
ritmilor ºi fundamentele limbajului C/C++, Editura Albastrã, Cluj-Napoca, 2002.

CORNELIA IVASC, MONA PRUNÃ — Bazele Informaticii (Grafuri ºi elemente de combina-
toricã) manual pentru clasa a X-a, Editura Petrion, Bucureºti, 1995.

KNUTH, D.E. — Arta programãrii calculatoarelor vol. I, Ed. Teora, 1999.

L. LIVOVSCHI, H. GEORGESCU — Bazele informaticii, algoritmi – U.B. 1985.

PÃTRÃªCOIU O., MARIAN G., MITROI N. — Elemente de grafuri ºi combinatoricã, 
Ed. All, 1994.

GHEORGHE PÃUN — Din spectacolul matematicii, Editura Albatros, Bucureºti, 1983.

DORIAN STOILESCU — Culegere de C/C++; Editura Radial, Galaþi, 1998.

I. TOMESCU — Bazele informaticii, Manual pentru licee/clase de Informaticã clasa a X-a,
Editura Didacticã ºi Pedagogicã, Bucureºti, 1996.

GREGORY F. WETZEL, WILLIAM G. BULGREN — Pascal and Algorithms; An Introduction
to Problem Solving, Science Research Associates Inc., Chicago, 1987.



287

Capitolul 1. STRUCTURI DE DATE  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
1. Organizarea datelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3

1.1. Analiza problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
1.2. Soluþia problemei  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4
1.3. Organizarea datelor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4

2.  Organizarea datelor cu aceeaºi semnificaþie în tablouri bidimensionale  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8
3. Implementarea tablourilor bidimensionale  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10
4. Tablouri bidimensionale – Cazuri particulare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
5. Prelucrarea tablourilor bidimensionale  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19

5.1. Localizarea elementelor cu aceeaºi proprietate  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .19
5.2.  Prelucrarea elementelor distribuite pe aceleaºi direcþii (linii, coloane, diagonale)  . . . . . . . . . . . . . .24
5.3. Simularea unor situaþii reale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
5.4. Prelucrarea imaginilor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .30

6. Organizarea datelor în structuri neomogene  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .35
6.1. Studiu de caz – Catalogul clasei  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .35
6.2. Definirea structurilor neomogene de date-articole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .36
6.3. Prelucrarea datelor organizate în structuri neomogene  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38
6.4. Gruparea datelor organizate în structuri neomogene  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40

7.  Organizarea datelor în structuri dinamice  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44
7.1. Modele de structuri dinamice  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44
7.2. Clasificarea structurilor dinamice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47
7.3. Prelucrãri specifice structurilor dinamice liniare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49
7.4. Implementarea structurilor dinamice liniare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .50

7.4.1. Firul de aºteptare (Coada)  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .50
7.4.2.  Stiva  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55

Capitolul 2. SUBPROGRAME . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63
1. Un exemplu de modularizare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63
2.  Modularizarea programelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .67

A.  Tipuri de probleme (Facultativ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .67
B.  Modularizarea rezolvãrii problemelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .69
C.  Tehnici de modularizare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .76
D.  Implementarea modularizãrii. Stiva sistem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78

3.  Lucrul cu subprograme în pseudocod  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80
A.  Structura subprogramelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80
B.  Definirea subprogramelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
C.  Declararea subprogramelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
D.  Apelarea subprogramelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .82
E.  Returnarea valorilor cãtre programul apelant  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83
F.  Transferul parametrilor la apel  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .84
G.  Variabile locale ºi variabile globale  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .87

4.  Implementarea subprogramelor în limbajele de programare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
A.  Subprograme în limbajul Pascal: funcþii ºi proceduri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
B.  Subprograme în limbajul C/C++  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .101
C.  Exerciþii cu subprograme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .104

CUPRINS



288

5.  ªiruri de caractere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .108
A.  Particularitãþi de memorare a ºirurilor de caractere  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .108
B. Facilitãþi pentru prelucrarea ºirurilor de caractere în limbajul  Pascal  . . . . . . . . . . . . . . . . .109
C.  Facilitãþi pentru prelucrarea ºirurilor de caractere în limbajul  C/C++ . . . . . . . . . . . . . . . . .110
D. Subprograme predefinite pentru prelucrarea ºirurilor de caractere  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .112

6. Recursivitatea  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .121
A. Definire. Exemplificare  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .121
B. Mecanismul de implementare a recursivitãþii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125
C. Tipuri de recursivitate  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126
D. Aplicaþii implementate recursiv  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .129

Capitolul 3. METODE DE PROGRAMARE  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .145

I. Divide et impera  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .145
1. Studiu de caz – Campionatul de baschet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .145
2. Descrierea generalã a metodei Divide et Impera  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .146
3. Algoritmul metodei  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .147
4. Implementarea metodei Divide et Impera  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .148

II. Backtracking  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172
1. Studiu de caz – Planificarea examenelor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172
2. Descrierea generalã a metodei Backtracking  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .173
3. Mecanismul metodei Backtracking  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .174
4. Reprezentarea algoritmului în pseudocod  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .175
5. Exemplu de implementare a algoritmului  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .179
6. Generarea partiþiilor unei mulþimi (Generarea submulþimilor unei mulþimi )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .207

Capitoul 4. ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .215
1. Scurt istoric  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .215
2. Grafuri neorientate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .218

2.1. Noþiuni de bazã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .218
2.2. Gradul unui nod  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .219
2.3. Reprezentarea în memorie a grafurilor neorientate  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .221
2.4. Memorarea grafurilor folosind matricea de adiacenþã  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .222
2.5. Memorarea grafurilor folosind listele de adiacenþã  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .225
2.6. Memorarea grafurilor neorientate folosind lista muchiilor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .226

3. Clase speciale de grafuri  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .228
3.1 Grafuri complete  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .228
3.2. Grafuri parþiale  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .229
3.3. Subgrafuri  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .229

4. Parcurgerea grafurilor neorientate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .231
4.1. Metoda de parcurgere Breadth First (BF) – parcurgerea în lãþime  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .231
4.2. Metoda de parcurgere Depth First (DF) – parcurgerea în adâncime  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .236

5. Noþiunea de conexitate în grafuri neorientate  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .241
6. Grafuri orientate  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .247

6.1. Memorarea grafurilor orientate prin matricea de adiacenþã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .251
6.2. Memorarea unui graf orientat folosind listele de adiacenþã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .253
6.3. Reprezentarea unui graf orientat folosind matricea vârfuri-arce  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .254
6.4. Reprezentarea unui graf orientat ca un vector de arce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .256

7. Arbori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .261

Anexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .279

Bibliografie  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .286





CORINT
EDUCAŢ IONAL

CORINT
EDUCAŢ IONAL C

O
R

IN
T

E
D
U
C
A
Ţ
IO

N
A
L


	capitolul 4_2016.pdf
	cuprins capitol 1
	1. Organizarea datelor 
	1.1. Analiza problemei
	1.2. Soluþia problemei
	1.3. Organizarea datelor
	2.  Organizarea datelor cu a...
	3. Implementarea tablourilor...
	4. Tablouri bidimensionale –...
	5. Prelucrarea tablourilor b...
	5.1. Localizarea elementelor...
	5.2.  Prelucrarea elementelo...
	5.3. Simularea unor situaþii...
	5.4. Prelucrarea imaginilor
	6. Organizarea datelor în st...
	6.1. Studiu de caz – Catalog...
	6.2. Definirea structurilor ...
	6.3. Prelucrarea datelor org...
	6.4. Gruparea datelor organi...
	7.  Organizarea datelor în s...
	7.1. Modele de structuri din...
	7.2. Clasificarea structuril...
	7.3. Prelucrãri specifice st...
	  	7.4. Implementarea struct...
	7.4.1. Firul de aºteptare (C...
	  		7.4.2.  Stiva

	cuprins 2
	1. Un exemplu de modularizare
	2.  Modularizarea programelor
	A.  Tipuri de probleme (Facu...
	B.  Modularizarea rezolvãrii...
	C.  Tehnici de modularizare
	D.  Implementarea modularizã...
	3.  Lucrul cu subprograme în...
	A.  Structura subprogramelor
	B.  Definirea subprogramelor
	C.  Declararea subprogramelor
	D.  Apelarea subprogramelor 
	E.  Returnarea valorilor cãt...
	F.  Transferul parametrilor ...
	G.  Variabile locale ºi vari...
	4.  Implementarea subprogram...
	A.  Subprograme în limbajul ...
	B.  Subprograme în limbajul ...
	C.  Exerciþii cu subprograme
	5.  ªiruri de caractere
	A.  Particularitãþi de memor...
	B. Facilitãþi pentru prelucr...
	C.  Facilitãþi pentru preluc...
	D. Subprograme predefinite p...
	6. Recursivitatea
	A. Definire. Exemplificare
	B. Mecanismul de implementar...
	C. Tipuri de recursivitate
	D. Aplicaþii implementate re...

	cuprins 3
	2. Descrierea generalã a met...
	3. Algoritmul metodei
	4. Implementarea metodei Div...
	. Studiu de caz – Planificar...
	2. Descrierea generalã a met...
	3. Mecanismul metodei Backtr...
	4. Reprezentarea algoritmulu...
	. Exemplu de implementare a ...
	. Generarea partiþiilor unei...
	(Generarea submulþimilor une...

	cuprins 4
	1. Scurt istoric 
	2. Grafuri neorientate
	2.1. Noþiuni de bazã
	.2. Gradul unui nod
	. Reprezentarea în memorie a...
	2.4. Memorarea grafurilor fo...
	2.5. Memorarea grafurilor fo...
	2.6. Memorarea grafurilor ne...
	3. Clase speciale de grafuri
	3.1 Grafuri complete
	3.2. Grafuri parþiale
	3.3. Subgrafuri
	4. Parcurgerea grafurilor ne...
	4.1. Metoda de parcurgere Br...
	4.2. Metoda de parcurgere De...
	5. Noþiunea de conexitate în...
	6. Grafuri orientate
	6.1. Memorarea grafurilor or...
	6.2. Memorarea unui graf ori...
	6.3. Reprezentarea unui graf...
	6.4. Reprezentarea unui graf...
	7. Arbori


	Blank Page
	Blank Page



